Introduction générale

La Recherche Opérationnelle (RO) peut étre définie comme ’ensemble des méthodes et techniques
rationnelles d’analyse et de synthése des phénomeénes de management du systéme d’information utili-
sables pour élaborer de meilleures décisions. Elle propose des modéles conceptuels pour analyser des
situations complexes et permet aux décideurs de faire les choix les plus efficaces.

La recherche opérationnelle (RO) est une discipline carrefour entre :

— L’économie : modele initial généralement issue de la vie économique (économie d’entreprise,

analyse économique)

— Les mathématiques : formulation mathématique, modeéle mathématique (théorie des systémes,

méthodes d’optimisation ou statistiques).

— L’informatique : mise en ceuvre pratique (algorithmiques, structure de données).

La programmation linéaire est un outil trés puissant de la recherche opérationnelle. C’est un outil gé-
nérique qui peut résoudre un grand nombre de problémes. En effet, une fois un probléme modélisé sous
la forme d’équations linéaires, des méthodes assurent la résolution du probléme de maniére exacte. On
distingue dans la programmation linéaire, la programmation linéaire en nombres réels, pour laquelle
les variables des équations sont dans RT et la programmation en nombres entiers, pour laquelle les
variables sont dans N. Bien entendu, il est possible d’avoir les deux en méme temps. Cependant, la
résolution d’un probléme avec des variables entiéres est nettement plus compliquée qu'un probléme en
nombres réels.

Une des méthodes les plus connues pour résoudre des programines linéaires en nombre réels est la
méthode du Simplexe. En théorie, elle a une complexité non polynomiale et est donc supposée peu
efficace. Cependant, en pratique, il s’avére au contraire qu’il s’agit d’'une bonne méthode.

De plus, de nombreux logiciels intégrant cette méthode existent. Certains sont utilisés via une inter-
face graphique alors que d’autres permettent une communication par fichiers ce qui autorise 'utilisation
du programme de maniére cachée dans le développement d’un autre logiciel.



Chapitre 1

Introduction a la programmation linéaire

1.1 Introduction

Le développement technologique, soumet I’homme aux contraintes d’un systéme de relation éco-
nomique de plus en plus complexe. On constate qu’il y a de plus en plus d’éléments nouveaux qui
doivent étre pris en compte lors des prises de décision concernant une action donnée (organisation
d’une production, un réseau de transport,..., etc. ) et que ces prises de décision deviennent 1’objet
de véritables recherches qui ne peuvent étre menées sans l'aide d’outils mathématiques. C’est ainsi
que s’est développé un domaine des mathématiques basé sur 'activité de décision, appelé recherche
opérationnelle.

Les premiers problémes, qui marquent le début de la recherche opérationnelle ont été posés pendant
la seconde guerre mondiale. A cette époque ’homme était préoccupé par I'organisation des opérations
militaires et surtout aériennes (nombre d’avions, la formulation & adapter, la fréquence des vols pour
avoir un maximum d’efficacité,... etc).

Par la suite, les méthodes de recherche opérationnelle se sont de plus en plus appliquées aux problémes
économiques et commerciaux. Elles se sont imposées auprés des dirigeants des grands organismes éco-
nomiques et industriels comme les seuls outils permettant de prévenir aussi objectivement que possible
les conséquences de leurs actions.

Une des parties essentielle de la recherche opérationnelle est la programmation linéaire, qui maximise
ou minimise la fonction linéaire soumise & des contraintes linéaires.

Le terme programmation linéaire a été introduit, en méme temps que la méthode du simplexe. La
programmation linéaire a été introduite par le russe Kantorovitch et la premiére résolution a été faite
par 'américain G.B.Dantzig en 1951.

1.2 Exemples de problémes de programmation linéaire

Avant de donner le modéle mathématique général du probléme de la programmation linéaire, nous
présentons deux exemples concrets et particuliers.

Probléme de production
Une unité de production de parpains fabrique quatre types de produit : Les parpains de dimensions
respectivement 10 cm (noté Pp), 15 cm (noté Pz), 20 cm (noté P3) et lourdi (noté Py). Pour la
fabrication de ces produits, on utilise quatre matiéres premiéres, le sable (M), le gravier (Ms), le
ciment (M3) et Peau (My), disponibles en quantité respectivement de 5000, 3000 et 2000 unités. L’eau
est disponible en quantité illimitée. Le plan de production de l'unité est donné dans le tableau ci-
dessous :
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Matiéres Promiores Produits P | P, | P3| Py | Quantités matiéres premiéres disponibles
My 2 3|56 5000
Moy 1 2 13| 3 3000
M3 0.8 1 1] 2| 3 2000
My 1 11212 /
Le tableau signifie que pour fabriquer un parpains de 10cm, il faut 2 unités de M7, 1 unité de Mo,

0.8 unité de M3 et 1 unité de My, et de la méme maniére pour P»,P5 et Py.
Les parpains sont vendus respectivement & raison de 6,7,9 et 10 DA D'unité.
Le probléme pour la direction de 'unité est de trouver le nombre maximal de produit Py, P> , Ps et
Py A fabriquer pour avoir un bénéfice maximal, tout en respectant les contraintes de Iunité.
Désignons par x1, x2, =3, x4 les quantités de produits Py, P, P3, P4. Ces quantités doivent vérifier
les conditions suivantes :

— Les quantités utilisées en matiéres premiéres ne doivent pas dépasser les quantités disponibles :

2x1 + 3z + dxs + 624 < 5000,
1 + 229 + 323 + 33 < 3000, (1.1)
0.8x1 + x2 + 223 4+ 34 < 2000,

— Les quantités & produire sont toutes positives ou nulles :
> 0,j =14 (1.2)

Comme ’eau est disponible en quantité illimitée, donc on n’a aucune contrainte sur la matiére premiére
My. Le chef de production de 'unité choisira le programme réalisable qui donnera le maximum de la
fonction bénéfice Z :

Z(x1,x2, 23, 24) = 621 + Tx2 + 923 + 1024 — Max (1.3)

La fonction béneéfice (2.1) appelée aussi fonction objective ou fonction but, représente le bénéfice
que va réaliser I'unité. En résumé le chef de production aura pour objectif, de trouver la solution
optimale du probléme de programmation linéaire suivant :

Z(z1,22,23,24) = 621 + Tx2 + 923 + 1024 — Max

2x1 + 3x2 4 bz + 624 < 5000,

1 + 222 + 3z3 + 33z < 3000, (1.4)
0.8z1 + 29 + 223 + 34 < 2000,

z;>0,j=14

Fertilisation d’un terrain agricole

Un agriculture peut utiliser 2 types d’engrais x1 et xo, pour fertiliser ses terres : il sait que celles-ci
requiérent, par hectare et par an, au moins 60kg de potasse, 120kg de calcium et 90kg de nitrates. les
deux types d’engrais cotitent le méme prix au poids :

Pour une unité de x1, il faut avoir : 1kg de potasse, 3kg de calcium et 3kg de nitrates;

Pour une unité xo, il faut avoir :2kg de potasse, 2kg de calcium et 1kg de nitrates.

Comment Dagriculture peut-il fertiliser ses cultures au moindre cott? Il s’agit d’un probléme & 2
inconnues x1 et w9 (nombres positifs), représentant les quantités d’engrais de types x1 et z2 & acheter
par hectare et par an.

Les contraintes imposées sur la fertilisation d’un hectare peuvent s’écrire comme suit :

x1 + 2x9 > 60,
3x1 4 229 > 120 (1.5)
3x1 + x2 > 90.

Le probléme consiste a trouver z; et xg de fagon & minimiser x; + 5 (le cott étant proportionnel a la
quantité d’engrais achetée par hectare et par an) , c’est a dire

7 =1+ x93 — min (1.6)
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Interprétation géométrique et résolution
graphique d’un probléme de
programmation linéaire

2.1 Définitions essentielles

Définition 2.1 Un ensemble M C R™ est convere si Va,b € M , aa+ (1 —a)b € M , pour tout,
a € 0,1].

Ou encore :

M est convexe si et seulement si le segment reliant tout couple de points de M est inclu dans M.

¥ e
¢ . \\\
// X %)\
m< 0 /,”,f::\Q\
L N
X

Exemple 2.1 — Les graphes 1 et 2 sont des ensembles convexes.
— Le graphe 3 de la figure ¢i-dessus est un ensemble non conveze, car le segment a et b n’appartient
pas & M.

Propriété 2.1 Soit M € R" et D C R" , deux ensembles convezes alors :
M+D={xeR"/Jx=c+d,ce M,d e D} est un ensemble conveze.

Preuve 2.1 Soit vy € (M + D)= 3c1 € M,dy € D/z1 =c1+d;;
Soit xo € (M 4+ D) = Jeg € M,dy € D/x9 = co + da;
et soit

x = ari+ (1—a)re =alcr+d1) + (1 —a)(ea+ do)
acy +ady + (1 —a)ea + (1 — a)ds
= acp+ (1 —a)ea+ads + (1 — a)ds
eM eD
=z € (M+D)
= M + Dest conveze.
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Propriété 2.2 Soit My, My, Ms,..., M, des ensembles converes C R" alors M = ﬂleMi est un
ensemble conveze.

Preuve 2.2 Soienta etbe M = aetbe M;, Vi=1,p,
= Va€l0,1], aa+ (1 —a)be M, ¥V lindice i car M; est conveze
= aa+ (1 —a)be M.

Définition 2.2 On appelle combinaison linéaire convexe de n— vecteurs x1, o, ..., xn, € R,
< . n
a1 + @ex2 + oo + ATy, oG o; >0, i=1,n, ) e i = 1.

Définition 2.3 Soit A C R"(A # (), on appelle enveloppe convexe de A, le plus petit ensemble conveze
contenant A, noté M(A), (A C M(A)), on lappelle cov(A).

Définition 2.4 Soit a = {a1,az,...,an} € R" et B € R alors l'ensemble H = {x € R"/ax = [} est un
Hyper plan de R™.

Exemple 2.2 Dans R?, H = {(z1,72) € R?/(a1,as) ;:1:;
2

= 8 = ai1x1 + asxe = B} est un Hyper

plan de R?, qui est une droite.
Propriété 2.3 Un Hyper plan est un ensemble convexe.

Preuve 2.3 Soit x et y € H et soit o € [0, 1],
{ a1x1 + asxo + ... + anxy, = B,
a1y1 + a2y + ... + anyn = B,
= ai(az; + (1 — )y1) + az2(azs + (1 — @)y2 + ... + ap(azy, + (1 — a)yy)
saf+(1—-a)f=p
=alax+ (1 —a)y) =70
ar+(1—a)ye H
= H est conveze.

Définition 2.5 Soit o = {a1, 2, .....,a,} € R™ et 5 € R on appelle :
Demi-espace positif fermé, l'ensemble Hy = {z € R"/ax > [},
Demi-espace négatif fermé, Uensemble H_ = {x € R"/ax < [},
Demi-espace positif ouvert, U'ensemble H} = {z € R"/az > 8},
Demi-espace négatif ouvert, l’ensemble H® = {x € R"/az < B}

Définition 2.6 [intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermé de R™ est appelé polytope convexe
Définition 2.7 On appelle polyédre, un polytope convexe borné (c’est un compact convexe de R™)
Remarque 2.1 Un ensemble est dit compact, s’il est fermé et borné.

Exemple 2.3 1. Compacts convere dans R?,

— Le triangle,
— Le cercle,

2. Compact conveze dans R3,
— La sphére,
max Z = dx

Remarque 2.2 soit le programme linéaire suivant : (P.L) Ax >b
x > 0.
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ai
a2
Avec . les vecteurs lignes de A.
Qm
I bl
xTo b2
c=(c1,¢2,...,0n) € R, x = _ € R b= . € R™.
Ty, bm
a;x > by
‘ agr 2 by . : .
Les contraintes . du (P.L), définissent un polytope connezxe et chaque contrainte définit
amx > by,

un demi-espace fermé.
Définition 2.8 Soient un ensemble convere de R™ et xg un élément de M.
xo est appelé point extréme de M s’il n'existe pas deux points x1 et xo € M tels que : o = axy+ (1 —

a)xe, Ya €] 0,1].

Exemple 2.4 i) a, b, ¢ et d sont des points extrémes. a, b, ¢ et d sont des points extrémes.

a b
a b
0£ “d’“
ii)
a

iii) a est un point extréme, et le nombre de points extrémes d’un cercle n’est pas dénombrable.

2.1.1 Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d’'une matrice A et d’un vecteur X , aprés les avoir partitionnées, on
dit alors qu’on a effectué le produit par bloc.
En effet :
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Si A=[A1|4z], X = [ % } alors on aura AX = [A;|A] [ % ] = A1 X1 + A, X,.
2 2

. . . . A A
On peut aussi partitionner A de la maniére suivante : A = ( 1 12 > , X = [

Ag1 Ag
AnXi+ApXe=b

et équation Ax = b devient :
d { A1 X1 + A Xy = by

Remarque 2.3 On peut partitionner une matrice d’une fagon arbitraire.

Par exemple, si A= A(I,J) est une matrice d’ordre m x n et que Jp et Jyg sont deuxr sous ensemble

quelconque de J, tels que J = JpU Jm,

[Ap|AH], ou

. Effectuons par

JeNJg = 0, on peut alors partitionner A de la maniére suivante : A
Ap=A(I,Jg), Ag = A(I,Jg), et X = X (J) = [g] ot Xp = X (Jg), X = X (Ji)
De la :
AX = a1x1—i—agxg—i--"—&-ajxj—i—‘--—l—anxn:Zajacj
Jj€J
= Z a;x; + Z ;T
Jj€JB Jj€Ju
= A(l,Jp) X (Jp) + A, Ju) X (Ju)
= ApXp+AuXy
-5
2 -1 2 -3 0 L
Exemple 2.5 Soit A=A(I,J) = X=X(J)= 0
-1 2 4 0 1 3
-2

blocs le produit AX avec la partition suivanite :

J=JpUJyg,JJp ={2,5}, Jg = {1,3,4}.

On a
-1 0
ap=awam =5 ).
2 2 -3
1
XB—X(JB)—<_2>et
-5
Xy =X{Jg) 0
3
.D’ou :

AX = AgpXp+ ApgXpy
_(1 0><1>+<2 23> _05
—\ 2 1 -2 ~-1 4 0
3
-1 —-19
(% )+ (%)
~( —20
— 5 ,
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2.2 Caractérisation des points extrémes

Considérons un probléme canonique de programmation linéaire :
Z = cx — max
Az =1b (P)
x > 0.
Deésignons par M = {z € R"/Ax = b,x > 0} I'ensemble des solutions admissibles du probléme (P).

Théoréme 1 L’ensemble M est conveze fermé.

Preuve 2.4 — Montrons que M est convexe :
Soient x1 et xadeuz points de M et « € R,0 < o < 1. Soit x = ax1 + (1 — a)xe et montrons
que x € M ; c’est-a -dire vérifions si x est admissible : Ax = A(ax1 + (1 — a)ze) = aAzy +
(1-a)Azg =ab+ (1 —a)b=0b, et x = ax1 + (1 —a)xe >0, donc x € M, c’est ¢ dire M est

conveze.
— Montrons que M est fermé :
Soient zp, k = 1,2,..... une suite arbitraire de points de M convergeant vers x (lim xp =

k—o00
x).Comme xp, € M, donc Az = b et par conséquent klim Az = Ax = b, donc x € M, ce qui
— 00

veut dire que M est fermé.

Théoréme 2 Soit x = (x1, xa, ...... , Tn) un point extréme, alors les vecteurs colonnes de A correspon-
dants auz composantes positives de x sont linéairement indépendants.

Preuve 2.5 Soit © un point extréme et supposons que les k premiéres composantes sont positives,
c’est-a -dire,

x s’écrit de la maniére suivante x = (x1, X, ...... , Tk, 0, ...y 0). Comme x est admissible, de l’équation
Az = b, on oblient :

n k
E a;T; = E a;T; = a1x1 + a2x2 + ... + apxp = b, (2.1)
Jj=1 Jj=1
ol a; sont les colonnes de A.
Supposons que les vecteurs colonnes ay,as, ....., a; sont linéairement dépendants, c’est-a-dire il existe
des scalaires aq, ag, ...... , a non tous nuls tels que :
a1al] + agas + ....... + arap = 0. (2.2)

On multiplie I’équation (2.2) par e(nombre arbitraire réel) on obtient :
eaal + eagan + ....... + eagar = 0. (2.3)
On additionne les deux équations (2.1) et (2.3) on obtient :

ar(z1 +eaq) + ...... + ap(x + cay) = b. (2.4)

ar(x1 —eaq) + ... +ag(zk —eag) =b (2.5)
Des équations (2.4) et (2.5), on conclut que les vecteurs X1 = (x1 + €aq, ...... , g + eay, 0, .....,0) et
Xo = (21 —eaq,...... , T — €, 0, ....., 0) vérifient la contrainte essentielle et pour e suffisamment petit,

ils vérifient la contrainte de positivité donc ils sont admissibles. De 14 en les additionnant et en les
divisant par 2, on obtient : x = % , ce qui dit que x n’est pas un point extréme et ceci contredit
I’hypothése que x est un point extréme.
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Théoréme 3 Si le systéme de vecteur ay,ag, ....., an (les colonnes de A) posséde m-vecteurs linéaire-
ment indépendants (par exemple a1,as9, .....,am ) alors le vecteur © = (21,22, ..., Ty, 0, ..., 0) est un
point extréme de ’ensemble des solutions réalisables.

Preuve 2.6 Soient aq,ao, ....., a,, m-vecteurs linéairement indépendants de la matrice A, donc le vec-
teur b s’écrit de maniére unique :a1x1 + asTo + ..... + amTmy, = b.

Supposons que x n’est pas un point extréme, c’est-a -dire ils existent deux points de M, x1 el o
(x1 # x2) tels que :

_ _ < _ (11 1.1 1 _
T o= AMxy + Aowo, A > 0,h2 > 0,A1 + A = 1, 06 21 = (@], T3, 00y Tppy Ty g oo T) €L T2 =
2 .2 2 .2 2
(7,25, ey Ty Tt gy ooy Tt

Comme x1 et xo sont positifs donc de © = A1x1 + Aoxo on obtient que x1 et xo s’écrivent sous la forme
suivante :
2 2

ry = (w2, .. 2k 0,...,0) , 20 = (22,23,....,22,,0,....,0). 21 et x2 sont admissibles, donc Az = b

et Azo = b. De la on obtient :

alm} + agm% + ...+ amxrln = b, alx% + agx% + ...+ ama:%1 = b, Par conséquent :
ar(xl — 23) + as(zd — 23) + ... + am(xl, — 22,) = 0, et comme les a;,i = 1,....,m sont linéairement
indépendants donc x1 — 23 = 0,21 — 23 = 0, L — 22 =0, et finalement x1 = z2 contradiction

avec x1 # T3, c¢’est & dire x est un point extréme.

Conséquence 1

Le nombre de points extrémes est fini ceci découle le faite que le nombre de colonne de A est fini.

Théoréme 4 Sila fonctionnelle atieint son mazimum sur un point quelconque xo de M, alors ce point
est extréme.

St ce mazimum est atteint en plusieurs points alors le mazimum est atteint sur une combinaison linéaire
de ces points.

Preuve 2.7 1. Soient x1,x9, ...... T des points extrémes de M et 20 Uoptimum(mazimum,).
) ) )
Supposons que x° n’est pas extréme, donc il s’écrit comme combinaison linéaire des points extrémes :

0_ \m m _ C_
€T _Zizl kimi, Zi:l ki— l,ki ZO,Z—L ..... ,m.
Comme z° est un mazimum donc a2 > dz, V. est linéaire signifie que mokix;) =

) g q =1

m

>ic kif (@)

Désignons par x, le point extréme pour lequel 'z, = maxcdz;,i = 1,m, c’est a dire dz; < 'z, pour
g p p p q ) y 1T, p
s ’4 s . A0 mo e m Al A m N

tout i =1 = 1,m donc on a l’égalité suivante : 'a” = > " lkix; <D0 kidae, =, Y0 ki = .

Comme 20 > 'z, Ya , donc on a une contradiction pour x = x, = x° est un point extréme.

1. Supposons que le mazrimum est atteint aux points extrémes xq,..... rset soit x, =
pp q p ) )
Yo wiki,y i ki = 1,k; > 0, une combinaison linéaire de ces points. De la  pour x, la fonc-
tionnelle est égale a :

f(zs) =Ccze = Zc’wiki.
i=1

Comme le maximum est atteint aux points extrémes z1, ....., x5 alors dx; = 20,3 = 1,m, d’ou f (z,) =
dr, = ad Soi ki = 20,

Conséquence 2

L’une des propriétés, les plus importantes des problémes de programmation linéaire est que le maximum
(respectivement le minimum) d’une fonction linéaire est atteint toujours sur un ou plusieurs points
extrémes.

2.3 Reésolution graphique

Z =cdr— max
Considérons le probléme de programmation linéaire suivant : Ax =1 Ou A est une
x> 0.
matrice d’ordre m x n,x € R", c¢e€R", beR™.
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Si le nombre de variables n est supérieur d’une unité ou de deux unités par rapport aux nombres m
des équations, la résolution d’un tel probléme peut se faire simplement géométriquement.

Si n—m =1, on fixe une variable, par exemple x; et on calcule les autres (z9, z3, ....., ,,) variables en
fonction de x1 dans les équations Ax = b;x9 = 3 = ... = T,

On remplace ces variables par leurs valeurs dans la fonctionnelle et on obtient une fonction d’une seule
variable. De 13 | la fonctionnelle devient

Z =c1x1+cxa+ ... + cpxy = @121 + B, qui est une fonction d’une seule variable, dont le maximum
sera trouvé en fonction du signe de x1 et des bornes de x;.

Sin—m =2, on fixe deux variables et on calcule dans le systéme Az = b, les autres en fonction des
deux variables. En suite on trace dans un plan toutes les droites ainsi obtenues.

Exemple 2.6
Z =z +2xy — T3 — max
Ty +T9+x3=10
20 — 29 + x5 =20
z; > 0,7=1,3.

Icin =3,m = 2,n—m = 1, donc on fixe par exemple x,et on calcule les autres en fonction de
3
- _3 1 .
1t { 3 12$1+ g donc Z = x; + 22y — 23 = :1:1+:r:1710+%x1715 = %:E1725 On sait
ZL‘Q — 5271 - 5,
que z; > 0,1,3, c’est a dire, —%a:l + 15 > 0, %xl —52>0etzy >0,dela z; <10, 2y > 0 et

finalement 0 < z; < 10, donc le maxZ = JJmax (%5'31 — 25) est atteint pour #; = 10. En suite on
<@1<

trouve x, = 74 = Oet Z° = 10.

Z =2z + 19 — max
1 +x2 <5
Exemple 2.7 -2z +x9 <4
20, —4xy < 4
x> 0,29 > 0.

La partie du plan dont les coordonnées respectent les contraintes est le polygone OABCD, c’est
I’ensemble des solutions réalisable.

La droite (A7) est la frontiére correspondant a la premiére contrainte , la droite (As) correspond
a la deuxiéme contrainte et la droite (As) correspond a la troisiéme contrainte .

La fonction objective Z est représentée par l’équation 2z, + xz2 = 29(Agz,) Pour 2, = 2 on aura
Si Ton déplace la droite (A Zo) dans le sens de la fléche, qui est le sens de croissance du bénéfice,
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Poptimum sera atteint au point extréme C' = Aj [ Az = (4,1).
D’oi1 la solution optimale z° = (4,1) avec Z° = 9.



Chapitre 3

Algorihme du Simplexe

3.1 Introduction

Soit le probléme canonique de programmation linéaire suivant :

&y + ey + - - - + ¢, x, — max (3.1)
( (LHZL‘I-I— a12$2+ e +a1jx]+ e +a17’bxn = bl
Ug1 T+ Aot -+ Fagw;t o +ag,x, = by
' ' (3.2)
T+ ATyt e FaTit e Fa,T, = b
U1 T+ QT+ - +a’mjxj+ T ATy = bm
x; > 0,29 >0, ,z, >0 (3.3)
Ici on suppose by, by, - ,b,, > 0,rangA =m < n.

Si’un des b; est négatif, on multiplie I’équation par —1 pour avoir un b; positif. Le probléme (3.1)-(3.3)
peut étre écrit sous sa forme matricielle :

dr — max
Az =10 (3.4)
x>0,

o A = A(I, J)-est la matrice des conditions, aj = A (I, j)-les colonnes de A, (J) = ¢' (J)-le vecteur
des cofits, b = b(I)-le vecteur des contraintes, x = z(J) = (x;, j € J)-le vecteur des paramétres,
I={1,2,--- ,m},J={1,2,--- ,n}-les ensembles d’indices des lignes et des colonnes de la matrice A.

3.2 Solution de base

Définition 3.1 Tout vecteur x de R™ vérifiant les contraintes (3.2) et (3.3) est appelé solution réali-
sable (admissible ) du probléme (3.1)-(3.3).

Définition 3.2 Une solution réalisable 20 est optimale si ¢z = max(c'z), ot = est une solution

réalisable.

Définition 3.3 Une solution admissible x est dite de base si (n —m) de ses composantes sont nulles,
et auz autres T, xj,, - ,xj, , correspondent m vecteurs (colonne de A) aj ,aj,,--- ,a;, de la matrice
de condition linéairement indépendants.
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L’ensemble Jp = {j1,J2, - ,jm} est appelé ensemble des indices de base; Jy = J\Jp ensemble des
wndices hors base.

Autrement

Une solution réalisable x = x (J) est solution de base si vy = z(Jg) = 0, det Ap # 0, ou Ap =
A(I, JB).

La matrice Ap est appelé matrice de base , xj, j € Jp-les composantes de base; xj, j € Jy- les
composantes hors base.

Définition 3.4 Une solution de base x est dite non-dégénérée si x; > 0, j € Jp.

Conséquence
On sait que le nombre de solutions de base d’un tel probléme peut atteindre C)".

Exemple 3.1 Soit le systéme :
T1+2x9—3x3+134 =7
201 — Txg+ x4 = 9.

-3 1
-7 1
la forme : © = (0,0,23,24) et det Ap = 4 # 0 = le systéme Apxrp = b admet une solution unique de

base qui sera : x = (0,0, —%, %) .

La solution basique lie o la base Ap = A(I,Jp) = (a3, a4) = < >, avec Jp = {3,4}, est de

3.3 Formule d’accroissement de la fonction objective

Soit * = (x,%9,....,x,) une solution réalisable de base avec la matrice de base Ap =
A(l,Jg), Ju=J/JB.
Effectuons la partition suivante : A = [Ap|Ay], Ag = A(I,Jy), = [m—B] , xp = x(JB),xyg =

Ty
z(Jg), ¢ = [g—i] ,cg=c(JB), cg =c(Ju).

Considérons une autre solution réalisable quelconque T = = + Ax.
L’accroissement de la fonction objective Z est donc égale & :

AZ =7 (z)—Z(z) =T — o= Ax. (3.5)

Comme z et T sont réalisables alors : AT = Az =b= A(T —z) = AAz =0.
Soit Ax = [A‘”B] , dott AAx = ApAxp + AgAzyg =0 = Axg = —AglAHAxH et en vertu de la

Axgr
relation (3.5) on obtient : AZ = dgAxp + dyAzy = (—AélAHAl‘H> + dyAxy
= AZ = — (dgAz' A — ¢yy) Azy.
Construisons le m-vecteur appelé vecteur des potentiels y = y(I) :

Y = AR (3.6)

Remarque 3.1 Ay = A/ (Jp) =0 par construction.
En utilisant (3.6) et (3.7), Uaccroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

AZ = -NyAzg = - ) AjAz; (3.8)
Jj€Ju

Commex; >0, Vjetx;=0, Vje€Jg, doncwj=2x;+Azx;=Ax; >0,5¢€ Jy.

En utilisant cette derniére inégalité et la relation (3.8) on déduit le critére d’optimalité.
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3.4 Critére d’optimalité

Théoréme 5 Soit {x, Ag}une solution réalisable de base de départ, l'inégalité vectorielle Ay =
A (Jg) > 00 est suffisante pour optimalité de la solution de base x. Elle est aussi nécessaire lorsque
x est non dégénérée.

Preuve 3.1 Condition suffisante :

Soit x une solution de base, telle que Ay = A(Jy) > 0, considérons une autre solution réalisable
quelcongue T = x + Ax.

Comme T = x+ Ax > 0, donc Ty = xyg + Axyg > 0 et x est de base, c’est ¢ dire, xg = 0 donc
Az (Jg) > 0 et en utilisant Uhypothése A (Ji) > 0 on obtient linégalité suivante : AZ = T — 'z =
—AyAzy <0 = dT < dz,YT solution réalisable, et ceci montre que = est une solution optimale du
probléme.

Condition nécessaire :

Faisons la preuve par absurde.

Soit {x, Ag} une solution optimale non dégénérée, et supposons que l'inégalité A > 0 n’est pas vérifié,
c’est a dire, 3jo € Ju, tel que Ajy < 0.

Construisons un autre vecteur T = x + Ax, ot Ax est l'accroissement de x.

Il faut trouver Ax de telle sorte que T soit admissible : AT = b, T > 0.

Pour cela posons :
Axj = { 0,5 € Ju/jo,

0. =i avec 0 > 0, et de 'admissibilité de T (AT = b), on calcule :
Y = 07

Ay = A2 (Jp) = -AR'AyAzy,
= —QAélajo,

Vérifions 'admissibilité de T par rapport ¢ la contrainte directe (T > 0) : Ty = oy + Axpg,ici Ty >0
car 0 > 0 et Axy = 0 partout sauf pour j = jo.

Ip =B — 9A§1aj0, ici on sait que xp > 0 (x non dégénérée).

Donc pour 0 suffisamment petit Tg > 0. De la T est une solution réalisable.

En utilisant l'accroissement de la fonctionnelle : Z (z) — Z (z) = Az = —0A,, > 0 on obtiendra
dxT > dx et ceci contredit optimalité de x.

Remarque 3.2 Si les composantes du vecteur Aglajo sont non positives, alors le probléme de départ
posséde une solution infinie.

En effet, en construisant T admissible, il faut avoir Tp = xp — HAE;lajO.

Comme xp > 0 et si Aﬁlajo <0, alors Tp est positif ou nul V0.

Dela on prend un 0 infini et T est toujours une solution admissible et Z (T) = v+ Az = dx—0A;, —
00, § —

3.5 Itération de l'algorithme du simplexe

Soit {x, Ap} une solution réalisable de base de départ et supposons que le critére d’optimalité n’est
pas vérifié, c’est & dire 'inégalité A; > 0,5 € Jg , n’est pas vérifice.

Choisissons un indice jo € Jg/Aj, = N min A
j=<0,5€J

L’un des buts de l'itération est de faire rentrer cet indice jo dans la base (autrement dit la colonne aj,
va rentrer dans la base).

Donc il faut trouver un indice j; € Jp, qui sortira de la base (& cet indice correspond la colonne
aj, € AB)-

L’itération consiste & passer de la solution de base {z, Ag}a la solution {z,Ag} et tel que Z (z) >
Z (z).

La nouvelle solution de base T sera trouvé de la maniére suivante : ¥ = x + 64, ou £ est la direction du
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changement et 6 le pas le long de cette direction. Construisons la direction ¢de la maniére suivante :
Sur Jy, posons :

= 0,5 € Ju\Jjo,
17j = jO-
Sur Jp : T doit étre réalisable, donc elle doit vérifier AT = b et comme Ax = b donc AL = 0, cest
a dire A¢ = 0.
Cette derniére relation implique que :

Aplp + Aply =0= (g =L (Jp) = —Az' Auly.

De 1A Tg=xg+0lg=00g >0etTp=xp+0ip =T =x; — QAElajO.

Si les composantes du vecteur Aglajo < 0, alors 7; > 0,V8 > 0, donc on peut prendre 6 = oo et on
aura une solution infinie.

Si parmi les composantes du vecteur Aglajo, ils existent celles qui sont négatives, donc en augmentant
0 certaines composantes de Tp seront négatives.

Pour avoir Zp > 0, il faut prendre un pas maximal 6° :

0" = min 0; = mm{]/xjoj ~0,5€ JB} =0,
J€JB Ljog

La nouvelle base sera :

Jp = (JB\jo) U1 et Ap = (AB\ajO> Uaj,-

3.6 Algorithme du Simplexe

Algorithm 1 : Algorithme du Simplexe

§So0it {z, Ap} une solution réalisable
tCalculer y' = g A5' et A; = y'a; —¢j, j € Jn.
b A]’ >0, j€Jy

-Si c’est oui,

STOP, z est une solution optimale.
-Sinon,

b3 jo € Ju/Ajo < 0et Aglaj, <0

-Si oui,

Stop, Le maximum de la fonction objective est atteint a l'infini

Sinon,

jo/Ajo = minAjo et j0/90 =60= min{%;j/xjoj >~ 0,5 € JB}

Caleuler 7 = %(J)(Z(Jg), %(Ju)), Z(Jp) = x(Jp) — 0AZ ajo.

Tj = 0, 7€ Jygaxo, Tjo0 = 6°.

Poser Jp i(JBael) Ujo, Jg= (JH%()) Uji, Ap= A([, JB)
d’ou {7, Ap} la nouvelle solution réalisable de base.

3.7 Tableau du simplexe

Les différents calculs qu’on aura & effectuer dans les différentes étapes de résolution seront disposés
dans le tableau suivant :
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c ¢ Cy 3 AR e Con1 | oo € | -]

Cp Base b a, ay as a,, TS P I O 0;

Cl al bl = ]. O 0 e O xl,erl PR :131] . xln 01
T
x2

C3 a3 b3 - O O 1 ... 0 $3,m+1 e l‘g] P SU3n 03
L3

Cm a,, bm =10 0 0 ... 1 TypmAle - | Tl - -o| Tmn 0.

Z = C/B.IB Aj A1:O AQZO A3:O e Am:() Am+1 e Aj RPN Am

Les m-vecteurs de la base ne sont pas forcement les premiers.

Exemple 3.2 Nous allons résoudre le probléme de programmation linéaire suivant, par la méthode du
simplexe :
Z = 2x1 + 19 — max,
1+ a9 +a3=4
—2x1+3r2+ x4 =5
261 — 32+ 25 =6
zj>0,j=1,5.
OnaJ=1{1,2,3,4,5}et Jp = {3,4,5},Jug = {1,2} avec Ap = I3, donc la solution réalisable de base
est x = (0,0,4,5,6), dressons alors le premier tableau du simpleze :

c 2 1 0 0 0
Cp Base | b al as as a4 as 0;
0 as 4 1 1 1 0 0 4 L1
0 a, |5 -2 |3 0 1 0 / L3
0 as 6 2 -3 0 0 1 8 Ly — vecteur
sortant
Z=0 Aj -2 -1 0 0 0
Tvecteur
rentrant

On remarque que A; > 0,Vj € Jg, n'est pas vérifié , donc la solution réalisable de base initiale n’est

pas optimale, on doit alors changer la base de la maniére suivante : m}n Aj = Ay = 2,donc jo = 1, de
JeJH

la le vecteur ai va rentrer dans la nouvelle base, pour déterminer le vecteur qui va sortir, on calcule

les gj,j eJp:

03 = % =4,05 = g =3. D'ou 0, = ]Hel}]r; 0; = 05 = 3, de la , le vecteur a5 as va sortir de la base.

Donc la nouvelle base est Jg = {3,4,1}, Jg = {5,2}, Pour déterminer la nouvelle solution T, dressons

le 2¢™¢ tableau du simpleze :

c 2 1 0 0 0
cRB Base | b al as as aq as y
0 a3 1 0 5k |1 0 s | 2/5 | =L $=L1-1kL}
0 a |11 |0 |0 |0 |1 |1 |/ [13=1}+I}
2 as 3 1 3k |0 0 1h |/ L 5=3L j
7Z =6 A; |0 -4 0 0 1
i

La nouvelle solution de base est done @ = (3,0,1,11,0) de plus elle n’est pas optimale, car Ay = —4 < 0.
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On doit alors changer la base une autre fois :

min Zj = A, = —4,donc le vecteur ay va rentrer dans la base.

j€Ju

Comme 0, = min 0, = 03, donc le vecteur ag sortira de la base.
Jj€JB

D’oti, on obtient :Jp = {2,4,1} ,?H = {5,3}, pour déterminer la nouvelle solution T, dressons le 3¢
tableau du simpleze :

c 2 1 0 0 0

Cp Base | b m ao as a4 as 93‘

1 a, 2/5 |0 1 2/5 |0 2/5 —L 1=3L 1

0 a, 11 |0 0 0 1 1 L 3=1L 3

2 as 18 /5 | 1 0 3/5 |0 /s L 3= L 3+3
L 2

— — 1

zZ =% A |0 0 0 0

La nouvelle solution de base est donc x=

—[CI00

18/5, 2/5, 0,11, 0), comme ZJ’ > 0, VjE?H, Valgorithme

38

s’arréte et la solution obtenue est optimale, avec 7 - E

Remarque 3.3 L3 par exemple, désigne la 26me ligne du 3°™¢ tableau.



