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Introduction

* Formulation générale des problemes d’optimisation non linéaire:
La forme générale d’un probleme d’optimisation est la suivante :

‘Min f(X)
xern

(PC) - sujeta:
g(x) <0
h(x) =0

ou les fonctions f, g et h sont typiquement non-linéaires.

* Lobjet de ce cours est la présentation de techniques permettant de
résoudre le probleme (PC), ainsi que des problemes ou soit un seul des
deux types de contraintes est présent, soit des problemes n’y a pas de
contraintes du tout. Nous noterons ces types de problemes ainsi :

— (PC) probleme général, avec contraintes d’inégalité et d’égalité,
— (PCE) probleme avec contraintes d’égalite,

— (PCl) probleme avec contraintes d’inégalité,

— (P) probleme sans contraintes.



Introduction

Un programme non linéaire est similaire a un programme
linéaire, car il est constitué:

— D’une fonction objectif
— Des contraintes et des bornes sur les variables
Toutefois ces équations n‘ont pas a étre linéaires

Elles sont généralement données comme des fonctions
(analytiques)

Il y a de nombreuses applications pratiques de la PNL:
— Probleme d’optimisation en finance

— Probleme d’optimisation en énergie

— Probleme d’optimisation en (pétro) chimie

Un PNL est toutefois beaucoup plus difficile a résoudre qu’un
PL.



Introduction

En I'labsence de convexité (comme pour les PL) les méthodes de
résolution de PNL ne peuvent garantir d’identifier la solution
optimale

Elles font généralement une recherche dans l'espace, basée sur:
— Un point courant

— La valeur de l'objectif a ce point

— La valeur du gradient de la fonction objectif

— La matrice Hessien (dérivée seconde) de la fonction objectif

Ces informations permettent d’identifier un maximum (ou
minimum) local, mais pas de dire s’il est global.

A
f(x) local max % global max
local max




Introduction

 EnPL, s’il existe une solution optimale, alors il existe un point
extréme du polyedre qui est optimal.

* En PNL, 'optimum peut se trouver n’importe ou
— En rouge les lignes de la région réalisables
— En noir des courbes de niveau de la fonction objectif.




Introduction

e Comme on ne peut pas garantir 'obtention d’un
optimum global, le point d’'ou on débute la recherche
joue un role important sur la solution que nous
pouvons trouver.

* En effet la plupart des solveurs non linéaires font une
recherche locale

— A partir d’'une solution de départ ou solution courante
— On détermine la meilleure direction (avec le gradient)
— On fait un « pas » dans cette direction

e Une des solutions est de redémarrer le solveur
régulierement a partir de points différents.



Définitions
» On cherche a résoudre

min {f(z) : z € 0}

avec [ :R" — R différentiable et (2 C RB".

» Un point realisable =* € 0 est un minimum global de la
fonction f sur le domaine {2 si

f(z*) < f(x) pout tout = € Q0 .

» Un point réalisable =* € £ est un minimum local de f sur 2
s'il existe £ = (0 tel que

fl(x®) < f(x) pout tout = € N B.(x™)

avec B (z*) ={z e R": ||z — z*|| < £}.



Définitions
Définition I;

I.2.1 Ensemble convexe

DCR® est convexe

581 X =cu+({l—ahWwes2 Yu,rv=L2 et {I'E[D,'l]

Execmples:
Ensembles convexes €2

Y
=
-
L

Ensembles non convexes

X



Définitions

Définition IT
[ QQ—=R QCR" convexessi

Vx,y e Q Vo E[ﬂ,l]
flax + Ga)y) = ar@)sb-a)s()
Jix)

S

a fix) + (I-a) fiy) F--————"~g——

flex + (1-c) yv)

%
v ax+(I-a)y LA

£2




Définitions
Dérivées
» Gradientde fenxz e R":
Vf(z) = (f‘ﬂf(ﬂ‘-] af (x) ff"f(I]) cR"

dry  Ors = Oz,

» Dérivée directionnelle de f en = € B™ dans la direction
unitaire d € B" :

fite) = tim LT =IE) _ 79 50).

» Siles dérivées secondes de [ existent et sont continues, alors
la matrice Hessienne en T s'écrit

V() = ( af;ﬂj fr})ij




Définitions

 Exemple:

f =15% +2(X,)* — 3%, (X,)?

VT = [15—3(X3)2 6(X2)2 — 6X1)_(3]




Définitions

Direction de descente

» d € R" est une direction de descente de f en z € R" si

falz) =d"Vf(z) <0

» Pour tout o € R petit, on aura h(a) = f(z + ad) < f(z) et
h'(0) < 0.

» Principe de la line search (recherche linéaire) : Trouver o tel
que h'(a) = 0.



Définitions

Signe d'une matrice

A € R™" symétrique est dite :
» semi-définie positive si y' Ay = 0 pour tout y € R":
» définie positive si y" Ay > 0 pour tout y € R™ # 0;
» semi-définie négative si y' Ay < 0 pour tout y € R™;
» définie négative si y' Ay < 0 pour tout y € R® #£0;

» indefinie sinon.

En pratique, on peut vérifier le signe d'une matrice en examinant
ses valeurs propres ou ses mineurs principaux dominants.



Définitions

Une matrice est “définie positive” si toutes ces
valeurs propres sont positives. (> 0)

Une matrice est “définie negative” si toutes ces
valeurs propres sont negatives. (<0)

Une matrice est “semi-definie positive” si toutes
ces valeurs propres sont positives ou nulles. (= 0)

Une matrice est “semi-definie negative” si toutes
ces valeurs propres sont negatives nulles. (<0)



Définitions

* Matrices définie positive

detfd, b0 k=1

- a, 4,
Aca A - dy 4, Ao
(=) Ay = . = |y dy
n Ay
= " alll ﬂ:::!l

A

A



Définitions

Exemple: Soit la matrice A

2 4 5
A=|-5 -7 -1
1 1 2

Les valeurs propres de A sont:
A, =-3.702 Ay =—2 Ay =2.702

Cette matrice est indéfinie.



Définitions

Exemple 2: soit la matrice A:

2 -1 O
A=-1 2 -1
O -1 2
Les valeurs propres de A sont: -

), =3414  2,=0586 Jy=2

Comme toutes les valeurs propres sont > 0, alors |la matrice
hessienne est définie positive.



Définitions
I1.4.4 Contours d’ une fonction

f:R* =R

m+1

= v = fix) définit une surface dans R

= fix) = ¢ , avec ¢ constant
definissent des courbes de niveau ou des contours de cette suuface

Un contour de niveau ¢ est 1’ ensemble des points S(c) = ‘{g| fix)= -::}

Exemple: La fonction de Rosenbrock

F0)=1000c, —x* )} + (0 —x, ¥ .

= 1 ' 1 1 1 A Y
-2 -1.5 -1 05 i 05 1 1.5 2
Contours de |a fonction de Rosenbrock

Fonction de Rosenbrock



Optimisation non linéaire sans contraintes

* La procédure d’optimisation sur plusieurs variables
fonctionne comme suit:

1. Résoudre le probleme qui consiste a trouver les points
pour lesquels le gradient est nul.

2. Calculer le Hessien de la fonction objectif et I'évaluer
pour chacun des points obtenus en 1.

e Sjla matrice est “définie positive” alors le point est
un minimum local.

e Sila matrice est “définie négative” alors le point est
un maximum local.



Optimisation non linéaire sans contraintes

I- Cas d’une fonction a une seule variable:

min f(x)

XeR

Avec f : R—>R continue et dérivable
* La procédure d’optimisation sur une variables fonctionne comme suit:

1. Résoudre le probleme qui consiste a trouver les points pour lesquels la
dérivée de f s’annule.

2. Calculer |la derivée seconde de la fonction objectif et I'évaluer pour
chacun des points obtenus en 1.

. Si la dérivée seconde est positive alors le point est un minimum
local.

. Si la derivée seconde est négatve alors le point est un maximum
local.



Optimisation non linéaire sans contraintes

1- Méthode de Newton: Lors de la résolution de f'(X) = 0 pour
trouver un maximum ou un minimum, on peut faire utiliser
les itérations suivantes:

WL gk f:'(xk)
f (x“)

* Avec x,donne.
 kestl'itération courante
o |xk*1—xk| <€ ol g est une précision donnée.



Optimisation non linéaire sans contraintes

\

Tangente de f”(x) a xk

xK

f’(X)\

La méthode de Newton approxime f’(x) avec une droite au
point XX et on obtient le point (x¥*1), qui est utilisé pour
approximer la fonction au prochain point. Jusqu’a ce gu’on
rapproche suffisamment de X ™.



Optimisation non linéaire sans contraintes

La méthode de Newton peut étre vue comme une méthode
de recherche de zéro d'une fonction gfx) s1on pose

f(x)=g(x) f(x)=g(x)
g(x,)
g'(x;)

= X =X~

g(x)

| » pente=gi(x,)




Optimisation non linéaire sans contraintes

|| faut s’assurer que
— f (Xk*1) < f (XX) pour trouver un minimum.
— f (Xk*1) > f (XX) pour trouver un maximum.
e Désavantage:
— |l faut calculer les dérivées premieres et secondes

— La solution initiale est importante, si elle est trop
loin de 'optimum |la méthode peut ne pas
converger.



Optimisation non linéaire sans contraintes

Exemple: calculer la racine qui se trouve entre O et 5 de |la
fonction f(x)=x2-1, en prenant x0 égal 4.

hemtion | =)  |xFx**2-1) @ixdx | Emew

4000000000 15E+01 20000 3.0E+0
2125000001  35E+00 42500 11BN
129770412]  68E01 25058 3.0E-01
103416618] 69E0Y 20683 34E0

100056438  LIE0Y 20011 S56E-4
100000016 3

da a2 3




Optimisation non linéaire sans contraintes

* La méthode de la sécante
La dérivée n’est pas touyjours dispomble
== approximation

F(x )= (x)

X — X

Fi(x)=

X, — X
= X, =X . o .f'[:xk)

xR - (%)

Cette meéthode améne la dénvée de fix) a zéro



Optimisation non linéaire sans contraintes

51 f°(x) = gfx) cette meéthode trouve la racine de g(x)
A ~ X

g(x)-g(x)

g(x;)

Xpsl = A

X, X
erz Kp T TR



Optimisation non linéaire sans contraintes

* Exemple: calculer la racine qui se trouve entre O et 5 de |la
fonction f(x)=x2-1, en prenant x, égal 4 et x,=5.

Tteraton (k) sfxlx**2-1| deide | Eoen

5, 2 4E+01 4 OF

i) 4,m 1.5E+01| o000y 3.0E

1 233333333 44E 63333 13E

2 163157805 1.7E 306409 6,3E-01

3 121238038 4 T7E-01| 28440 21ED1

4 104716672 o TE-02| 22508 4.7E-02

5 100443340 2 8O0E-03] 20516 4.4E-03

& 100010183 JO0E-04 20045 1,.0E-04
1_OxDCHONOHO2 3 4 SE-O7

? ool e




Optimisation non linéaire sans contraintes

* La Méthode de regula-falsi:Cette méthode
nécessite deux points x2 & X° qui encadre la
solution de I'équation f (x) = 0.

PSR ACONCErS
£ (xP)— ' (x%)

oU x¢ sera entre x? & x”.

Le prochain intervalle sera défini par x¢ et soit x? ou
x?, celui dont le signe sera différent de x°.



Optimisation non linéaire sans contraintes

* Sif’(x)=g(x), cette méthode calcule la racine de g(x).

 Exemple: calculer laracine qui se trouve entre 0 et 2 de la
fonction f(x)=x2-1, en prenant x, =0 et x,= 2.

X
O

iteration XC Xa

0 0

0.5 0.5

0.8 0.8
0.9285714 | 0.9285714
0.9756098 | 0.9756098
0.9918033 | 0.9918033
0.990859 | 0.990859
0.9996952 | 0.9996952
0.9999984 | 0.9999984

I O NI W[IN|KF
N INININININININIDN




Optimisation non linéaire sans contraintes

f7(x)

La méthode de Regula-Falsi approxime fonction f”(x)
avec une droite et utilise I'interpolation pour trouver
la racine.



Optimisation Non linéaire sans contraintes

lI- Cas d’une fonction a plusieurs variables: soit
fR"—=R feEC

Conditions necessaires
N Vilx*)=0 - ordre 1 : point critique ou stationnaire
< mnmumlocal = Ag3pe 50, ordre - hessien semi-défini positi

» Un point critique peut étre un minimum, un maximum
ou un point selle

Conditions suffisantes

Tf{x*] 0 — ordre I : point cntique ou stationnaire ¢ i locl
'T‘f{:{*} -0 — ordre 2 : hessien defim posttif = &




Optimisation Non linéaire sans contraintes

Exemple 1
Fonction de Rosenbrock

£(x,.%,)=1000x, x> [ +(1-x,

»  Gradient : _
Eﬂﬂx!—lﬂﬂxl
» Hessien : |
1200x” —400x, +2 —400x,
V(%)= I : &
— 400, 200
. L . |su:m:~:l 400x,x, +2x,-2=0 _ [x;=1 ll
. - Vi =0 = 2 I = *=
Point stationnaire : Vi(x,.x,) |Eﬂ{h{ 2:}[}11_{] |-32=111 — l._]-__-‘

* Valeurs propres du hessien : V’f(x*)= 802 —dﬂ'ﬂ"_} {ﬂ1=1{]ﬂl.ﬁ{l

_400 200 | =10.39936
«  Condition d’ordre 2 - V3f{x*) est défini positif

« x* vénfie les conditions suffisantes de minimum local (stnct)
x* est un minimum local de f



Optimisation non linéaire sans contraintes

Exemple 2
Fonction :  f{x,.x,)=—x; —x3
— 4
- Gradient: V f(x.x,)=| 1 ]
| _411 )
—12x; 0
= Hessien : Vif(x,.x =[ :
{ L E.} [' _,12_!{% .
; ; . _ x, =0 0
= Point stadonnaire - VIi(x,.x,)=0= L — ¥ — ‘
X = ﬂ ﬂ )
o 0 =
=  Valeurs propres du hessien : Vf(x*)= [ —> {gl =ﬂl
Vf{x*) est semi-défini positif 0 0 -
- x* verifie les condifions nécessaires de minimuum local

x* ne vénfie pas les conditions suffisantes de mininmm local

x* est en fait un maximum local de £ f[!{l,:i:.!]l=—:=:.']"—:=:.;' = 0
— V(X;.X.), fx,.x,) = £{0,0)



