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Introduction 
• Formulation générale des problèmes d’optimisation non linéaire: 
La forme générale d’un problème d’optimisation est la suivante : 

 
 
 
 
 

 
où les fonctions f, g et h sont typiquement non-linéaires. 
• L’objet de ce cours est la présentation de techniques permettant de 

résoudre le problème (PC), ainsi que des problèmes où soit un seul des 
deux types de contraintes est présent, soit des problèmes n’y a pas de 
contraintes du tout. Nous noterons ces types de problèmes ainsi : 
– (PC) problème général, avec contraintes d’inégalité et d’égalité, 
– (PCE) problème avec contraintes d’égalité, 
– (PCI) problème avec contraintes d’inégalité, 
– (P) problème sans contraintes. 
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Introduction 

• Un programme non linéaire est similaire à un programme 
linéaire, car il est constitué: 
– D’une fonction objectif 
– Des contraintes et des bornes sur les variables 

• Toutefois ces équations n’ont pas à être linéaires 
• Elles sont généralement données comme des fonctions 

(analytiques) 
• Il y a de nombreuses applications pratiques de la PNL: 

– Problème d’optimisation en finance 
– Problème d’optimisation en énergie 
– Problème d’optimisation en (pétro) chimie 
– … 

• Un PNL est toutefois beaucoup plus difficile à résoudre qu’un 
PL.  
 



Introduction 
• En l’absence de convexité (comme pour les PL) les méthodes de 

résolution de PNL ne peuvent garantir d’identifier la solution 
optimale 

• Elles font généralement une recherche dans l’espace, basée sur: 

– Un point courant 

– La valeur de l’objectif à ce point 

– La valeur du gradient de la fonction objectif 

– La matrice Hessien (dérivée seconde) de la fonction objectif 

• Ces informations permettent d’identifier un maximum (ou 
minimum) local, mais pas de dire s’il est global. 

 

 



Introduction 

• En PL, s’il existe une solution optimale, alors il existe un point 
extrême du polyèdre qui est optimal. 

• En PNL, l’optimum peut se trouver n’importe où 

– En rouge les lignes de la région réalisables 

– En noir des courbes de niveau de la fonction objectif. 

 

 



Introduction 

• Comme on ne peut pas garantir l’obtention d’un 
optimum global, le point d’où on débute la recherche 
joue un rôle important sur la solution que nous 
pouvons trouver. 
 

• En effet la plupart des solveurs non linéaires font une 
recherche locale 
– À partir d’une solution de départ ou solution courante 
– On détermine la meilleure direction (avec le gradient) 
– On fait un « pas » dans cette direction 

 
• Une des solutions est de redémarrer le solveur 

régulièrement à partir de points différents. 
 
 



Définitions 
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Définition I: 
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Définitions 

• Exemple: 
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Définitions 
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Définitions 

• Une matrice est “définie positive” si toutes ces 
valeurs propres sont positives.  (> 0) 

 

• Une matrice est “définie négative” si toutes ces 
valeurs propres sont négatives.   (< 0) 

 

• Une matrice est “semi-définie positive” si toutes 
ces valeurs propres sont positives ou nulles.  (≥ 0) 

 

• Une matrice est “semi-définie négative” si toutes 
ces valeurs propres sont négatives nulles.   (≤ 0) 

 
 



Définitions 

 

 

• Matrices définie positive 



Définitions 

Exemple: Soit la matrice A 

 

 

 

Les valeurs propres de A sont: 

 

Cette matrice est indéfinie. 
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Définitions 

Exemple 2: soit la matrice A: 

 

 

 

Les valeurs propres de A sont:  
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414.31  586.02  23 

Comme toutes les valeurs propres sont > 0, alors la matrice 
hessienne est définie positive. 
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Optimisation non linéaire sans contraintes 

 
• La procédure d’optimisation sur plusieurs variables 

fonctionne  comme suit: 
 
1. Résoudre le problème qui consiste à trouver les points 

pour lesquels le gradient est nul. 
 

2. Calculer le Hessien de la fonction objectif et l’évaluer 
pour chacun des points obtenus en 1. 

• Si la matrice est “définie positive” alors le point est 
un minimum local. 

• Si la matrice est “définie négative” alors le point est 
un maximum local. 



Optimisation non linéaire sans contraintes 
I- Cas d’une fonction à une seule variable:  
 
 
 
Avec f : RR continue et dérivable 
 
• La  procédure  d’optimisation sur une variables fonctionne  comme suit: 
 
1. Résoudre le problème qui consiste à trouver les points pour lesquels  la 

dérivée de f s’annule. 
 

2. Calculer la derivée seconde  de la fonction objectif et l’évaluer pour 
chacun des points obtenus en 1. 

• Si la dérivée seconde est positive alors le point est un minimum 
local. 

• Si la derivée seconde est négatve alors le point est un maximum 
local. 
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Optimisation non linéaire sans contraintes 

1- Méthode de Newton: Lors de la résolution de f (x) = 0 pour 
trouver un maximum ou un minimum, on peut faire utiliser 
les itérations suivantes: 

 

 

 

• Avec x0 donné. 

•  k est l’itération courante 

• |xk+1 – xk| <  où  est une précision donnée. 
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Optimisation non linéaire sans contraintes 

 

 

x 
x* xk+1 xk 

f (x) 

Tangente de f (x) à xk 

La méthode de Newton approxime f (x) avec une droite au 
point xk et on obtient le point (xk+1), qui est utilisé pour 
approximer la fonction au prochain point. Jusqu’à ce qu’on 
rapproche suffisamment de x *. 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

 

 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

• Il faut s’assurer que  
– f (xk+1) < f (xk) pour trouver un minimum. 

– f (xk+1) > f (xk) pour trouver un maximum. 

• Désavantage: 
– Il faut calculer les dérivées premières et secondes 

 

– La solution initiale est importante, si elle est trop 
loin de l’optimum la méthode peut ne pas 
converger. 

 



 Optimisation non linéaire sans contraintes 

• Exemple: calculer la racine qui se trouve entre 0 et 5 de la 
fonction f(x)=x2-1, en prenant x0 égal  4. 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

 

 

• La méthode de la sécante 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

 

 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

• Exemple: calculer la racine qui se trouve entre 0 et 5 de la 
fonction f(x)=x2-1, en prenant x0 égal  4 et x1= 5. 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

• La Méthode de regula-falsi:Cette méthode 
nécessite deux points xa & xb qui encadre la 
solution de l’équation f (x) = 0. 
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où xc sera entre xa & xb.  

 

Le prochain intervalle sera défini par xc et soit xa ou 
xb, celui dont le signe sera différent de xc. 



Optimisation non linéaire sans contraintes 

• Si f’(x)=g(x), cette méthode calcule la racine de g(x). 

• Exemple:  calculer la racine qui se trouve entre 0 et 2 de la 
fonction f(x)=x2-1, en prenant xa = 0  et xb= 2. 

 iteration xc xa xb 

0 0 2 

1 0.5 0.5 2 

2 0.8 0.8 2 

3 0.9285714 0.9285714 2 

4 0.9756098 0.9756098 2 

5 0.9918033 0.9918033 2 

6 0.990859 0.990859 2 

7 0.9996952 0.9996952 2 

8 0.9999984 0.9999984 2 



Optimisation non linéaire sans contraintes 
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La méthode de Regula-Falsi approxime fonction f (x) 
avec une droite et utilise l’interpolation pour trouver 
la racine. 



Optimisation Non linéaire sans contraintes 

II- Cas d’une fonction à plusieurs variables: soit 

 

 

 

 

Un point critique peut être un minimum, un maximum 
ou un point selle 
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