Optimisation sans contraintes

Partie 1



Programmation linéaire vs Programmation non linéaire
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Programmation non linéaire : plusieurs optimaux locaux
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Nombre dérivé

» Soit une fonction f(x) : | — R définie sur un intervalle (ouvert ou fermé)
.

» Soit un réel a appartenant a /.

» Soit les points A de coordonnée (a, f(a)) et B de coordonnée
(a+ h,f(a+ h)) qui sont sur la courbe représentant f.

Le coefficient directeur de la droite (AB) est

ys —ya f(a+h)—f(a) f(a+h)—f(a)
Xg—Xa  a+h—a h

f(x)




Dérivée

>

Propr

Une fonction f(x) : | — R est dérivable en a s'il existe un nombre réel L

. f(a+h)—f(a) =
tel que Alno === =L,

L est alors appelé le nombre dérivé de f(x) en a.
Une fonction est dérivable sur / si elle est dérivable en tout a € /.

Pour f dérivable, on appelle dérivée de f la fonction qui associe a tout
réel x € A le nombre dérivée de f en a.

f'
On note la fonction dérivée f’E}x) ou encore %(x)

ieté: Une fonction dérivable sur / est continue sur /.

On note ¢* |I'ensemble des fonctions dérivables dont la fonction dérivée est
elle-méme continue.



Les dérivées analytiques usuelles

Fonctions Dérivée définie sur | dérivable sur
x",n € IN* 'gx"‘l IR IR
L. ne N "x%:,- IR* IR™
VX NG [0, +o00] 10, +o0
e” e” IR IR
a*(a>0) a*In(a) IR IR
In(x) L 10, +o0[ 10, +o0[
sin(x) cos(x) IR IR
cos(x) —sin(x) IR IR
tan(x) 1+ tan®(x) = Ell"(;?f x#5+kmkeZ

|

arcos(x)




Opérations sur les dérivées

A partir des dérivées analytiques usuelles, on peut déterminer les dérivées de
nombreuses fonctions par les opérations suivantes.

Pour deux fonctions f et g dérivables sur /,
o f+ gestdérivablesur /et (f+g) =f +g
o fg est dérivable sur / et (fg)' = f'g + fg’

e si g ne s'annule pas sur /

/ ’ ’
é est dérivable sur / et (é) = fe_fe gg—fg_

Pour une fonction f dérivable sur /I, g dérivable sur J telles que f(x) € J pour
tout x € /

e gof estdérivablesur /et (gof) =f'g'of
i.e. Dérivée de g(f(x)) est f'(x)g’(f(x))



Variations d'une fonction

» Soit f une fonction Z* définie sur un intervalle /. On a les équivalences
suivantes :

e f est croissante sur / (i.e., f(x) < f(y) Vx < y sur /)
si et seulement si '(x) > 0 pour tout x € /

e f est décroissante sur / (i.e., f(x) > f(y) Vx < y sur /)
si et seulement si f'(x) < < 0 pour tout x € /

» Lorsque la dérivée s'annule en un point a de /, c’'est que la pente de la
tangente en ce point est horizontale.

» Un point a € | ot f’(a) = 0 est appelé point stationnaire (ou point
critique) .

» En un point stationnaire, la courbe représentant la fonction f présente
une courbure horizontale.

» Si la fonction est croissante a gauche du point, puis croissante a sa droite
(ou décroissante a gauche et décroissante a droite) on parle alors de
palier.



Extremum local

Le réel a est appelé un maximum local (resp. minimum local) s'il existe un
“petit” intervalle ouvert | =]a — ¢, a + €[ centré en a,
tel que Vx € 1, f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

Propriété: Si a est un extremum local de f, alors f'(a) =0

Attention: Inversement, une annulation de la dérivée en a n'indique pas
nécessairement un extremum (cela peut-&tre un palier).

Propriété

Si f'(a) = 0 et si f'(x) n'a pas le méme signe
sur les intervalles | =]a —¢€,a] et | = [a,a+ €]

Alors a est un extremum local sur /.



Exemple

f(x) = Xz’ ‘f'(x’) = 2x, f"(O) =0 f(x) =5 () =3¢, (0) =0
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La dérivee
« La derivée mesure le taux de variation instantané d'une fonction par rapport a sa variable
Indépendante.

« Elle est notée généralement f'(x) et se définit comme la limite du taux de variation
moyen lorsque l'intervalle de variation tend vers zéro.

La dérivée a plusieurs interprétations :

*Taux de variation instantane : Elle mesure a quel rythme la fonction change en un point
particulier.

*Pente de la tangente : En géomeétrie, la dérivée represente la pente de la tangente a la courbe
de la fonction en un point donné.

*Vitesse instantanée : Si la fonction represente la position d'un objet par rapport au temps, la
derivée de la fonction par rapport au temps donne la vitesse instantanée de I'objet.



Dérivée seconde

» Si une fonction f est de classe €}, et si sa dérivée f’ est a son tour de
classe €', on peut considérer la dérivée seconde de f.
d*f
» On la note f”/ ou encore ——
dx

Si f est elle-méme continue, on dit alors que f est de classe €.

La dérivée seconde indique la variation de la pente de la courbe
représentative de la fonction et permet de mesurer la concavité locale de
la fonction :

» si elle est positive sur un intervalle, la pente augmente, la courbure
est vers le haut, la fonction est dite « convexe » sur cet intervalle ;

» si elle est négative sur un intervalle, la pente diminue, la courbure
est vers le bas, la fonction est dite « concave » sur cet intervalle ;

» si elle est nulle, la courbe est localement rectiligne ;

» si la dérivée seconde s'annule et change de signe, on a un point
d'inflexion, la courbure de la courbe s'inverse.



Exemple

Convexe :

Concave : Point d'inflexion :
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Convexite, concavité
Fonction convexe

On dit que f est convexe sur un intervalle I
si tout segment reliant deux points de la
courbe se trouve au-dessus de la courbe

Fonction concave

f
f

On dit que f est concave sur un
Intervalle I si tout segment reliant deux
points de la courbe se trouve en-dessous
de la courbe



Condition suffisante d'optimalité locale

Theorem
Soit f une fonction de classe ¢ sur un intervalle |I.
Soit a un point intérieur de |.

e Sif'(a) =0etf"(a) <0, alors a est un maximum local.
o Sif'(a) =0 et f"(a) >0, alors a est un minimum local.

e Sif'(a) =0= f"(a), on ne peut pas conclure.

Preuve:

En effet, pour a intérieur a /, la dérivée d'une fonction en a indique la pente de la
tangente a cette fonction en a.

Donc f"'(a) indique la pente de la tangente a f’ en a.

Ainsi pour une fonction dérivée qui est décroissante (resp. croissante) au voisinage
d'un point a, f”’(a) < 0 (resp. f'’(a) > 0).

Donc pour un point a ou f’(a) = 0,
quand f”’(a) < 0, f'(x) est positive avant a et négative aprés a.
quand f”(a) > 0, f’(x) est négative avant a et positive aprés a.




Extremum global

» Soit une fonction f(x) : I — R définie sur un intervalle /.
» Un réel b € X est un un maximum (resp. minimum) global sur / si
Vx € 1, f(x) < f(b)(resp. f(x) > f(b)).

Remarque: Un extremum global est un extremum local. Mais un extremum
local peut ne pas étre un extremum global.

Cette courbe de la fonction 42
définie sur IR par
_xz __(x_3)2 3/,..\
f(x) =3e ™ +e com- /
21

porte un maximum local en
x = 3 qui n'est n'est pas un

maximum global. [ \
Le maximum global de cette +——+—— - — 4y x

fonction est en x = 0.




Extremum global

e Une fonction peut avoir une infinité d'extrema globaux.
Par exemple la fonction f(x) = cos(x) :

s ¥ " s, ¥ ) il N 2 ¥ i, ¥ W ndixa X i Y
' ~ 7 ~ _ N o " " I "

e Une fonction peut avoir une infinité d'extrema locaux sur des intervalles de
taille non négligeable; et ne pas posséder pourtant d'extremum global.
Par exemple la fonction f(x) = xcos(x).




Extremum global

Dans le cas simple des intervalles fermés, on a le résultat naturel suivant :

Théoréme de Weierstrass dans RR:
Une fonction f continue sur un intervalle fermé [a, b] posséde un maximum
global (resp. minimum global).

Dans le cas d'un intervalle ouvert |a, b], [a, b[ ou ]a, b[, comme dans le cas
d'une union d'intervalles ouverts, une fonction f continue sur ce domaine de
définition peut ne pas avoir d'optimum global.

%% =1
X =4 2
I'intervalle | — 2; +o00o[ mais qui tend vers 400 sur le deux extrémités de
I'intervalle.

C'est le cas de la fonction définie par f(x) = qui est continue sur



Exemple 1 : Fonction a une variable

Considérons la fonction :
f(x)=x3 -3x+1

» Trouver 'optimum de f .






Définitions et notations

Soit € un sous-ensemble de IR".
On considére une fonction de 2 dans IR.

La fonction f associe a tout point
x=(x1,...,%n) € Q
un réel

f(x) € IR

Exemples:
e La fonction définie sur IR?




Dans IR?, surface représentative

» Dans le cas particulier des fonctions définies sur Q € IR?, on peut définir
la surface représentative de f comme |'ensemble des points de IR>

{(X1,X2, f(Xl.Xz)), tq (X1,X2) € Q}

» Cela revient a dire qu'on utilise la troisiéme dimension pour représenter la
valeur de la fonction, on peut ajouter des couleurs du plus froid (bleu) au
plus chaud (rouge) pour indiquer visuellement les petites et grandes
valeurs de f.

Surface représentative de ©-
f(x1,x2) = xi cos(x2) s

-5 8 ‘_5




Dans IR?, courbes de niveau

» Dans le cas des fonctions définies sur Q € IR?, on peut définir la courbe
de niveau de f en A € IR comme |'ensemble des points de IR?

{(x1,x2) € Qtq f(x1,x2) = A}

» Si f n'atteint jamais la valeur A, la courbe est vide.

» Dans le cas d'une valeur \ possible pour f, la courbe représente tous les
couples (x1, x2) qui réalisent cette valeur.



Dans IR?, courbes de niveau

Surface représentative

QU2 oY) —

Voici la surface représentative

de f(x) = y/x? + y? c'est un cone

centré en 0 dont la base est un cercle.

Dessous, voici la représentation

de ses courbes de niveau pour
A€ 40,1,2,3,4}.

On peut remarquer qu'une courbe de
niveau en A\ est la “coupe” a z = A 4 courbes de niveau

de la surface représentative. T T T
Pour un A > 0 donné, la courbe est L] ) .
un cercle de rayon A.

Ici, on a représenté les 4 courbes sur o
un méme plan : elles apparaissent !
concentriques. 2t




Exemple :
Ligne de niveau : fonction quadratique

f(x,.X,)=X; +25x%,
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Dérivées partielles

» Soit une fonction f définie sur un ouvert Q € IR".
» On note ¢; le point de IR" tel que e = 1 si j = i et 0 sinon.
» On appelle (e1,e2,...,e,) la base canonique de IR" et ¢; est le iéme
vecteur canonique.
» Soit un point a = (a1,...,a,) € Q.
On considére alors la fonction de IR dans IR suivante
t— f(a+ te)
Notez que f(a + te;) = f(a1,...,ai-1,a; + te,ai41,...,an).
» On dit que la iéme dérivée partielle de f existe en a si la fonction
t — f(a+ tei) est dérivable en a.
» La iéme dérivée partielle existe sur 2 si elle existe en tout point de 2.
of . .. - .
» On note alors e la iéme dérivée partielle.
Xi
» On note ¢ I'ensemble des fonctions dont les n dérivées partielles existent
et dont les n fonctions dérivées partielles sont elles-mémes continues.
Remarque :

Pour dériver par rapport a une variable x;, on considére les autres variables
comme des constantes et on dérive comme on en a |'habitude par rapport a x;.

~



Dérivées partielles

Exemple :

» Pour simplifier les notations, on va utiliser x, y, z plutét que x1. x2, x3.

» Prenons la fonction f(x,y[}z) —

» fest ¢ sur R*\ {(x,0,0) | x € IR} avec:

()f(x z) = bxy + + yz

ax V1Y 4 2y + z Y

Of - 2 X

()y(x ¥,Z) = 3x 8(2y+z)2 + xz
ot —(x,y,2z) = —4 - -+ X

9z 1Y (2y + 2)? 4

Changement de variable(dérivé par rapport a y):
On change 2y +z = palors dy = %a,u

af 4 _ df _o
Alors a7 du4*,u —1u

2
(2y+2z)?

Alors=—2 % (2y + z) 7%= —

Changement de variable(dérivé par rapport a z):

On change 2y +z = palors 0z = du
- -1 — _1y~2
Alrd”u—dﬂél*u =—1u

1

__ —2_ _
Alors=— 2y + z)™°= ayia?




Notations

(X )
X2
On note un point x € IR" en vecteur-colonne x =

Xn—1
\ %/
Donc la notation transposée ' désignera un vecteur-ligne.

Ry

X" = == (200 X25.5.0.009 XL X )

Et inversement:




Le gradient

Soit £ (X) une fonction scalaire de n variables.
Le gradient de la fonction f qu'on note Vf est un vecteur ligne dont les éléments sont

les derivees partielles de la fonction f suivant chaque variable.

T _i_ af adf -:J_f
,f_ax_ e oo - Do



e gradient

Exemple Trouver le gradient de la fonction :

flz,y) =2* + 2y + y°

Solution

Les dérivées partielles suivant les variables x et y sont :

o
§£:2$+%
of
— = 2
3y T+ 2y,

Le vecteur du gradient est donnée par :

of



Gradient

» Pour une fonction f 4 sur un ouvert Q € IR" et a € , on appelle
gradient de f en a le vecteur-colonne

Vf(a) = (ﬂ("’)’ s g;(a)) T

f)Xl

» Pour n =1, c'est le nombre dérivée de f en a: donc la pente de la
tangente a la courbe représentative a f en a.

» Pour n = 2, c'est le vecteur engendrant le plan tangent en a a la surface
représentative de f.

» Pour n quelconque, on dira que le vecteur gradient au point a engendre
un hyperplan tangent.



Plan tangent

Dans le cas de IR?, le plan tangent a la surface représentative de la fonction f
au point a = (a1, a2) est

;
z = f(a1,a2) + g—xfl(al, a2)(x1 — a1) + %(al, az)(x2 — a2)

Exemple: Pour la fonction parabo!ique fix) = %(x2 + y3),
Ona Vf(3,3) = (&, 2) et f(3,3) =

18/546%(x 3%06 (y IS —

I'équation du plan est

= 2 +2(x-3)+2(/-3)




Dérivées partielles d'ordre 2

Si f est ¢! sur un ouvert Q, sa iéme dérivée partielle est une fonction continue
sur €.
Si elle admet a son tour une jéme dérivée partielle sur £2, on la note:

8“f  Of {6f
Ixi0x;  Ox; \ Oxi

o°f _ of (of
Ox2  Ox; \ Oxi

I

et lorsque i = j

Si f admet des dérivées partielles d'ordre 2 en tout point de Q2 et que ces
fonctions sont elles-mémes continues, on dit que f est % sur Q.

Théoréme de Schwarz :
9*f 9*f

N 2 .
si f est €< sur S2, alors Sein = _6><jax;°



Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple: Prenons la fonction f(x,y) = x3y? qui est €2 sur IR?.

On a:

of of

-a—x(x, y)= 3x%y? et a—y(x, y) = 2xy
Puis

O*f O*f B

2 0 L (xy) = b2 ey ) = 6y

azf o 82f

EvEp (x,y) =6x2y By = y) = 2x>




Matrice hessienne

Si f est €2 sur Q, et a € Q, on définit la matrice hessienne de f en a comme la

) i v ich 92 :
matrice dont le coefficient (7, /) est (—,%(—)%(a) I.e.

O°f O°f O*f \
( w(a) Ix10x2 CO Bx10%n \
02 f 02 f 02 f
. o v 1) e
V'f(a) =
O*f O*f P*f
\ Oxn0x1 (2) OxnOx2 @) . Bx,?(a) }

Notez que les éléments de cette matrice sont des rééls.
Il s’agit d'une matrice carrée n X n et symétrique par le théoréme de Schwarz.



Extremum local et global

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble Q € IR".

Un réel b € X est un un maximum (resp. minimum) global sur Q
si Vx € X, f(x) < f(b) (resp. f(x) > f(b)).

Un réel a est appelé un maximum local (resp. minimum local)

s'il existe une boule centrée en a de rayon r > 0
telle que Vx € B(x,r), f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

Cas des fonctions continues sur un compact :

Théoréme de Weierstraas :

Si f est continue sur 2 € IR" avec 2 compact, alors f posséde un optimum
global x* € Q.

Attention: une fonction peut avoir des extrema locaux qui ne sont pas globaux.

La plupart des méthodes détectent uniquement des extrema locaux.



Matrice définie positive

e Une matrice symétrique A d'ordre n est définie positive (noté A > 0) si
toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

e Autre définition : une matrice symétrique A d'ordre n est définie positive
si pour tout vecteur colonne non nul x a n éléments réels, on a x" Ax > 0.

e Une matrice symétrique peut étre :
e Définie positive : A > 0
e Semi-définie positive : A > 0
e Définie négative : A <0 (& —A = 0)
¢ Semi-définie négative : A <0 (< —A = 0)
e Non-définie.

Cas particulier pour une matrice symeétrique n = 2 :

i d
e Une matrice A = (

b . R .
b c ) est définie positive si et seulement si a > 0

et ac — b®> > 0.

e Sinon, si a < 0 et ac — b?® > 0, A est définie négative.

Autre remarque utile : Le déterminant d’'une matrice est égal au produit des

valeurs Ernﬂres,



Condition nécessaire d'optimalité de premier ordre

Dans le cas 2 = IR"

Theorem
Si x* est un optimum local de f sur R", alors Vf(x*) =0 (x* est un point
critique). ( Ou point stationnaire)

» Attention : ce n'est pas une condition suffisante : Un point critique peut
étre un minimum local, un maximum local, ou bien un point-selle.

» Un point critique x est un point-selle si pour tout ¢ > 0 il existe
a, b € B(x,¢) tels que f(a) < f(x) < f(b).

» Si x n'est pas un point critique, il ne peut pas étre un minimum ou un
maximum.



Condition nécessaire d optimalité de second ordre

Theorem
Si x™ est un minimum (resp. maximum) local de f sur R", alors Vf(x") = 0 et
la matrice hessienne V*f(x*) est semi-définie positive (resp. négative).

Proof.

Soit x* un minimum local. Pour toute direction unitaired € R" et t € R
suffisamment petit :

F(x*) < F(x* 4+ td) =~ F(x*)+td" VF(x*) + 5d"V3F(x*)d
= f(x*)+ $d"V3F(x*)d
= d' V?f(x*)d > 0 (i.e. V>f(x") est semi-définie positive). O



Condition suffisante d' optimalité de second ordre

Si x* € R" est un point critique et si V*f(x") est :
» Définie positive : x* est un minimum local
» Définie négative : x" est un maximum local
» Indéfinie : x™ est un point-selle
B

Semi-définie positive ou semi-définie négative : on ne peut rien dire. Une
analyse du voisinage de x" peut étre nécessaire.



Point-selle (aussi appelé point col)

méthodes analytiques

f(x,y) = x*> — y?, point selle en (0,0).



Ensemble convexe

Un ensemble S € IR? est dit convexe si
Vx,y € Set VA€ |[0,1],

M+ (1— M)y €S.

Cette définition revient a dire qu'un ensemble est convexe si, pour
toute paire de points, le segment reliant ces deux points est
entiérement dans |'ensemble.



Ensemble convexe
Les dessins ci-dessous montrent (dans IR?) :
- a gauche un ensemble convexe délimité par des courbes
- a droite, un polyédre (i.e., intersection de demi-plans) et qui
est un ensemble convexe

Dans les deux cas, on peut voir q%e le segment reliant x et y est
entiérement contenu dans |'ensemble.

Ce dessin montre un exemple
d'ensemble non-convexe : pour
les points x et y proposés, une
partie du segment est située a
I'extérieur de |'ensemble.




Fonctions convexes
Fonctions a une variable



Fonction a une variable : convexité

» Une fonction f(x) : IR — IR est dite convexe si et seulement si
V(x,yL € IR* et VA € [0,1],

F(Ax 4+ (1= Ny) < M(x)+ (1= Nf(y)

» Une fonction est dite concave si —f est convexe.

» Autre définition :
On dit que f(x) : IR — IR est convexe (resp. concave) sur un
intervalle / si et seulement si pour tous points A et B de la
courbe représentant f, |'arc de courbe est situé au-dessous du

segment [AB].



lllustration de la définition

f(y)
Mx)+(1=2)(y)

f(x)

Hax 401 =Ry [

e N ——

AxX+(1-=2)y



|_a convexité

En géometrie : tfix) + (1 - 1) f(y)

Un ensemble est dit convexe si, pour chaque fry) |
paire de points a l'intérieur de I'ensemble, la

ligne droite reliant ces deux points est
egalement a l'intérieur de I'ensemble.

ftx+(1I-1)vy)

" : Jix) |-
f:R"™ — Rest convexe sl : |

j_
pour tout x, y € R"et tout ¢ € [0; 1], ¥ ExRiisty p
Fonction Convexe

fitx + A =t)y) <tf(x) + (1 —Of ).

» une fonction convexe a une unigue valeur minimale locale qui est également la valeur
minimale globale.



Exemples

N

> f(x) = x? et f(x) = |x| sont convexes :

: ;(,in.ghe jlssislbesati gl -
ErgE | " (o Y G
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Exemples

» fonction concave :

Hz) = x+

sifz)



Convexité et différentiabilité de seconde ordre

| Corollaire 1.4.1

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle [ de R. La fonction f est convexe

. . e . o . -
si et seulement si sa dérivée seconde f est A valeurs positives ou nulles.
. i
La fonction f est convexe <= f >0 sur [.

La fonction f est concave <= f <0 sur I.

1. la fonction f (z) = 22 est convexe car f (z) =2 >0, Vz € R.
2. la fonction f () = expz est convexe car f (z) =expz >0, Vz € R.
3. la fonction f(z) =Inx est concave car f (x) = —=% <0, Vr €]0,400].



Fonction convexe et minimum global

Theorem
Tout optimum local d'une fonction convexe est un optimum global.

Preuve: Soit f une fonction convexe f(x) : IR — IR et un petit intervalle | C IR
centré autour d'un réel a.

Supposons que a est un minimum local sur /,

et supposons que a n'est pas un minimum global sur IR,

c'est-a-dire qu'il existe y € IR tel que f(a) > f(y).

Comme f est convexe, alors VA € [0, 1]

f(Aa+ (1= AN)y) < Af(a) + (1 = A)f(y)

Donc
’ f(Aa+ (1 = A)y) < AMf(a) + (1 — N)f(a) = f(a)

Or, pour des valeurs A proche de 1, Aa+ (1 — \)y représente les voisinages autour de
a.
Ainsi on voit que a n'est pas minimum local dans son voisinage, contradiction. |



* Exemple:




Méthode 1 :

Signe d’une matrice

A € R™"™ symétrique est dite

» Semi-définie positive si x ' Ax > 0 pour tout x € R"
» Définie positive si x' Ax > 0 pour tout x € R™ # 0

» Semi-définie négative si x' Ax < 0 pour tout x € R”"
» Définie négative si x' Ax < 0 pour tout x € R # 0

» |ndéfinie sinon

En pratique, on peut Vérifier le signe d'une matrice en examinant
ses valeurs propres ou ses mineurs principaux dominants



Méthode 1 :

. (1 -1
«exemple: A=| , Donc, nous avons

y' Ay=y,? +4y,2-2y.y,

= (y1'y2)2+3V22 >0 V(y,, v,)#(0, 0)
donc, la matrice A est définie positive.



Méthode 2 :

* Une matrice est “définie positive™ s1 toutes ces valeurs propres sont
positives. (> 0)

* Une matrice est “définie négative” s1 toutes ces valeurs propres sont
négatives. (<0)

* Une matrice est “semi-définie positive” s1 toutes ces valeurs propres sont
positives ou nulles. (= 0)

* Une matrice est “semi-définie negative™ s1 toutes ces valeurs propres sont
negatives nulles. (<0)



Méthode 2 :

Exemple: Soit la matrice A

2 4 5
A=|-5 -7 -1
] 1 1 2 ]
* Le polynGme caractéristique de A est le det(A-1.A)=p(1)
. p(A) = -A3-3 A%+ 8A+20

* Les valeurs propres de A sont les racines de p(A) . D’ou

A =-3702 A, =2 1,=2702

i

Donc, Cette matrice est indéfinie.



Méthode 2 :

Exemple 2: soit la matrice A:

— [

2 -1 0
A=|1-1 2 -1

O -1 2
Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme

caractéristique de A, qui est égal a: (2—7&)(2-4?\& ?\vz) .

D’ou

A =3414 A, =0.586 A, =2

Comme toutes les valeurs propres sont > 0, alors la matrice A
est définie positive.



Méthode 3 :

* Les mineurs principaux:

SiA=

(ay) ap

principaux de A.

o Op

4;3 a3 -

\%n @p

\

an

a,m}

alors Al =01 ,A2 =

- A est défiie positive ssi Ay >0 k=1,...,n

- A est définie négative ssi (—l)k Ap>0k=1,...,n

1 213
412 92

,...,A, =det(A) sont les mineurs

-8 Ap >0 k=1,...,n-1etA, =0 alors A est semi-définie positive

i (-1)¥ A, >0 k=1,..,n—TetA, =0 alors A est semi-définie négative
- 81 A, <0 et sinest pair alors A est indéfinie

exemple: A= (

1 -1
-1 4

), Ar=1,Ay =3. A est donc définie positive.



I1.4.4 Contours d une fonction

ff:R®" — R

= y = f(x) définit une surface dans R

= f(x) = c , avec ¢ constant
definissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface

Un contour de niveau ¢ est 1’ ensemble des points S(c¢) = {r| f(x) = c}

Exemple: La fonction de Rosenbrock

F()=1000, —x2 ) + (1 —x, ¥ )
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Contours ds |3 fonction de Rosenbrock




Optimisation non linéaire sans contraintes

I- Cas d’une fonction a une seule variable:

min J (x)

xeR

Avec f : R—R continue et derivable

La

procédure d’optimisation sur une variables fonctionne comme suit:

Résoudre le probleme qui consiste a trouver les points pour lesquels la déerivée de f
s'annule.

Calculer la derivee seconde de la fonction objectif et I'évaluer pour chacun des
points obtenus en 1.

Si la derivée seconde est positive alors le point est un minimum local.
Si la derivée seconde est négatve alors le point est un maximum local.
Si, la dérivée seconde est nulle, alors le point est un point d’inflection.



Optimisation non linéaire sans contraintes
* La procédure d’optimisation sur plusieurs variables fonctionne
comme suit:

1. Reésoudre le probleme qui consiste a trouver les points pour
lesquels le gradient est nul.

2. Calculer le Hessien de la fonction objectif et I'evaluer pour
chacun des points obtenus en 1.

e Sila matrice (Hessienne) est “définie positive” alors le
point est un minimum local.

e Silamatrice est (Hessienne) “définie négative” alors le
point est un maximum local.

e Sila matrice (Hessienne) est “semi-définie négative”, ou
“semi-définie positive” alors, on ne peut rien dire.

e Sj, c'est indéfini, alors le point est un point col ou selle.



Exemple :
Soit f(x,y) = x3 —y3 + 9xy

» Quel est le minimum et le maximum de f(x,y)?

0
%(x,y) =3x%+9y
S Vf(x,y) = (3x%>+9y,—3y? +9x = 0)

d
%(x,y) = —3y%+9x

» Calculant Vf(x,y) =0



Exemple :

Soit f(x,y) = x3 —y3 + 9xy

Vilx,y) =0

3x2+9y =0
—3y% + 9x = 0

X
x(—=—+3)=0
L 9

— 9

= A

((3, —3)est un point critique

_ (0,0)est un point critique



Déterminer la nature des points critiques

Vf(x,y) = Bx*+9y,—-3y? +9x) =>V?f(xy) = (69x —Zy)

Pour (X, y) = (0, 0) on adonc

= V2 £(0,0) = (8 3) = calculer les valeurs propres de la matrice

(;’1 3/1) 5 12-81=02A2=8121, =90ul, = —9

= {/}11 i% Alors la matrice 74£(0, 0) est indéfinie donc (0, 0) est un point sel ou col
2



Déterminer la nature des points critiques

ViCey) = Bx? +9y,—-3y* +9x) =V f(x,y) = (6996 —23’)

Pour (x,y) = (3,—3)on a donc

13 9)

=72 £(3,-3) = ( N

A= 18 > 0 et A,= 243 > 0 alors la matrice V*f (3, —3) est définie positive

Alors (3, —3) est un minimum local



