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• La dérivée mesure le taux de variation instantané d'une fonction par rapport à sa variable

indépendante.

• Elle est notée généralement 𝑓′(𝑥) et se définit comme la limite du taux de variation

moyen lorsque l'intervalle de variation tend vers zéro.

La dérivée a plusieurs interprétations :

•Taux de variation instantané : Elle mesure à quel rythme la fonction change en un point

particulier.

•Pente de la tangente : En géométrie, la dérivée représente la pente de la tangente à la courbe

de la fonction en un point donné.

•Vitesse instantanée : Si la fonction représente la position d'un objet par rapport au temps, la

dérivée de la fonction par rapport au temps donne la vitesse instantanée de l'objet.

La dérivée







On dit que 𝑓 est convexe sur un intervalle 𝐼
si tout segment reliant deux points de la

courbe se trouve au-dessus de la courbe

On dit que 𝑓 est concave sur un

intervalle 𝐼 si tout segment reliant deux

points de la courbe se trouve en-dessous

de la courbe

Convexité, concavité











Exemple 1 : Fonction à une variable

Considérons la fonction :

f(x) = 𝑥3 - 3x + 1

➢ Trouver l’optimum de f .













Exemple :





Changement de variable(dérivé par rapport à y):

On change 2𝑦 + 𝑧 = 𝜇 alors 𝜕𝑦 =
1

2
𝜕𝜇

Alors 
𝑑𝑓

𝑑𝜇

4

𝜇
=

𝑑𝑓

𝑑𝜇
4 ∗ 𝜇−1 = −1𝜇−2

Alors = −2 ∗ 2𝑦 + 𝑧 −2= −
2

2𝑦+𝑧 2

Changement de variable(dérivé par rapport à z):
On change 2𝑦 + 𝑧 = 𝜇 alors 𝜕𝑧 = 𝜕𝜇

Alors 
𝑑𝑓

𝑑𝜇

4

𝜇
=

𝑑𝑓

𝑑𝜇
4 ∗ 𝜇−1 = −1𝜇−2

Alors = − 2𝑦 + 𝑧 −2= −
1

2𝑦+𝑧 2





Le gradient

Soit 𝑓(𝑋) une fonction scalaire de 𝑛 variables.

Le gradient de la fonction 𝑓 qu'on note ∇𝑓 est un vecteur ligne dont les éléments sont

les dérivées partielles de la fonction 𝑓 suivant chaque variable.



Le gradient

















( Ou point stationnaire)







méthodes analytiques













La convexité

En géométrie :

Un ensemble est dit convexe si, pour chaque

paire de points à l'intérieur de l'ensemble, la

ligne droite reliant ces deux points est

également à l'intérieur de l'ensemble.

Fonction Convexe

𝒇:𝑹𝒏 → 𝑹 est convexe si :

pour tout 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑹𝒏et tout 𝒕 ∈ [𝟎; 𝟏],

𝒇(𝒕𝒙 + 𝟏 − 𝒕 𝒚) ≤ 𝒕𝒇(𝒙) + (𝟏 − 𝒕)𝒇(𝒚).

➢ une fonction convexe a une unique valeur minimale locale qui est également la valeur

minimale globale.













Méthode 1 :



Méthode 1 :



Méthode 2 :



Méthode 2 :



Méthode 2 :



Méthode 3 :









Exemple :

Soit 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 − 𝑦3 + 9𝑥𝑦

➢ Quel est le minimum et le maximum de 𝒇 𝒙, 𝒚 ?

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑥, 𝑦 = 3 𝑥2 + 9𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑥, 𝑦 = −3 𝑦2 + 9𝑥

⇔ 𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2 + 9𝑦,−3𝑦2 + 9𝑥 = 0

➢ 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑛𝑡 𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 0



𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 0 ⇔ ൝
3𝑥2 + 9𝑦 = 0

−3𝑦2 + 9𝑥 = 0
⇔ ൝

𝑥2 + 3𝑦 = 0

− 𝑦2 + 3𝑥 = 0

⇔
𝑦 = −

𝑥2

3

−
𝑥4

9
+ 3𝑥 = 0

⇔
𝑦 = −

𝑥2

3

𝑥(−
𝑥3

9
+ 3) = 0

⇔ ቐ 𝑦 = −
𝑥2

3
𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑥3 = 27

⟹ ቐ
3,−3 est un point critique

0, 0 est un point critique
⇔ ቊ

𝑥 = 0
𝑦 = 0 𝑜𝑢

ቊ
𝑥 = 3
𝑦 = −3

Exemple :

Soit 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 − 𝑦3 + 9𝑥𝑦



⇒ 𝛻2 𝑓 𝑥, 𝑦 =
6𝑥 9
9 −6𝑦𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2 + 9𝑦,−3𝑦2 + 9𝑥

−𝜆 9
9 −𝜆

⇒ 𝜆2 − 81 = 0 ⇒ 𝜆2 = 81 ⇒ 𝜆1 = 9 𝑜𝑢 𝜆2 = −9

Pour (x, y) = (0, 0) on a donc

Déterminer la nature des points critiques 

⇒ 𝛻2 𝑓 0, 0 =
0 9
9 0

⇒ calculer les valeurs propres de la matrice

⇒ ቊ
𝜆1 > 0
𝜆2 < 0

Alors la matrice 𝛻2𝑓 0, 0 est indéfinie donc 0, 0 est un point sel ou col



⇒ 𝛻2 𝑓 𝑥, 𝑦 =
6𝑥 9
9 −6𝑦

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2 + 9𝑦,−3𝑦2 + 9𝑥

∆1= 18 > 0 𝑒𝑡 ∆2= 243 > 0 alors la matrice 𝛻2𝑓 3,−3 est définie positive

Pour (x, y) = 𝟑,−𝟑 on a donc

Déterminer la nature des points critiques 

⇒ 𝜵𝟐 𝒇 𝟑,−𝟑 =
18 9
9 18

Alors 3,−3 est un minimum local


