Dualité Lagrangienne

Ici, nous nous intéressons au probleme
d’optimisation suivant :
mip £ )
s.C:
g.(x) <0, i=1, ...,
hj(x)=O, =1, ..p

gi(x) et hi(x) sont supposées a valeurs réelles et de
classe C!

1, Probleme primal, probleme dual
Probléme primal (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x) <0, h(x)=0, xe X R’

(g
ol h=| : | g=|
by | \8m

X est une partie quelconque de R”. Par exemple: R", un ensemble discret (nombres entiers
naturels par exemple), ou encore un ensemble défini par des contraintes dinégalité ou dégalite
autres que g et h.



A parti de (P) on défnit un aut probleme; J probléme dul,

Probléme dual (D): maximiser (u,v)=inf{f(x)+uog(x)+voh(s): xeX} sous e
contratntes 120

L{xyt )= fLx) 0 g(x) +v o h(x) est appelée foncton de Lagrange

()= nf L, ) estapelée foncton el
el

2. Relation entre primal et dual

Théoreme de dualite (faible)
S1 x est une solution réalisable de (P) et st (u,v) est une solution réalisable de (D) alors

£(x)28(u,).

Corollaire

S1x est une solution réalisable de (P) et si (u,v) est une solution réalisable de (D) telles que
£(x)=8(u,) alors  est une solution (optimale) de (P) et (u,y) est une solution (optimale) de
D)

Remarque: la fonction 6(u, v) est une fonction concave.



Dualité en programmation linéaire

En programmation linéaire le primal et le dual sont reliés
selon le tableau suivant:

primal dual
min max
¢ cout b - colit

b : terme de droite ¢ : terme de droite
contrainte 1 du type = | variable 1 du type = ()
contrainte 1 du type = | variable i du type [ibre
contrainte ¢ du type < | variable ¢ du type <0
variable ¢ du type 2 | contrainte ¢ du type < 0
variable ¢ du type [ibre | contrainte ¢ du type =
variable 7 du type < | contrainte ¢ du type = (




3. Points selles

3.1.  définition

Sotent x eX,u 20. (x U,V ) est un point selle ssi:

L(x ,u)<L(x ,u ,v ) )<Lx,u ,v ) VxeX, Vu>0

3.2, Caractérisation des points selles

{

D) L' v)=inf L v')
xeX

Soient x € X, ) (x* ,u* ,v*) est un point selle ssi <2) g(x*) <0, h(x*):()

) gi(x )=0 i=1,.m

3.3, théoréme de dualité (forf)

S (x* ,u* ,v*) est un point selle alors x* est une solution (optimale) de (P) et (u*v¥) est une

solution (optimale) de (D)

En effet x* est une solution réalisable de (P) en raison de la caractéristique 2). De plus s

caractéristiques 2), 3) et 1) permettent d'établr les égalités suivantes:
f(x*)zf(x*)m* 'g(x*)Jrv* 'h(x*)=L(x*,u*,v*)= inf L(x,u*,v*)=9(u*,v*)
rek

La conclusion découle du corollaire du théoréme de la dualité faible.

Max (D)=0(u*, v*) = L(x*, u*,v*) =
f(x*)=Min (P)



* Pour les problemes de type (p) qui n‘admettent pas de point-col
(c'est le cas général, pour les programmes discrets ou S est un
ensemble discret (programmation linéaire en nombres entiers)) on
a:

o(u*, v*) < f (x*)
Et la difféerence f (x*)- O(u*, v*) est appelé le saut de Dualité

Exemple:

s.c: 2x+y<-4
- Le lagrangien de f est défini par : L(x, y, A)=x? + y%+ A(2x + y+4).
- -le minimum en x de L(x, y, A) est défini par:

{ Min (x? + y?)

(9L
—=2x+2L=0=>x=—A
< dx
oL 2y + A=0 A2
_— = =U = = —
\(’By y y
D’ou la fonction duale:
5A2
9(?»)= —T+47\,
Le maximum de O(A) est obtenu lorsque:
90 5\

==~ +4=0 d'ou A *=8/5. On a alors: f(x*, y*)=0(\ *)=16/5 et
X*=-8/5 ety*=-4/5



Solution optimale du probleme primal:

4 T T T T
2X+y=-4 | || —
R X2+y2=16/5
Yy J
f(-8/5, -4/5)=16/5 | i
| N\
\x
: |
3054
////
2
3r
4 [ [ [
43 0 1t 2 3 4

* Fonction duale et
'optimum du
probleme dual

La fonction O est
concave

'+

|
35 O(1)=-5/4)
| /
.
)|
| \
0.5w/ Ek*=8/5 \
| P




Exemple 2: ) 9 1t >
oit (P) minmiser f{x;, 7 =, +.xy S0us escontaite 2012

r‘

gl(xl,x2)=—x1 -1y +1<0
On met les contraintes sous la forme < g9 (x1,37)= -1 <0
&lr,1)=-1n <0

i X=R"
La foncton de Lagrange est L{x) =57 425 +iy = =1 #1) 41y -1+
La fonction duale est B(u)= inf {L(x,u): Y€ R”}

Exalictons e foncion dule. Pou celachrchons n point rtgue de L{,u) (o constat):

) )
LY

_ iyt
2x1—u1-u2=0 xl'T
=
2x2—u]—u3=0 Ut
k )

Onen dédut: 8u)=-7-7 === 71U

On remargue qu () st bien concave (on vérife que som hessen st défint négat),

L probleme dual (D) et:maximiser 6(s) sous s conraints 1 20, uy 20, 15 20
Résolvons e probléme dual. Pour el réérivons (D) en un probléme (D) e type minimser:



2

R u% M% iy Uiy .
MIRINISES -+ 5+ =+ =57 =1y 5008 les contraintes -~y <0, -1y <0, -u3 <0

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:

iy +M22 +u73—1—/11 =)

|
_.I_
|
|
oS
LS ]
Ll
<

Ce systeme admet une solution telle que (ul,u2,u3) vérifie les contraintes de (D):
/1 0/12 13 2, u2 M30

Les hypothéses de qualification sont satisfaites puisque les conditions de I'ndépendance linéaire
sont satisfaites.
Le probléme (D' ) vérifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kuhn-

Tucker sont suffisantes et le point (1,0,0) est minimum (global) donc maximum (global) pour

(D).

inf[L(x,(l,O 0)): xeR" } est atteint par le point (x{,%y )= (% %-) Il est unique done clest la
¢ é

solution de (P) (les hypotheses de convexité et de superconsisten
fonction de Lagrange admet un point selle).

étant vérifies on sait que la

Remaguons que 8(1,0,0)=4= (-4 et que 1y =1 =,y =1, wp =5 =0 verfent s
conditions de Kuhn-Tucker de (P).



Méthodes de résolution: Trouver une solution d’un
probleme d’optimisation sous contraintes fonctionnelles
consiste a déterminer un point optimal x* et des
multiplicateurs de Lagrange associés (A*, u*). Deux
grandes familles de méthodes peuvent étre définies pour
la résolution de ce type de problemes: les méthodes
primales et les méthodes duales. Les méthodes primales
ce concentrent sur la détermination du point x*, les
multiplicateurs (A, 1) ne servent souvent qu’a vérifier
I'optimalité de x*. Les méthodes duales s’intéressent a la
détermination des multiplicateurs (AL*, u*) en travaillant
sur le probleme dual (D).

6. Résolution du probleme dual
1.  Algorithme de sous-gradient

1.1.  Sous-gradient de la fonction duale

Notons: w = (if) B(x)= (%D X(w)={xeX: f(x)+weB(x)=0(w)}.

* B(x)=VO(w) est le sous gradient de la fonction
duale O(w)

Théorime: i ) st cifreiable en w oltion (otimle) du problme ual ¢t
v w0 dors (1) estunpin sl



“ 1.2, Maxmisation de la fonction duale

On cherche ici & résoudre le probléme dual clest-3-Cire maximiser la fonction duale sous la
contrainte que certaines des variables doivent ire posifives ou mulles. La simplicité de ces
contraintes fait que Ion peut adapter ['algorithme de plus forte pente uiilis dans le cas de
[optimisation sans contraintes. La différence est qu'on utlise un sous-gradient & la place du
gradient et que lon interdit les dplacements qui rendraient négatives des variables astreintes a
etre positives ou nulles.

Algorithme de sous-gradient (algorithme d'Uzawa)
On se donne une suite de nombres réels p™ > 0.

(0)
Soit W(O) = (’:(O)) dvec u(o) > 0, k=0.

(k)

1) résoudre le probléme min f(x)+ w® o B(x): soit x*) une solution.

xeX

N K
Wk 1 Wk ‘P :B(Xk)
Avec
[ k+l

] k+1
UL Slui+ >0
0 sinon

si w& D = " 31ors STOP
sinon k=k+1 et aller en 1)



Les choix possibles de p™ sont

-constant " =p Vi

Ta séie divergente p 50, Y p¥ =4
k

Théoreme
Dans le cas de la minimisation dune fonction quadratique f(x)=4xeAx-box (4 définie
positive) sous des contraintes d'inégalité affines Dx~d <0 (D de rang m) et X=R', dans le cas

b4
o¥

suite (x“‘),w(k)) COMVErZE Vers (x W ) un point selle.

dy cho1xp =p Vk,si pe} ](lmjn(A) est la plus petite valeur propre de A) alors la

* Le pas de déplacement peut étre choisi aussi comme suit:
Kk
\z2—-0(w ))
2

B(x

Ou z est la valeur de l'objectif de la meilleur solution
réalisable obtenu pour le primal (P), o, est un nombre
choisi entre 0 et 2, pws O, est réduit par un facteur de 2
chaque fois que G(wk) n est pas améliorée apres un
certain nombre d’itérations. O(wk) est la fonction duale.

p =5

* Projection: Soient CcR", x € R", x* € C tel que:
| x-x* ||=inf { || x-y || :y € C}, x*est appelé projection de x
sur C
X*, s’il existe, est le point de C le plus proche de x.



Exemple: appliquons I'algorithme d'Uzawa au dual du probléme minimiser f(xq,x; )= xI2 + x%
les contraintes | 1 7221 de i <[ 1| aec tant p=1
sous les contrantes | 5" en parant de u™ = 1 favec lepas constant p=1.

1
§(n,1)) [-x-x+l
On pose: g(x1,x,) = gz(xl,xz) -5 |

g3 (xlax2) “Xz

itération ]
On minimise x°+x -x -x, (x,x,)€R% La fonction étant convexe et soumise 4 aucune

contrainte, il suffit de chercher un point critique: x; = x, =7. Ce qui donne 6(0,1,1) .

2

0

0 0

W = 1 +-11=|1
1) |_1] |1

2 2

[eron
(n _nininiex +x -] -1t (1 )ER Li sl 5t =1, - el dome
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tération
SR R D 1y it ot 1 =1 =3 (5
On minimise x; +xy-3% -1 +7 ()€ R, La soution est 3 =1y =3, Ce qut domng

11).]
9(2’4’4)_32

\WANE
I 3 3 ;
/ )+g(%,%)= %1 t % - %  En progtant sur =(R+) onobtent: 1 = 8 .

RN
(enfon 4

EESEND 05 PR U LI 2 TOR R
(nmnme 3 +3y -3y 4 (5 L shon s == e qr o

)\ (1)
[ ] |l
Figil = - o=
IsE 0
)



itération 3

On minimise x12+x§—x1—x2+1 (xl,xz)eRZ. La solution est x=x,=4. Ce qui donne
_1

6(1,0,0)=1

REANR! 1
u(4)+8(%,%):{8]+ ~4|=| -+ | En projtant on obtent: u(5)=(8)
‘%) \'%
W =4 donc on améte
;o ok 1 1 '
Véritions que (x I )=(7,7,1,0,0) est un pomnt sele
' ' - % ¥ 1 0
- |es relations de complémentarités 3) sont vérifies: u og (x )=|0 o —% =(
011
]
- [a condition 2) (x* réalisable) est vérifiée: g(x )= —% <(
)

- [a condition 1) (+* minimise la fonction de Lagrange L(x,u*) e u¥) est vérfice par défimition
e ¥,



1.2 Methode des plans sécants

L probléme dual (D) pet s erie:
IAKIIS

1< fla) +uoglx) +voh{x) pourtout re X
w2l
Eneffet, pour w,v fués, st ¢ est maximm  aloss
z=inf{f(x)+u0g(x)+VOh(x):xeX}zﬂ(u,v). Donc ¢ probleme cl-dessus revient 2
mamise I fonction duale 6, ) sous les condtions 120 soit aw probléme dual,

Ce probléme est un probleme néaie (e les variabls 7, , v) qut comporte autan de contrente
en dehors des contraints 120) qu' y 2 d'Clémens dans X (en particule cardnl de X peut i
infni),

S0US les contraintes ¢

(. g oo D) on oot e oo 6 (D) o el q i
NS O s i , 11 S0t o0 s ks s onmes 't

1000 0 0 N 10 L ¢ o G,




algorithme;

ot X conenan quelques clements de X, k 0.
(1) on sesout le probleme maltre;
MAXIMISE! 7

s ngf hungl o) prrtmtze
12|

Soit z“‘), u{k), v”‘ e solion,Pour et s et souion vt toutes s contaes D)

5008 Les contrain

On tésout e Sous-probleme: z* = min{ f (x)+u(k) o )+v(k) I x)]
1eX
§i <
alors STOP (on a résolu (D)

Sinon

0

ot ' e soluon S00S-probleme

e (L l M ] (on t2joute ung contrainte an probléme maitre)
bek+etalleren(l)



Eremple appliqons Ldgotime Ges pans eean's G problme iy

My =x12 +x§ Ol o

s 1<)
ffon =0

L rolme s . v 1,47




La solution est z(o) =] ul(o) =1.
Le sous-probleme est; z = mlg{xlz + x% ~x -1y 1} :%
XE

: * : . A :
La solution est xl(o) = g ) :%. Y52 donc on rajoute au probleme maitre, la contrainte

0)_.(0)_1.
engendreeparx() g)=%l.e. X(U:{(O,O),(l,l),( )}

oo |—

1
2 )
itération k=1:

Le probléme mafitre est: maximiser z S.C. 1

11

Ll

=1 est une solution.

t\J!v—*



Méthodes de pénalités et de barriere:

Le principe de ces méthodes est d transformer le probléme mitial en un probleme Sans
contraintes dont Ja résolution est & priori plus facile surtout dans Je cas de contrantes non
[gaires,

méthode de pénalités :

sont des méthodes qui consistent a atteindre la solution du
probleme par [l'extérieur de [I'ensemble des solutions
réalisables. Des que l'on atteint une solution réalisable, celle-
ci se trouve étre une solution optimale. Cette méthode
consiste a résoudre une suite de problemes sans contraintes.

Principe de la méthode:

On considére le probléme (P): minimiser f(x) x€ xc R"
U x={xg(x)<0i=1...m l(x)=0i=1,..,p}

A partir de (P) on construit e probléme sans contraintes (Py): minimiser f(x)+ 4P(x) xe 4
1) P contimue

o e R et P-R" R vériie {2) P()20 Yae k'
3) P(x)=0& e

P(x) est une pénalité infligée & tout x qui nst pas solution réalisable de (P),



On peut prendre comme pénalité:

1P
0] + Ml b 9=l
=] =l

Inuitvement pour J "grand’, tute soluion (optimale) e (Py) a une pénalté nulle cest-idie

est éalisable pour (P). Mais on ne sat pas a prior quelle veleur assgner & 1. Cest pourquol,
pour chercher cette valeur, on s¢ donng une sute (L) (positf strctement crorssante et qui tend

vers Tinfind (par exemple k).
La démarche des methodes de pénalité est alors a survante:

- pour chaque & onrésont e probléme sans confranes (Pg: f(x)+ 14, P(x) xR’
- on obtient (x, ) La suit des solutions des (Py).

On se donne une suite (i1 ) telle que (g4 > 4 >0 et qui tend vers [infint



On note;

- g, tg) = F(x)+ e Plx)

- xy, 1a solution de (Py): minimiser q(x, Uk) = f(x)+ W P(x) xeR”
Hypothese: Vk (Py) admet une solution x;.

Lemmel

(ET IS CARNTI)
Pl )2 Plxgy )

flo) S floen)

Lemme?
Soit x* une solution de (P). £(x" )2 q(xj.fti ) f(xc) Vk

Théoréme

Si f continue alors toute sous-suite convergente (xk,, ) converge vers une solution de (P).

Le théoreme précédent nous affirme la convergence de cette
méthode.

Approximation des multiplicateurs de Lagrange:

Soit § = {x: g;(x)<0i=1,...,m hi(x)=0i=L,...,p}

On considere la pénalité'
m

P(x):E( x) +Z( x) oug (x)= max{O,gi(x)}
i=]



)
Lemme; $i g;est de classe C! alors( ()) est de classe C1 et son gradient est donne par

Vg;rz(x)=2g;r(x)Vgi(x).

Théoréme
311 solion e (P) vrie e it de gualfiatonde indEpencance ncare
de&honC
Jiy—

=
ahmZﬂ.(x}jaiuﬂZuhuw—hﬂnhmmMMwﬂmdeMgmyawMﬁ

eqofiementans g (1. b =10}



) x1+x221

' 1 M1 = 2 |
Exemple: soit (P) minimiser f{x),x;)=x; +x; sous les contraintes Y20, 1) 20

g1(x, ) =—x—xp +1<0

On met les contraintes sous la forme § gy (xy,%p)=-x <0

Résolvons

On pose: 1

g3(x1,x9)=-19 <0

ce probleme a l'aide des pénalités de Courant-Beltrami.

,g;r(xl X )= max{O, ~X] —Xp + l}
g'{(xl,xz)= max{0,~x |

Ng; (x1,%) = max{0,~xp }

5 2 2 2
La pénalité est: P(xl,x2)=(gi+(x1,x2)) +(g;(x1,x2)) +(g;(x1,x2))
En prenant p; =k, on doit résoudre la suite de problémes (P): minimiser

f(xl,x2)+kP(x1,x2) \ (xl,x2)€ RZ.

£(x1,39 ) +kP(x,xy) est convexe, il suffit de déterminer ses points critiques cest-a-dire
résoudre I'équation:

Vi{x. 1)

3
+RVP(xy, %9 ) = Vf (g, 30 ) + K 2287 (3, %9) Vg (31, 7) =0
i=l

ler cas: —x; =29 +1>0, =21 >0, - xy >0

2x1 +k(—

2y -2y -y +1)-2eg)) =0

==X

(1+2k)x1 +kx2 =k

Y-xg -1y #1)-2-2))=0 (5 +k{2x 43, -1)=0
07 |(1+2K)xy +huy =k

X9 +k(x1 +2x2 —1) =

>( donc impossible.

k
(1+3k)



26 cas: —x) = %9 +1>0, =11 <0, -1 >0

{le +R(-2-x -1y +1))=0

1y +k{x 17 -1)=0

2ty +H(-2 -1y =1y +1)=2(oxg))=07 |3 +h{xy #21 - 1)=0

_ [k b =k
(1+2k)x2+kx1 =k

x1:

k(k+1)

(k+D2+k
k

donc mmpossible.

Xy = >()

(k+1) +k

S -x -1+ 150,150, -1y <0
Ce cas estsymetrigue an cas précédent (permute 1 et ) done rpossile

46 cas. =M1 I, -1 <0, -1 <(

D+ - ) =0

v
:>x1=x2=m

<\2x2 +k(-2(-}q -1 +1))=0:M\




S cas: ~xy =19 +1<0, =150, -1 >0

rle+k(‘2("xl)]:0 {(H_k) O
= () donc impossible.
P e R (P R e impossl

\

0t cas: ~xy -1y +1<0, -3 <0, -1 >0
r2x1=0

| =
21y +{-2(-1))=07

14k}, =( = 1= 1) = donc mpossible

.
o

Tecas: -x =y +1<0, =150, -1y <0
Ce cas st symerique au cas précédent (permuter x et ) done mmpossible

gecas. =xp =1y +1<0,- 1 <0, -1 <0

<§x2 %:m = 17 =0 done mpossioe.




La sute des r, = 1+ka et convergente, Depes théoréme, elle converge vers [a sluon ge

TN
Paye| =
]

La soluton de (P) v I crére e quaificaion de ['ndependance lnéaie, s fonctons son
(" done e Hmies suvantes nous donnen e muliplicaters de Lagrange e (P):

fovml )
gy (1 -Qk(-mH)-m 1

ng; ()=



Méthode de Barriere:

La méfhods  bambe st un mefhod prmal ans I e o s placmens e ot
e de lensmble s soluionsrasels, e foncion b mpéchnt em s,
(O sesout e s G poolemes gur par L pesence de Lo e st prtie i
CONTAIES

Onoonie o o (). e () e SR

e gue e st non v of pour oo * sl e () ot vosags ) e
enont e de . 08 oot el st ue o et aende o e

e

j u fonction barmiére est une fonction defme sur I'imtérieur de § et
MMMe

Lq.< B0
3) B on s appche e o e

| —




Exemple S{xg,()U 2, ,m} ol les g oot oontinues et L

{x plr)<li=L,, ,m} ( erieur de 5. Sous ces hypothese [a fontiere de § e

Jnsentle e 3 }
Alors on peut prendre Come bar Y
I

EE!%T Bx)= ELog( o) e -1,
] g

Onconse ke prolme: i )+ B{ el tiof (Se T S)

Ct probleme peut i 5ol par des méfhode doptimseionsans contens, s proprts 1 e
3 & I bare B empéchant de sortr e

Cependant pour que ¢ probleme i, vt (P, 1 o  rndpou e +B(7) s
négligeable et ansi minimisr () sas écarter e eventueles soutons e (P) siuées sur
o . L vl  ant s comue i 0 e done e s | s
stictement croisant qui tend vers Finfini (per exemple ) et on ésout [ sl de problemes

i )30 (e] O 1 it s ol



Brempl: i (P)minimie f{ ;1= x% +x% 5008 a contrante x; 41, 21

On met la contramte sous [a forme gl 3,)=-1, -1, +1<0

Utilisons la barriére B(xl,xZ) = 'L()g (xl '}'JCZ - 1)
On ésout st d probmes (P
e 17 41, +-};(-Log(x1 ty 1)) s0us a contrae 1+ >

L domaine des solutions réalisabls étant ouvert, le minimum st atflnt nécessairement en un
point critique, De pus La onction etant convexe (comme somme de fonctions convenes, tout
ooin citigue st optimum globel,

Ona done & résoudre: (1)

Il :I2

Onen dedut e systeme i
! {zxﬁ(m{l]:o



e o o g et ot s e ke

| 4
1% . ! ”E

et =1 == e o 5 1,0,

I=h=

i 1+

| —k’é ( ) e s ol e )

v e (o gt e - i(xll ) IS 0 S0l



Exercices

Exercice 1 : Soit le probleme
d’optimisation suivant :

Min f(x,y)= (x+y)
S. a:

g(x,y)=x*+(y-1)?-2=0
1. Reésoudre graphiguement ce probleme.
2. Soit le point x*=(-1,0).
— Veérifier que ce point est régulier et
donner I'ensemble T(S, x*).

— Indiquer sur le graphe le gradient de f et
le gradient de h.

— Donner I’équation de |la tangente au point
x*,
3. Résoudre ce probleme en utilisant la
méthode du sous gradient avec
M0=1/4 et un pas: p=1/4



Exercice 2 : Soit le probleme d’optimisation suivant :
Min (16x,+10x,+4x,)
S. C. @ 8X;+2X,+X3+4x,210
X;+X,2>1
X3+X, =1
x.€{0,1}
1. Résoudre ce probleme en utilisant la méthode

des plans coupant avec X°={ (1,1,1,1), (1,0, 1,0)
h

2. Enutilisant la méthode des sous gradient avec
. un pas p,= 1/2+3) (k=0,1,.. .) et A0 =0
Il.  Un pasde l'itération k égal :

k 5k(2—6’(/1)
B(x

Prendre & ,=2/2% (k=0, 1,...) et A9=0

Exercice 3 : on considere le probleme : Min(x;+x,)
5.C. g(X)=x,%-X,-2<0

Résoudre ce probleme par la méthode de Barriere en
prenant p, =k et comme fonction de Barriere B(x) :

* B(x)=-1/g(x)
*  B(x)=-log(-g(x))




Exercice 4:

Soit le probléme suivant :

P)  mn f [x1,%y )= 35 + 27 sous la contrate x, +1, 21
Ky B

1) Conditions de Kuhn-Tucker.

2) Résoudre les conditions de Kuhn-Tucker.

b) Sont-¢lles des conditions suffisantes d’optimmalite dans le cas de (P) et pourquoi ?
¢) En déduire x* la solution de (P) et calculer f{x*).

2) Dualité,

Onnote (4= ( mi}lEl 13x12 4 -1, ~x, +1) la fonction duale
X% ER°

2) Domner 'expression de 6(2) en fonction de A uniquement, Verifier que Gest concave,

b) Enoncer (D) le probléme dual de (P) et le résoudre.
¢) Soit 4* fa solution optimale de (D). Caleuler 6(A¥). Existet-il un saut de dualité entre (P) et (D) ?

3) Pénalité de Beltrami.
Onpose g(x)=1-x ~x. La contrainte de (P) s"écrit donc g(x)<0.

a) Résoudre (P) par la méthode de pénalité de Beltrami avec =k
b) Retrouver le multiplicateur de Lagrange des conditions de Kubn-Tucker.



