
Dualité Lagrangienne

Ici, nous nous intéressons au problème 
d’optimisation suivant :

min
𝑥 ∈𝑋

𝑓(𝑥)

s.c: 
gi(x) ≤0,   i=1, …,q

hj(x)=0,  j= 1, …,p

gi(x) et hj(x) sont supposées à valeurs réelles et de 
classe C1



Remarque:  la fonction (u, ) est une fonction concave.



Dualité en programmation linéaire

En programmation linéaire le primal et le dual sont reliés 
selon le tableau suivant:



Max (D)=(u*, *) = L(x*, u*,*) = 

f(x*)=Min (P)



• Pour les problèmes de type (p)  qui n’admettent pas de point-col 
(c’est le cas  général,  pour les programmes discrets où  S est un 
ensemble discret (programmation linéaire en nombres entiers)) on 
a: 

(u*, *)  f (x*)

Et la différence f (x*)- (u*, *)  est appelé le saut de Dualité

Exemple:

ቊ
𝑀𝑖𝑛 (𝑥2 + 𝑦2)

𝑠 . 𝑐: 2𝑥 + 𝑦 ≤ −4

- Le lagrangien de f est défini par : L(x, y, )=𝑥2 + 𝑦2+ (2𝑥 + 𝑦+4).
- - le minimum en x de L(x, y, ) est défini par:

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 2 = 0 𝑥 = −

𝜕𝐿

𝑦
= 2𝑦 + =0  𝑦 = −/2

D’où la fonction duale:  

()= −
52

4
+4

Le maximum de () est obtenu lorsque: 
𝜕


= −
5
2

+4= 0 𝑑′𝑜ù  ∗=8/5 .  On a alors: f(x*, y*)=( ∗)=16/5 et 

X*=-8/5       et y*=-4/5
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Solution optimale du problème primal:

• Fonction duale et 

l’optimum du

problème dual
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X2+y2=16/5
2X+y=-4

16/5

*=8/5

()=-5/42+4

La fonction  est 
concave

f(-8/5, -4/5)=16/5



Exemple 2:





Méthodes de résolution: Trouver une solution d’un

problème d’optimisation sous contraintes fonctionnelles
consiste à déterminer un point optimal x* et des
multiplicateurs de Lagrange associés (*, µ*). Deux
grandes familles de méthodes peuvent être définies pour
la résolution de ce type de problèmes: les méthodes
primales et les méthodes duales. Les méthodes primales
ce concentrent sur la détermination du point x*, les
multiplicateurs (, µ) ne servent souvent qu’à vérifier
l’optimalité de x*. Les méthodes duales s’intéressent à la
détermination des multiplicateurs (*, µ*) en travaillant
sur le problème dual (D).

• (x)=(w) est le sous gradient de la fonction 
duale  (w)
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• Le pas de déplacement peut être choisi aussi comme suit:

Où z est la valeur de l’objectif  de la meilleur solution 
réalisable obtenu pour le primal (P), k est un nombre 
choisi entre  0 et 2, puis k est réduit par un facteur de 2 
chaque fois que (wk) n’est pas améliorée après un 
certain nombre d’itérations. (wk) est la fonction duale.

• Projection: Soient CRn, x  Rn , x*  C tel que:
 x-x* =inf   x-y  :y  C, x*est appelé projection de x 
sur C.
X*, s’il existe, est le point de C le plus proche de x.
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Méthodes de pénalités et de barrière:

Méthodes de pénalités: Les méthodes de pénalités Les     la 
méthode de pénalités :

sont des méthodes qui consistent à atteindre la solution du
problème par l’extérieur de l’ensemble des solutions
réalisables. Dès que l’on atteint une solution réalisable, celle-
ci se trouve être une solution optimale. Cette méthode
consiste à résoudre une suite de problèmes sans contraintes.

Principe de la méthode:

où

X

X



On peut prendre comme pénalité:

• Convergence de la méthode:



Le théorème précédent nous affirme la convergence de cette 
méthode.

Approximation des multiplicateurs de Lagrange:













Méthode de Barrière:

Principe de la méthode:









Exercices

Exercice 1 : Soit le problème 
d’optimisation suivant :

Min f(x,y)= (x+y)

s.  à :   
g(x,y)=x2+(y-1)2-2=0

1. Résoudre graphiquement ce problème.

2. Soit le point x*= (-1,0). 
– Vérifier que ce point est régulier et  

donner l’ensemble T(S, x*).

– Indiquer sur le graphe le gradient de f et 
le gradient de h. 

– Donner l’équation de la tangente au point 
x*.

3. Résoudre ce problème en utilisant la 
méthode du sous gradient avec 
(0)=1/4 et  un pas : =1/4   



Exercice 2 : Soit le problème d’optimisation suivant :

Min (16x1+10x2+4x4)

s.  c. :  8x1+2x2+x3+4x410

x1+x21

x3+x4 1

xi0,1

1. Résoudre ce problème en utilisant la méthode 
des plans coupant avec X0= (1,1,1,1), (1,0, 1,0) 


2. En utilisant la méthode des sous gradient avec

I. un pas k= 1/2(k+3) (k=0,1,.. .) et (0) =0

II. Un  pas de l’itération k égal : 

Prendre  k=2/2k (k=0, 1,…) et (0)=0

Exercice 3 : on considère le problème :        Min(x1+x2)      
s.c.  g(x)=x1

2-x2-2≤0

Résoudre ce problème par la méthode de Barrière en 
prenant µk=k et comme fonction de Barrière B(x) :

• B(x)=-1/g(x)

• B(x)=-log(-g(x))
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Exercice 4:


