Chapitre 1

Introduction

1.1 Préliminaires

Dans la suite, nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C et par B(E) 'algebre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans €. Nous désignerons par I 'unité de B(FE).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C € — & nous noterons par:
ImA={Az|x € D(A)}

I'image de A et par:
Ker A={x e D(A)|Ax =0}

le noyau de A.
L’opérateur A : D(A) C € — Im A est surjectif. Si KLer A = {0}, alors A est

injectif. Pour un opérateur bijectif, on peut définir I'opérateur inverse:
AN D(A)cE—€

par A7ly = x si Az = y. Evidemment D (A™') = Zm A. Dans la suite nous
noterons par GL(E) 'ensemble des éléments inversibles de B(E). L’ensemble GL(E)
est un ensemble ouvert dans B(E) ([Is’81] Theorem 4.1.13, pag. 145]).

Soit A : D(A) C £ — &£ un opérateur linéaire. Pour tout n € N, nous définissons:
A" :DA") — &

par:
=], A=A A =A(a)

bt
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| D(A") = {z € D(A" ) [A" 'z € D(4) |

quel que soit n € N.

Lemme 1.1.1 Soit f : [a,b] — & une fonction continue. Alors:

1 a+t
lim~ [ 7(s) ds = f(a)
Preuve Nous avons:
a+t a+t

1

3 [17(s) = s(@) ds

- < sup |[[f(s) = fla)ll

s€la,a+t]

o [y ds— fta)

a

L’égalité de I’énoncé résulte de la continuité de I'application f.m

Lemme 1.1.2 Si A€ B(€) et ||A|| <1, alors I — A€ GL(E) et:
(I-A)=> A
n=0

Preuve Soit Y,, =1 + A+ A2+ ...+ A" Alors:

A"
1—[[A]

Yoy — Yall < —0 pour n— oo,

Par conséquent, (Y,),.n est une suite Cauchy. Mais B(E) est une algebre de
Banach. La suite (Y,),on est donc convergente. Notons Y € B(£) sa limite.
De l'égalité (I — A)Y,, = I — A" il résulte que lim,_.o(I — A)Y, = I, d'ou
(I—AY =1.

Nous obtenons Y (I — A) = I de fagon analogue.

Finalement, on voit que I — A € GL(E) et que (I — A)~' = § A" m
n=0

Remarque 1.1.3 Si ||[I — Al < 1, alors A € GL(E) et A™! = nio([ — A)™.
Définition 1.1.4 L’ensemble:

p(A) = {X € C|(AT — A)™" est inversible dans € B(E) }
s’appelle ’ensemble résolvant de A € B(E).

Proposition 1.1.5 Soit A € B(E). Alors p(A) est un ensemble ouvert.
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Preuve Définissons ’application:
¢:C— B(¢)
par:
p(N)=A—-A

Evidemment, ¢ est continue. Si A € p(A), alors A\l — A € GL(E) et par suite
p(A) = ¢ 1 (GL(E)). Comme GL(E) est un ensemble ouvert, on voit que p(A) est

ouvert.m

Définition 1.1.6 L’application:

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1.7 La résolvante d’un opérateur linéaire A € B(E), a les pro-
priétés suivantes:

i) si A, € p(A), alors:
R(A;A) = R(p; A) = (0= MR A)R(p; A)
i1) R(.;A) est une application analytique sur p(A);
i11) si A € C et |A| > ||A]|, alors X\ € p(A) et nous avons:
o A'ﬂ
RNA) =) g

n=0

iv) Nous avons:
%R(A; A) = (=1)"nIR(\; A"

quels que soient n € N* et A € p(A).

Preuve i) Nous avons successivement:
R\ A) = R(p; A) = (M — A) ™ — (I = A) ™ =

A=A (u — A=A+ A) (uI — A" =
= (u—A) R\ A)R(p; A)
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quels que soient A,y € p(A).
ii) Soit A\g € p(A). Notons D (>\07 m) le disque ouvert de centre \y et de

rayon . Alors, pour A € D (>\07 nous avons:

1
IR A ||R(>\0;A)|| ’

A = A=[I— (A — AR A)] (ol — A)

Mais:
[(Ao = A)R(Ao; A)[| = [Xo = Al|R(Ao; A)|| < 1

Compte tenu du lemme [[L.T.2] il résulte que:
I = (Ao —A)R(A; A) € GLE)
d'ou A\ — A€ GL(E) et

A=A = (NI —A)I- ()\O—A)R()\O;A)]‘lz

= )\0, Z )\0— )\OaA) =
= Y (=1)"(A = X0)"R(Ng; A"
n=0

Donc R(.;A) est analytique sur p(A).
iii) Soit A € C tel que |A| > [|A]|. Alors |A7'A]| <1, dou I — X'A € GL(E). De
plus:

_ > . An
(1-x4)" = X () =X
Par conséquent:
RONA) =M —A) =21 (I - >‘_1A)_1 - g )\1311

L’assertion (iv) s’obtient par récurrence. Pour n = 1, nous avons:

d d
— A
R(M\A) = Y

0 — (M A =M —A)2=R(\A)?

Supposons que pour k € N, on ait:

d* §
| . k+1
TEROGA) = (“DFRIR(X; A)

Montrons que:

dk—i—l

N L ROGA) = (—1)FF (k4 1)IR(A; A2
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Nous avons:
dk-l—l d dk
WR(NA) =0 <WR()\7A)> =
= dii (=" kI = A)~F1] =

= (=DFEI(=k = D)(M — A2 = (=1)"(E + DIR(\; A)F+2

et par conséquent:

%R(A; A) = (=1)"n!R(\; A" (V)n € N*m

Remarque 1.1.8 Compte tenu de la proposition [LT.7 (iii), il résulte que:
{Ae ClIAI > [[A[} € p(A).
Définition 1.1.9 L’ensemble o(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A € B(E).

Proposition 1.1.10 Soit A € B(E). Alors:
i) o(A) #0;

ii) o(A) est un ensemble compact.

Preuve i) Supposons que o(A) = (). Alors p(A) = C. Par conséquent, ’application
A — (M — A)~! est définie sur C. De plus, pour |A| > || 4], nous avons:

[e.e] An

R4 = 355 o (DA e pla)
Il s’ensuit que:
‘)\l|im R(\A) =0.

Donc il existe M > 0 tel que ||R(A; A)|| < M, (V)X € C. Le théoreme de Liouville
([DS’67, pag. 231]) implique que R(.; A) est constante sur C et que cette constante
ne peut étre que 0. Donc (A — A)_l = 0 pour tout A € C, ce qui est absurde.
Par conséquent o(A) # 0.

ii) Compte tenu de la proposition [[LT.7 (iii), nous obtenons que:
o(A) c{re ClA < [IA]}.

L’ensemble o(A) est donc borné. Comme nous avons vu que o(A) est un ensemble

fermé, il est donc compact.m
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Définition 1.1.11 Pour un opérateur linéaire A € B(E), le nombre

r(A) = sup |\
A€o (A)

s’appelle le rayon spectral de A.

Remarque 1.1.12 Evidemment, pour un opérateur A € B(E), o(A) est contenu
dans U'intérieur du cercle de centre O et de rayon r(A). De plus, on peut montrer
que

r(A) = lim [|A"]|"

n—oo

et on voit que r(A) < || A]|.

Par la suite, nous présenterons quelques problemes concernant la théorie spec-

trale pour un opérateur linéaire fermé A : D(A) C &€ — €.
Définition 1.1.13 L’ensemble:

p(A) ={Ae€ C|A\[ — A:D(A) — & est opérateur bijectif}
s’appele [’ensemble résolvant de A.

Remarque 1.1.14 1l résulte du théoreme du graphe fermé ([DS’67, Theorem
I11.2.4, pag. 57]) que l'opérateur:

M—-A)"8—¢&
est continu dans .
Définition 1.1.15 L’application:
R(.;A): p(A) — B(E)
RONA) =M —A)7 (V)A€ p(A)
s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1.16 Soit A : D(A) C &€ — &, un opérateur linéaire fermé.
Alors:

i) p(A) est un ensemble ouvert et R(.; A) est une application analytique sur p(A);
i) si A\, pu € p(A), alors:

RN A) — R(p; A) = (p— RN A R(ps A)



1.1. PRELIMINAIRES 11

iii) Nous avons:

%R(A; A) = (=1)"n!R(X; A)"H!

quels que soient n € N et A € p(A).

Preuve Elle est analogue a celle de la proposition [LT.7lm

Définition 1.1.17 L’ensemble o(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A.
Remarque 1.1.18 o(A) est un ensemble fermé.

Remarque 1.1.19 Il existe des opérateurs fermés qui ont un spectre non borné.

Exemple 1.1.20 Prenons & = Cjg ) et considérons I'opérateur:
D: C[l(Ll} — g

défini par:

Dans ce cas, nous avons o(D) = C.

Définition 1.1.21 Soit D C C un ensemble ouvert. Une application analytique:
D> )\— R, € B(¢)
qui vérifie la propriété:
Ry—R,=(pu—ANR\R, , (M)A peD,

s’appelle une pseudo-résolvante.

Théoréme 1.1.22 Soit D 3 A — R, € B(E) une pseudo-résolvante. Alors:

i) RA\R, = R,Ry, (V)\,n € D;

i1) KerRy et ZmR) ne dépendent pas de A € D;

i11) Ry est la résolvante d’un opérateur linéaire A fermé et défini sur un sous

espace dense si et seulement si KCerRy = {0} et ImRy, = €£.
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Preuve i) Soient A, u € D. Alors, nous avons:
R)\ — Ru = (,u — )\)R)\R“
et:
Ru — R)\ = ()\ — M)R“R)\ y
d’ou:
0= (u - )\)RARM + ()\ - ,LL)RMR)\

Par suite, on a R\R, = R, R\.
ii) Soient u € D et x € Ker R,. Alors R,z =0. Si A € D, on a:

Ryz — R,z = (u— A\)R\R,x

Donc Ryxz = 0. Par conséquent x € Ker Ry. Il s’ensuit que Ker Ry ne dépend pas
de A € D.
Soient u € D et y € Im R,. Alors il existe x € £ tel que R,z = y. Si A € D,

nous avons:
Ryx — Ryx = (u— A\)R\R,x
Donc:
Rxe—y=(n—=ARy
ou bien:

y=Rx(z+ (A —ny)

Donc il existe u =z 4+ (A — p)y € € tel que y = Ryu. Par conséquent y € Zm R,.
Il s’ensuit que Zm Ry ne dépend pas de A € D.
iii) = Si R, est une résolvante pour un opérateur linéaire A fermé et défini sur
un sous espace dense, alors R, est une application bijective, d’ou Ker Ry = {0}
et Ry = (A — A)™". Par suite, Ry = M — Aet D(R,™') = D(A) = £. Par
conséquent Zm Ry = D (Rfl) =¢£.
<= Soient D 5 A —— R, € B(&) une pseudo-résolvante et A € D tel que Ker Ry =
{0}. Alors pour y € Zm R, il existe un seul x) € £ tel que y = Ryx). Mais pour
A€ D, on a:

Ryy — Ryy = (= M) RaRyy
D’autre part:

RXy — Ruy = RARMZL’M — RMR)\[L’)\ =
= R)\RHSL’“ — R)\RHSL’)\ = R)\‘R‘u (IH — I)\)
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