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d’otu il résulte que (z,),en est une suite de Cauchy. Puisque £ est un espace de
Banach, il s’ensuit que (z,),en converge vers un point € €. Alors, on en déduit
que:

Ar, —ar—y si n—

et comme A est un opérateur fermé, on obtient x € D(A) et ax — Axr = y. Par
suite, Zm (ol — A) = € et a € A. Donc A est fermé dans |0,00) et comme il

existe oy € A, nous déduisons que .4 =|0,00).m

1.3 Semi-groupes uniformément continus

Dans la suite nous présenterons quelques problemes concernant les semi-

groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Ba-
nach &.

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-
néaires bornés sur & une famille {T'(t)},5o C B(E) vérifiant les propriétés sui-
vantes:

i) T(0) = I;

i) T(t+s)=TM)T(s) , (V)t,s>0;

iii) limp o | T'(t) — I]| = 0.

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément

continu {T(t)},5, Uopérateur linéaire:

A £E—E
T(t)—1

A =1lim
AN

Lemme 1.3.3 Soit A € B(E). Alors {em}t>0 est un semi-groupe uniformément

continu d’opérateurs linéaires bornés sur € dont le générateur infinitésimal est A.

Preuve Soit A € B(€) et [0,00) 5t —— T(t) € B(E) une application définie par:

tA: [o¢] tk‘Ak‘

T(t)=e e

k=0
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La série du membre de droite de ’égalité est convergente pour la topologie de la
norme de B(E). De plus, il est évident que T(0) =1 et T(t + s) = T(¢)T(s) quels
que soient ¢, s > 0.

Compte tenu de I'inégalité:
1T =1 < e =1 (W)t >0,

il résulte:
lim I7(t) = I|=0

Donc la famille {T'(t)},, C B(E) est un semi-groupe uniformément continu.

D’autre part, puisque:

T(t)—1I 1 1 th Ak
) ]
kAk 1> k A k
= H <I+tA+Zt —I—tA) < - t”,”
k=2 tizs K
A" 1
_ Al = X (el Z 1 Zgap) =
! <1+t||A|| T LIRS f41)
T Al Ao s e
= — si t ,
Al
nous obtenons:
T(t) —
lim -1 =A
N0
Le semi-groupe {T'(t)},5, admet donc pour générateur infinitésimal I'opérateur

Anm

Lemme 1.3.4 Etant donné un opérateur A € B(E), il existe un unique semi-

groupe uniformément continu {T'(t)},, tel que:
T(t)=¢e4 | (V)t>0.

Preuve Si {5()},5, est un autre semi-groupe uniformément continu engendré par

A, nous avons:

i LO =1 _
t\.0 t
et:
-1
lim S) =A
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Par conséquent:

lim
.0

Pour a €]0,00), nous considérons l'intervalle I, = [0,a[. Comme {T'(t)}, et
{S(t)},50 sont des semi-groupes uniformément continus, nous voyons que les ap-
plications:

t—T@)]

et:
t—[|S)|l

sont continues. Il existe ¢, € [1, 00) tel que:
sup {[[T(O)]], S} < ca
tEI(L
Sie > 0, il existe ty € I, tg > 0, tel que:
< — , (V)t€]0,tol.
Soit ¢ € I, arbitrairement fixé et n € N tel que £ €]0, ¢o[. Alors:
t t
ro-so- [r (o) -5 (1))
n n
t t t t
n—) s (o—) T ((n _ 1)—) s (1—) 4
n n n n
)-1(n-25)s(20) +
n n

= (ko) P () -5 ()]s (k)

quel que soit t € I,.

De I'inégalité:

nous obtenons:
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et par suite:

n—1
IOECTOIEDS caiica <c , Wiel,
k=0

2
o

Puisque € > 0 est arbitraire, il en résulte que T'(t) = S(t), pour tout ¢t € I,. Mais,
comme a €)0,00) est aussi arbitraire, il s’ensuit que 7'(t) = S(t), (V)t € [0,00).m
Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur

soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoréme 1.3.5 Un opérateur A : £ — & est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire

borné.

Preuve —> Soit A : & — £ le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uni-

formément continu {T'(t)},., C B(E). Alors:

lim ||7(t) — 1] =0

t
L’application [0,00) 2 t +— T(t) € B(E) est continue et par suite [T(s) ds € B(E).
0

Avec le lemme [Tl on voit que:

Il existe donc 7 > 0 tel que:

<1

17’
— [T(t)dt -1
TO/<>

Compte tenu de la remarque[[.1.3], I’élément % JT(t)dt est inversible, d’ou il s’ensuit
0

que [T'(t) dt est inversible. Nous avons:
0

T(h;L_IO/TT(t)dt:% O/TT(tJrh)dt—o/TT(t)dt =
= %/T(u)du—% T(u) du
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Avec le lemme [I.1.T], nous obtenons:

. T(h)—-1 B
™! fria-
0
= lim

1 T+h 1 0+h
hm |+ T/T(u) du — 7 O/T(u) du] =
I

= T()-T(O)=T()~T

d’ou:
, -1

/ﬂoﬁ

0

. T(h)—T
}}{%T = [T(r) — 1]

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue
{T'(t)},5, est Vopérateur:

-1

€ B(€)

T

/ﬂﬂﬁ

0

A= [T(r) - 1]

<= Cette implication est évidente compte tenu du lemme[[.3.3]et du lemme[l.3.4lm

Corollaire 1.3.6 Soient {T(t)},5, un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal. Alors:
i) il existe w > 0 tel que ||[T(t)] <et , (W)t >0;
ii) Uapplication [0,00) 3 t — T'(t) € B(E) est différentiable pour la topologie de
la norme et:

dT(t)

= =AT(H)=T(MA . (V)t=0.

Preuve i) Nous avons:
IT(@)]| = e < et vyt >0,
Pour w = || A||, nous obtenons l'inégalité:
IT@OI <€, (W)t =0

L’assertion (ii) provient des égalités suivantes:

A =1lim Lt) -1 = lim Lt) —7(0)
N0 t t\,0 t—20

Y
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nous en déduisons que l'application considérée est dérivable au point ¢ = 0.
Soient t > 0 et h > 0. Alors:

|T(t+ h})L -T@) A7) <
< H% - AH i) < | PO 4] e
don T(t + h) — T(t)
Hm A —AT(t)| =0

Par conséquent, I'application considérée dans I’énoncé est dérivable a droite et on

" 4+ T(8)

dt
Soient t > 0 et h < 0 tel que t + h > 0. Alors:

— AT(t) , (V)t>0.

T(t+h})L 7O | <
< |[FRE - m <
< T(%z_] _AT(—h)| eIl
d’ou il vient:
g LD =T 4

h, 0 h
Par conséquent l'application considérée dans I'énoncé est dérivable a gauche et

nous avons:

o =AT(t) , (V)t>D0.

Finalement on voit que ’application considérée dans 1’énoncé est dérivable sur
[0, 00) et nous avons:

dz—f) — AT(t) , (V)t>0.

On vérifie que AT(t) =T(t)A, (V)t > 0m

Maintenant abordons quelques problemes de théorie spectrale pour un semi-
groupe uniformément continu {7'(t)},., ayant pour le générateur infinitésimal
l'opérateur A € B(E).

Théoréme 1.3.7 Soient {T'(t)},., un semi-groupe uniformément continu et A

son générateur infinitésimal. Si X € C tel que Re\ > ||Al|, alors Uapplication:

Ry:— €&
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