Rhéologie des sols Chap. Il : Lois de Comportement Elasto-Plastique

1- Introduction

La théone de la plasticité a été developpee, au deébut des annees trente (1930), imtialement
pour les metaux. bien qu'elle puisse etre appliquée a d'autres types de maténaux. Pour montrer
les aspects, dont la plasticité possede, etudions, par exemple, le cas d'une barre métallique
soumise a la traction pure. Celu est un cas umdimensionnel. facilement interprete. dans laquelle

nous observons les caractéristiques suivantes comme illustrer dans la figure (1).
Un comportement proche de l'elasncite lineamre jusqu'a ce que la contramnte apphiqueée

arteigne une certane valeur limite @y (0, ; 6,). (qu'on 'appelle limite d élasticité).

Une fois attemt cette valeur. on aura un o
changement de comportement, pour laquelle les
déformations augmentent beaucoup plus rapide.
tandis que la contrainte demeure sensiblement
constante ou il vare légérement: le matériel
s’écoule.

nk‘ i =l

Fig. -1- : Essai de tracrion wniaxiale

e Une fois atteint le régime élasto-plastique, (c'est a dire, apres que la contrainte dépassera
la valeur limite @y), les déformations ne sont plus réversibles dans sa totalité. En effet.
observant un cycle de charge et décharge comme le chemin OAB (fig.-7), notons que la
deformation au mveau de pomt A vaut :

Ea = (84— ¥y) + &y

¢  Aboutissant a une certamne valeur de deformation, se produra la rupture du matenel.

Dans cette figure nous pouvons voir que, pour un point P quelconque dans le repere o-g,
la déformation possede deux composants: élastique. récupérable. et plastique, non récupeérable:
E= & + &
Nous rappelons que !'experience met en evidence l'existence d'un domaine d’elasticite a
I'intérieur duquel les déformations sont réversibles. La définition donnée a la partie II peut étre
senéralisée.

2-Fondements de la théorie de la plasticite-3D
2-1- Existence de domaine élastique

11 existe de multiples procédes expénmentaux qui permettent d'accéder an comportement des
materiaux soumis a des sollicitations plus complexes que la smmple rraction-compression
wmiaxiale précédemment examinée. Citons par exemple l'essai "triaxial de révolution™ utilisé
couramment pour les sols, roches ou bétons, schématise sur la figure (2-a). ou bien l'essai de
"traction-compression-torsion” représenté sur o figmre (2-b). employé pour tester des
materniaux metalliques ou composites sous sollicitation de fraction-compression-scission
obtenue en L‘hﬂfkllﬁ.
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Fig. -2- : Exemples d'essais "multiaxiaux",

La figure (3) représente dans le plan (o, 1), un domaine de forme elliptique, déterminé
experimentalement a I'aide de ce dermer essai. a I'imténienr duquel le comportement du tube (du
materian). demeure élastigne. Dés que le pomt repreésentatif du chargement franchut le sewl du
domaine. appele demaine d'élasticité initial, pour revenir ensuite a l'etat decharge (a=1=0), 1l
subsiste un allongement et une rotation résiduels. L'écrouissage du maténiau se traduit par une
modification du domaine d'élasticité.

g T=CH2xR")

Fig.-3- : Détermination expérimeniale //H‘\\
a = F N 1eke)

dir domaine d'élasticiré initial a aide 1

d'n essai de traction-compression-

rorsion (d'aprés Bui, 1969, i —— \
Une fois le comportement élastoplastique est atteint 1"état de contrainte demeure sur |a
surface limite définie par la fonction de charge.

Etant donné, que le matériel expérimente un changement de comporiement pendant |"étape
de chargement. Pour cette raison, les relations contramtes-déformations doivent étre ecrites de
forme incrementielle. Nous utiliserons les annotations suivantes de maniere indistinete:

ﬂﬂ’l_ H:‘."'nt], Ou bien ﬁ[, b tl,[. ou bien dﬂ]] Hdl]_

2-2- Hypothése d'additivité

Le principe de base. de la théone de plasticite. est que dans tout moment 1l peut se produire
de déformations élastiques (réversibles), et plastiques (non réversibles), et que la déformation
totale c'est la somme des deux quantités:

dEﬁ = df:: + dfr
Totale E lastiqgue  Plastigue

Les deéformations élastiques, sont calculées avec la théone de I'élasticité, bien que les

parametres ne peuvent pas eire constates:

dfizc[, dﬂ'k On dﬂn = .ﬂt I&f‘
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3. Critéres de plasticité

Un cntere de rupture (Joi de comportement) est une fonction de contraintes, Pour un
matériau sans écrouissage (plasticité parfaite). ce critére ne peut étre dépassé en aucun point. Les
défonuations sont régies par une loi dite loi d'écoulement.  Plusieurs critéres de plasticité sount
employes powr decrire le comportement des maténaux. On trouve des crteres a un seul
paramétre. critéres a deux paramétres, critéres i cing parameétres et des critéres a plusieurs
parametres,

3-1- Critére de Von Mises

L'experience montre que pour les métaux. tout &tat de contraintes «hydrostatiquen est
adnussible. C’est a dire que quel que soit la charge, 1l n'y a pas de déformations plastiques.
En consequence :
2 [Le domaine d'élasticité est représenté par un domaine onuvert non borné o ‘axe d'isotropie
{1.1.1) ou l'axe Invdrostatique, dans ['espace des contraites principales,
2 L'expression du critére F (@) doit étre indépendante de la partie sphérigue du tensenr des
confraintes.
Pour exprimer le crtére nous utilisons donc le tenseur déviateur des contraintes defini par

Og =0 -:} tr(@)1 — Partie sphérique notée @,

Le critere de Von Mises est la forme la plus simple unlisant le premuer mvariant non nul du
deéviateur des contraimntes :

h@)= @) =0 et J, (T = B(f;z)z T 0
Soit la fonction de charge F (@) =@ : 0 - kK

La représentation graphique de la fonction de charge initiale dans %’ espace des contraintes
principales est une surface cylindrique non bomee d’axe hydrostatique (1.1.1) de rayon V2e,.

i
Rafln
a, 7,
Vue (1.1,1) dans le plan d"équation :
a, +0,+a0,=0
a)Représentation du critére de Von Mises b) Section du prisme par le plan
dans L'espace ¥, @, O, ¥ =0+0,1t0,=0

Fig. -4- : Représentation du critére de Von Mises dans l'espace des contraintes

En pratique la défimtion du domaine d’élasticiteé. utilisant le critere de Fon Mises. est la
suvante:

= Le sewil @, a la dimension d'une contrainte que {'on pent
a; z94:04 — O5 = 0 identifier a @, dans le cas de l'essai de traction.
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La grandeur oy = E:T,I: U4 est appelée contrainte équivalente de Von Mises.

Dot en termes de contramtes principales :

ay =J%l[01— 0z)* + (03— 03)* + (03— 01)%]

Et F,(0) = ay — a,
3-2- Critére de Tresca

Ce critere est originalement développe et utilisé pour les meétaux. Selon ce critére. la
plastification prend place lorsque la contramte maximale de cisailllement (tangennelle) dans un

point atteint une valewr critique k (propriété de matérian). Mathématiquement ce critére peut
s'exXprimer comine :

@ . vijel3] oy — o5 - o, < 4]
La contrainte équivalente de Tresca est définlepar: @3 = m |F.[‘-‘ ﬂjl

Pour I'essai de cismllement simple, une représentation de Mohr (voir :
r - i s i L ; v o B
figure c1-contre) ]J'I.EI'JJ_]ET de ' m_r gue 1 er?plf:samn du _-:ntere de TRESCA est : = LTI
[27| - o = 0. La linute d’élasticité en cisaillement simple est done : 2e,. %l = /

La représentation graphique fonction de charge initiale dans %° espace des conmaintes
principales est une surface cylindnique de base hexagonale non bomee daxe (1,1.1).

a,
Von Mises
Tresca
(T, 7,
1 2
a)Représentation du critére de Tresca b} Section du prizme par le plan
dans L'esogee 7T & T, Il'Tr.Ifj",Iz[}

Fig. -5- : Représentation du critére de Tresca dans ['espace des contraintes
En fonetion de contrainte principales, on peut exprimer le critére de Tresca comme ;
1 A o 1
:Eiﬂ'l- o3] =k cad Flg) = Elﬂl— o3/ - k=10
Ou k= o5 (0, 0 0y) (sewil de plasticité).

Remarque : addition d'un tensenr spherigiie quelcongue an tenseur des contraintes ne modifie
pas la valewr de la contrainte equivalente de Tresca. Towt etat de contraintes
hvdrostatique est donc admissible. Comme pour Ven Mises ce critere est
indépendant de la partie spherique du tenseur des contrainres.
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3-3- Critére de Mohr-Coulomb
Le critere de Mohr-Coulomb. mdique que la mipture est gouvernee par la relation suivante ;
Fo)=Itl =¢ + a,.t (p)=0

¢ : Lacohésion et @ ; L'angle de frottement, représentent les parameétres du modéle.

Avec: @y = % ofe % C (2 ) . Fraumomentdeuptre
= +
0y = 04 .
1] = 2=% 5 (2)

Sion remplace, 1'expression de la fonction de charge peut étre écrite sous la forme :
F@ =(1-5 (@)oo, — (1+ 5 (@)os —2¢cC (@) =0
Avec > >

1l s'agit de I'équation d'un plan, son intersection
avec I'axe hydrostatique se caractérise par

— = =_ = (]

Il s”agit de I'équation d'une pyramide 3 base hexagonale non uniforme (Surface de rupture), dont
I'axe est |'axe hydrostatique &, =0, =0,

'y
o
_". - - dlmarleane I
) / - r i
“.,- L o -~
e a~ - ‘h"
_ o O3
b) Section du prisme par le plan
w}ﬂ‘cm:ﬂmmrmn du critére de Von Mises T oa+a,—m, -0
dans L'espace

Fig. -6- : Représenitation du critére de Molr-Cowlomb dans{‘espace des contraintes

Le cntere de Mohr-Conlomb a cte largement employe dans la modéhsation du
comportement du sol vu sa simplicité et vue la considération des parametres physiques du sol a

savolr la cohésion ¢ et l'angle de frottement ¢. Par aillewrs le critere possede certaines
insuffisances et qui peuvent étre énumeérées ci-dessons.

1. La contrainte moyenne n'a aucune infliuence sur le critére de rupture |

2. Les méridiennes et l'enveloppe de rupture sont des lignes droites, ce qui signifie que
l'angle de frottement interne ne varie pas avec la pression de confinement. Ce qui est
confraire aux observations expérimentales |

3. La surface de rupnwe possede des angles (des simgularites de point de wvie
mathématiguel, ce qui rend difficile son implantation numérigue.
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4- Lois de comportement élastique linéaire — parfaitement plastique

Dans cette section, une modelisation du comportement du sol par une lo elastque
parfaitement plastique sera presentée. En géotechnique, on utilise tres couramment. la lo
elastique linéarre, parfartement plastique avec les citéres de plasticité (de rupture), de Mobhr-
Conlomb. La lor de comportement modelise les courbes en tenmes de déviateur de contramtes et
déformation volumique en fonction de la déformation axiale.

4-1- Présentation des résultats de I"essai triaxial

Les résultats obtenus durant la réalisation des essais tnaxiaux a partir d'un état de
consolidation quelconque. drainés ou non dramnés. d'un sol sous une contrainte isotrope @ ;.
La variation du déviateur ¢ = 6" - 6’3 en fonction de la déformation axiale & : et I'évolution de

la vanation volumique &, = €, + 2 £; en fonction de la déformanon axiale g (Fig. -7).

o) =i - o') + o

{44

[ ]
n.'. ' : }:3
:¢ -

a

Fig. -7- : Cisaillement triaxial en compression : contraintes el deformations

Puisque Le sol est normalement consolide. des qu'on applique un déviateur de contraintes
le sol se plastifie. Pour des grandes déformations I"échantillon va atteindre un état critique.

Quand on atteint les états critiques pour de grandes déformations

* Siles essais sont drainés (Au=0) et Ae ou Av # 0 (Fig. -8).
= eouvdevient constant indice des vides critique (crirical void rartio) :

. thy
» qdevient constant: — = 0
)=
|

& 51 les essais sont non drainés (Au # 0) et Ae ou Av =0 (Fig -9).

L .. . i
# la surpression interstitielle Au devient constante : x5 0
e,
; thq
~ q devient constant : — = 0
itz
-1
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Fig. -9-: Exemples d'érar limite et

i ‘Etars (Titigues pour i essai iricvial
consolidé — Nen drainé sur des  sols
satrées NC et SC

Concernant la courbe deviarenr- déformation axiale. sous un premier chargement. 51 la
valeur du dewviateur q est infenieure a un certam seuil (fimire élasrique) Gg donne par la loi de
plasticite, on considere que le comportement du sol est elastique linéaire (Fig. -10).

g=a't -o')
H
Fig. -10- : Courbes déviarenr -
déformation axiale pour la loi
élastigue =linéaire parfaitenent - " ;
plastigue ' sl

Entre les points O et E le déviateur est proportionnel a la déformation axiale 6 - 6”3 = k.
g;. Les chemins de chargement OE et de deéchargement EO sont identiques. Des qu un point du
sol attemnt le sewl de plashcite og la deformation tend vers une valeur mfinie et sut le chemm
EP tant qu’on maintient le deviateur égal a @s. 51 on procede ensuite. a partir du pomt P, a un
déchargement PO, le chemin de contramres au déchargement smit la meéme pente qu’an
chargement. la pente au déchargement est donc 1dentique a la pente de premier chargement.

Au dechargement complet 1l subsiste une deformation penmanente plastique €, Ensuite s1
on opere un rechargement, le chemin de contrainte O'P va suivre la méme pente jusqu’au meéme
sewi] de plasticité s, la déformation totale etant alors € = g, + &,. Enfin si le deviateur attemt a

nouveau @y . la deformaton totale tend a nouveau vers |'infim.
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Concernant la courbe déformation volumigue - déformation axiale. sous un premuer
chargement. si la valeur du deviateur q est inféneure a un certain sewl o donne par la loi de
plasticite, on considere que le comportement du sol est elastique lineaire (Fig, -17).

i ¥

Fig. =11-: Courbes dédformation
valunsigie défarmation aviale pour la
loi élastique - lméaire parfaitement
plastique
e~ -I

Entre les pomts O ef E. le volume de 'échantillon dimunue, proportionnellement a la
deformation axiale. Quand le deviateur attemnt le sewl de plasticité a5, survant 1"eétat imitial du sol
et la contramte &3 le volune de I"échantillon augmente. il se dilate. phénomeéne de dilatance ou
se confracte. phénomeéne de contractance(Fig. -12 & 13). Pour de grandes déformations. au-dela
du point P, par exemple. on atteint 1'état critique pour lequel la déformation volumique ne vare
plus.

4-1- Loi de comportement de Mohr - Coulomb

Le modele élastique linéaire parfaitement plastique avec cnitére de plasticite de Mohr -
Coulomb est encore le modele le plus utilisé dans la pratique courante de la géotechnique. en
principe seulement pour les chemins monotones (sans cyveles de chargement — dechargement),
pour les sols grenus (sable et gravier) et le comportement drame. a long terme. des sols fins
satures (fimon er argile). On étudie d’abord le critére de plasticité qui permettra de defimr
ensuite le domaine d’elasticite.

On se basant sur le critére de Mohr-Coulomb :

E.l,:—.ﬂi.
Sing = — —a
o o

+ C.Coty

b | =

Il se caracténse, pour le modele complet, élastique — parfaitement plastique par une élasticité
linéaire 1sotrope de parametre E* et ' et un sewl de plasticité 65 ( Fig. -16) tel que :

(Il:lr'L - -:r;) = 2C.Cotp+ (0, + o)Sing
S1 (cr', — ﬂ';) < 2.C.Cotyp + (r.r; + a;].Slm.p' le sol est dans le domaine élastique
S1 {i:r' -0, } = 2.C.Cotp + [ul + cr'l}.S]mp' e sol est dans le domaine plastique -

1 ¥

Il est impossible que {cr; - ﬂ’;] > 2.C.Cotyp + {t:r'1 + U;}.Simp'
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ICcmy =@ &)y

Fig. -12- : Caractéristiques de la loi élastigue-linéaire parfaitement plastigue.
Crirére de rupture Molr-Conlomb

La contrainte principale mtermédiaire 675 ne joue ancun role. °. C°. w ont les définitions
PP g ] ¥
suivantes

@' : angle de frottement interne du sol. correspond a un frottement solide dans un squelette de
grains ou de particules .

C* : cohesion entre les particules fines du sol. « colle » entre les particules qui existe sous
certaines conditions

y : I'angle de dilatance du sol. il represente I'augmentation de volume du squelette du sol qu
se produit pendant le cisaillement du sol. le contraire est la contractance.

Les valeurs de @° et C* sont calculées dans les axes de Molr, Cambridge on Lambe.
4-3- Determination de ¢ et C” dans les axes de Mohr

Les courbes déviatenr q (o', - 6’3) en fonction de la déformation axiale g; (Fig. - § & 9)
permettent de determiner le déviateur a la rupture, soit au pic, soit pour une deformation donnee,
soit a I'etat entique.

St on soumet plusiewrs échantillons de sol. @ des contraintes de confinement o'
différentes, jusqu'an critere de rupture, les enveloppes des differents cercles de Mohr, a la
rupture, sont. en premiere approxmmation. deux droites svmetnques ( Fig. -13).

Fig. -13-: Enveloppe de rupture
de Mahr-Conlomb. é‘ A

Le cnitere de plasncité de Coulomb dans les axes de Mohr s'exprime done par la formule
genérale :
T = C + o.Tany

Le critére de plasticité de Coulomb couplé au postulat de Terzaghi donne :

T= C + (0—u)Tanp
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4-4- Détermination de ¢ et C* dans les axes de Cambridge

S1 'enveloppe d'une famlle de cercles de Mohr est une droite, le lieu des pomts
representatifs de ces états de contraintes est également une droite dans le plan du contrainte
movenne p° = (6" + 2 6%;)/ 3 et le déviateur de contraintes q =67y - 6", (Fig. -14).

L_'I +3
M
i
Fig. -14-: Correspondance enive les ; "
etveloppes de  de rupture dans Jes
axes de Molr (o't et dans les axes g !
ide Cambridgeip’ [q) p
t
o 0 g H a, P-0o

(o, = o)) = 2CCotg + (o] + 0)Sing

. _ 0.+ 20, ¢ = l:(_‘*p' + 2q]
3 = ‘

Q=0 — o, o, =%(3[1'—q)

Remplagant ¢°, et @’y parp’ et q.

lé{ap' +.‘:q] — 11{111 —q]] = z.c'.cﬂup+|§{3p' +2q) + ;[JP' —q)l.squ'
(3p +29 — 3p'+q ) = 6.C.Cotp+(3p +2q+3p —q )Sing

(3q ) = 6.C.Cotp+(6p +q )Sing

6.Sing . 6.C.Cot
g= — ¥ p§ =T MP
3 —Sinyp 3 —Sinyp
La pente M et l'ordonnée a I'orgine de la droite de rupture ty dans le chenun de
contraintes de Cambridge, p°, q. permettent de déduire I'angle de frottement interne @ et la

cohésion C* définis dans les axes de Mohr-Coulomb.
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