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Géométrie différentielle
(Difféomorphisme et théoréme des fonctions implicites)

Exercice 1. On considére Uapplication f : R® — R3 définie par
flz, oy, 2) = (¥ 4+ e*,e* —e* x —y).
Démontrer que l'image de f est un ouvert strictement inclus dans R3.

Exercice 2. On considére Uapplication f : R?> — R? définie par

f(x,y) = (€ cosy, e siny).

1. Montrer que pour tout (a,b) € R2?, il existe des voisinages ouverts
Uap) €t Viap de (a,b) et f(a,b) respectivement tels que f est un
Ct—difféomorphime de Ulap) dans Vip)-

2. L’application f, est-elle un difféomorphisme de R? sur son image f(R?) ¢

3. Soit U = Rx]0,2x[. Déterminer f(U) et montrer que f est un C*-
difféomorphisme de U sur f(U).

Exercice 3. Aprés avoir justifié son existence, déterminer le développement
limité a l'ordre 2 de la fonction implicite x — @(x) = y définie (implicite-
ment) par

e(0) =1, f(z,y)=1—ye" + xe’.

Exercice 4. Démontrer que la relation x + y+ z + sin(zyz) définit z comme
fonction de x et de y au voisinage du point (0,0,0). Calculer alors % et %

au voisinage de ce point.

Exercice 5. Soit f : R® — R une fonction de classe C* telle qu’il existe
a > 0 pour lequel

allz =yl < |[f(x) = fW)ll,  pour tout z,y € R";



1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que f(R"™) est fermé.

3. Montrer que df (x) est inversible en tout point x € R™. En déduire que
f est surjective.

4. Montrer que f est un difféomorphisme de R™.
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