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Exercice 1 :
Soit I =] —1,1].

1. On considére la fonction u définie sur I par
u(z)=1—lz|, zel.

Montrer que u € LP(I) et calculer sa dérivée faible dans LP(I). En déduire que u €
WLP(I) pour tout p € [1, +o0].

2. Méme question avec la fonction u définie sur I par

u(w) = 1 s —-1<2<0
Ml z+1 si 0<x<]1.

Exercice 2 :
Soit I un intervalle de R et soit p €]1, +00[. Montrer que les deux normes ||| |||w» et || |lwre
définies par

B =

llulllwre = lullee + lu'llue et Nullwre = (lullfs + [1/[Iz,)

sont équivalentes.
Exercice 3 :
Soient I =|0, 1] et w une fonction définie sur I par u(z) = x*. Déterminer les valeurs de «
pour lesquelles u € H*(I).
Exercice 4.
Soit I =] — 1, 1] et pour tout n € N, on considére la fonction f, : T — R définie par

fn(z) = arctan(nz), =€ I.

1. Montrer que la suite (f,,) est bornée dans W11(T).
2. Montrer que (f,,) converge dans D'(I) vers une fonction f € L!(I) a identifier.
3. Calculer f’ dans D'(I) et en déduire que f n’appartient pas a Whi(I).

Exercice 5 :
On se place dans R. Soit a < a1 < by < b, I =]a,b[, I} =|ay, b1, et p un réel de [1, +00].



(a) On considére 'application u : [ — R définie par

{ 0 st T S ap, T Z b17
() = ! sia=egh
u(z) = .
{ blfalx — 71)1221 st x € |a, —‘”;bl],
! _ 2b1 . a1+b1
\ =522+ 320 si €[5 by

Montrer que u appartient a Wt (I).
(b) Soit v 'application de I dans R définie par
[0 si xzel\l,
v(z) = { 1 si I
v appartient-elle & WhP(I)?
Exercice 6 :

Soit I est un intervalle borné et 1 < p < 400, alors il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout u € Wh(I)

||U||C(T) < Cllullwre.
Exercice 7 :

Soit u : R — R une fonction. Le but de I'exercice est de montrer I’équivalence des deux
propriétés suivantes

(i) w est lipschitzienne;
(ii) il existe une fonction g € L>(R) telle que u(x) = u(0) + f§ g(t)dt, pour tout = € R.
1. Montrer I'implication facile.

2. On suppose u lipschitzienne.
(a) Montrer que si ¢ € C}(R), alors

Au(w)qb’(m)dm = — lim uz+h) = u<x>¢(m)dm

h—0 JR h

(b) En déduire qu’il existe une constante 0 < C' < +o0 telle que 'on ait

A@u(w)qﬁ'(x)dx‘ < COl|¢||r1, pour toute ¢ € CL(R).

(c) En déduire que u € WH(R) et conclure.

Exercice 8 :
Dans toute la suite, nous fixons p €]1, +oo| et considérons u € W1?(]0, 1[) tel que u(0) =0

1. Soit a €]1, +o00[. Montrer que
lu(z)|* tu(z) = /)wa|u(s)|“_1u'(s)ds, vV € [0, 1].

2. Soit p' €]1,+o0[et a =1+ %/. En utilisant I’alinéa 1), montrer que
u(@)|* < allull 3, 1W]|ze, Yo € [0,1].

En déduire que
lulloo < Cllull M1l 7,

ou b €]0, 1] est une constante a déterminer.
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3. Soit r €]p’, +o0[. Montrer que
lull7r < lfullf, llullz”

Indication. Remarquer que |u(z)|" = |u(2)|” |u(z)|" 7.
4. En utilisant 2) et 3), déduire que

lullzr < Cllull v 12,

ou ¢ €]0, 1] est une constante a déterminer.



