14 Corrections d’exercices
3. EXERCICES :DISTRIBUTIONS
3.1. Exercice 1.Distributions régulieres. Soit 1 : R — R définie par
U(z) =1
et soit H la fonction de Heaviside c’est-a-dire la fonction de R dans R définie par

0 siz <0
H(z)=< % siz=0
1 siz>0

Montrer que les distributions réguliéres associées a ces deux fonctions sont égales sur ]0, 400].

La distribution associée a la fonction H est la distribution T définie pour toute fonction
¢ € D par
+00

+o0
<Ty,p>= H(z) - ¢(z)de = /0 1-¢(x)dz.

—00
(définition de la distribution associée a une fonction)

La distribution associée a la fonction 1l est la distribution T3 définie pour toute fonction
¢ € D par

+o0
<Ty, ¢ >= / 1-¢(x)dx
Mais les deux distributions Ty et Th sont égales sur |0, +oo[ car elles coincident pour toute
fonction ¢ € D nulle sur R—]0, +oo[= R™. En effet: pour toute fonction ¢ € D nulle sur
R—]0,4o0c0[=R~ on a

<Ty, ¢ >= /+Ool-¢(m)dx:/0+ool-¢(a:)da: =<Ty,¢>.

e}

3.2. Exercice 2.Support d’une distribution. Calculer le support de d, et du peigne de Dirac.
Pour toute fonction de D nulle sur R — {a} =] — 00, a||J]a,= oo[ (c’est bien un ouvert par
réunion de deux ouverts) on a < d,,¢ >= ¢(a) = 0 et c’est le plus grand ouvert sur lequel 4,
est nulle puisque si on prend une fonction ¢ qui n’est pas nulle en a, alors < d,, ¢ >= ¢(a) # 0.
Le support de J, est donc le complémentaire de R — {a} = {a} (c’est bien un fermé).

Le support du peigne de Dirac est Z car si on prend une fonction ¢ qui est nulle R — Z =
Unenlnsn + 1], alors < I11,¢ >= Y., #(i)0 c’est le plus grand. (sinon on devrait pouvoir
ajouter au moins un ny € Z mais pour la fonction ¢ égale a 0 partout sauf en ng ou elle est égale
a 1 (et qui appartient bien a Don a < I11,¢ >= ¢(ng) = 1 # 0 donc R — Z = o], n + 1]
est bien le plus grand ouvert sur lequel 711 est nulle et R — | J _|n,n + 1[= Z est le support
de I11.

neN
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3.3. Exercice 3. Fonction localement intégrable. Démontrer que la fonction In |z| est locale-
ment intégrable sur R.

Pour montrer que la fonction f définie par f(x) = In|x| est localement intégrable sur R il
faut montrer que pour tout segment [a, b] de R 'intégrale

/ |In |z| |dx

est convergente. Il faut différencier les cas ou 0 ¢ [a, b] de ceux o 0 € [a, b]. En effet si 0 ¢ [a, b]
alors la fonction |f| est continue sur le segment [a,b] (composée de fonctions continues) et

donc intégrable et l'intégrale f; |In |z||dz est convergente (c’est le cas par exemple si 0 < a
[a,b] = [3,3], mais aussi si [a,b]=[-5,-2] ot I'on a f__52 In(—x)dx = f; Inxzdx. On integre aussi
ici une fonction continue sur [2,5] ).

Si 0 € [a, b] alors on a

b 0 b
/ |1n|x||dx:/ |ln|m||d:p+/ |In|z||dx
a a 0

et cette intégrale converge si les deux intégrales fao |In|z||dx et fob |In|z||dz convergent.

Pour v tel que /b’ < letbd <, on a fob]1n|dex = fob/ |}n|dem + fblj\ln\dem. Alors
fob |In |z||dz = fob |Inz|de = lim._,o fab |Inz|de = —lim._o fab Inzdr = —lim,_g[zInz)? =
=¥ Inl +lim. ,o(elne) = —'Inb' + 0= =V Ind. Ainsi fob/ |In |z|| converge donc fob |In |z||dz
converge (on a ajouté une intégrale convergente car d’une fonction continue sur le segment

/ 0 o
[b,0']) Le cas [ 'In|z|dz est similaire.

3.4. Exercice 4. Vérifier qu'une fonctionnelle est une distribution. Soit la fonctionnelle 7' :
R — C défini par

T(p) =<T,p >=¢'(0)
Démontrer que 71" est une distribution.
Il faut démontrer que la fonctionnelle T" est continue et linéaire.
Soient @1, p9 € Det o, € Ron a

< T, a1 + P >= (a1 + Bba)'(0) >
mais d’apres la linéarité de la dérivation on a
(cup1 + B2) = awl) + Bl
t (el 4 55)(0) = i (0) + By (0) d’on
<T,ap 4+ Pps >=a <T, o1 >4+ <T,ps >
et T est bien linéaire.

Montrons qu’elle est continue: On rappelle qu'une fonctionnelle est continue si et seulement
si pour toute suite (¢, )nen de fonctions de D, si (¢, )nen converge dans D vers ¢ alors la suite
de nombres (< T, @, >), converge vers < T, ¢ >.

On considere donc une suite (¢, )nen de fonctions de D, si (¢, )nen converge dans D vers ¢
(c’est a dire que les supports des ¢, sont contenus dans un méme ensemble indépendant de
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n et que (¢)) converge uniformément vers ¢', (¢,,”), converge uniformément vers ¢”, (¢?)
converge uniformément vers (@) ... )

Alors | < T, > — < T, > | =1¢,(0)—¢'(0)] <|l¢,, —¢llcc = 0 quand n — 400 puisque
(¢!,) converge uniformément vers ¢'. Ainsi (< 7', ¢, >), converge vers < T, ¢ > et T est donc
bien continue.

3.5. Exercice 5. Limite au sens des distributions. On dit que la suite de distributions (7,),
de D’ converge vers la distribution 7" si la suite de nombres complexes (< T, ¢ >),, tend vers
< T, ¢ > pour toute fonction ¢ € D.

H:{l 51|a:]<%

0 sinon

Soit la fonction porte

et on pose g,(x) = nll(nz). Calculer la limite de la suite (7},).

3.6. Exercice 6. Dérivée au sens des distributions. Calculer la dérivée au sens des distribu-
tions de la fonction

(1) f(z) = ||
Soit T' = T la distribution associée a la fonction f c’est a dire que pour toute fonction
@ de D on a
+o0
<T,p>= f(@)p(x)dz
Alors
<T o>=—<T ¢ >= —f+oof o' (x )dx:—fj;o]x\go’(w)dx
—f a:d:z:— 0+°° ¢ (x )d:lf

Or ¢ est dans D donc a support borné et est donc nulle pour x assez petlt donc a:go(:z:)
aussi et lim,_, o, zp(z) =0 et [zp(z)]°, = 0. De fagon similaire [z (2)]3° = 0. Ainsi
<T, p>= :—fo o(z d:17+f0 x)dx
:fi) -1 x p(z d:v—i—fo 1 x p(z)dx

La distribution 7" est la distribution associée a la fonction g c’est a dire 7" =T, ol g
définie par

—1 sixz €] —o00,0]

g(x) = 0 siz=0
1 sinon

On la note aussi la fonction ¢ de la fagon suivante:
9=—"1 w0 + Ljo 400
Remarquons que 7" peut-étre la distribution réguliere associé aussi a la fonction

—1 siz €] —o00,0]
ga(x) = a siz=0
1 sinon

pour a € R.
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(2) f(z) = sgn(x) (f(x) =1 pour z >0, f(x) = —1 pour z < 0 et f(0) = 0) On procede
de la maniere que ci-dessus: Soit 1" = T la distribution associée a la fonction f; on a
alors pour toute fonction ¢ € D

+oo
<T,p>= fz)p(z)d.

Alors, avec la définition de la dérivée d’une distribution et puisque ¢’ est encore dans
D

<T o> =—<T,¢>
= = [ f)¢ (@)de = — [7 —(@)de — [ ¢/ (x)dx
= [p(2)|2s — [zp(2)]g™
=2 < dg,p >

La distribution 7" est donc la distribution dy c’est a dire qu’ici on a un exemple de
dérivée au sens des distributions d’'une distribution réguliere qui donne une distribution
singuliere.

3.7. Exercice 7. Calcul d’une distribution. Soit 1) une fonction C*°°.

(1) Déterminer la distribution 0.
La distribution produit d’une distribution par une fonction C*t* est par définition:
pour toute fonction ¢ de D

<o, p >=< 06,9 >=1(0)p(0) = ¥(0) < d,¢ > .
Ainsi on a ’égalité de distributions
Yo =(0)d
(2) En déduire ¥6 quand ¢(z) = x. On a alors quand ¢ (z) = z, ¥d = 0.



