
L J I formulât il «i «lis éléments huis consiste à définir une forme disirétisè'' •.}•• I équi-
• libre structural . Ce qui implique le passage du niveau de I'"élément au uivenu de la 
structure. Le point de départ se situe au niveau de la formulation d u bilan ("Hermé­
tique qui <ust ensuite discrétisé pour définir les grandeurs élémentaires f ie . matrice tic 
rigidité et vecteur ries forces uodales équivalentes). Les propriétés de la structure sont 
ainsi obtenues par assemblage des propriétés des éléments et par ["introduction des 
conditions de liaisons a "CC I environnement, connues sous le nom de : <•«•».''('<»<.• mu 
limites. Eu final, la résolution du système permet d'obtenir les déplacements nodaux 
et par la suite les contraintes et les déformations en tout p o i n t de la structure 

1 Energ i e p o t e n t i e l l e t o t a l e 

L énergie potentielle totale d un système est obtenue pur la combinaison d 1 énergie 
de déformation (appelée également énergie, interne) et du travail des forces extérieures. 
Pour un champ de déplacement u, cinématiquemerit admissible (i e. continu unique et 
respectant les conditions aux limités), l'énergie potentielle totale s'écrit sous ia forme 

-'. _ r u , cinématiqiiement admissible 

avec s,, les déformations mécaniques sous l'effet du chargement, les contraintes 
in i t i a l e (thermiques ou précontraintes), C,^) le tenseur d'élasticité. /' le vecteur des 
forces volumiques. /,* le vecteur des forces surfaciques, l ' le volume et S la surface 
extérieure du volume considéré. Dans cette formulation, les déformations sont obtenues 
par dérivation des déplacements r , ; = e,j (uK). Les. coti.ditiyruyiux limites impliquent le 
respect des déplacements imposés Û7sur la partie concernée Su de la surface extérieure 
S. i.e. u, = Ï7~ sur S„. 

La physique est tellement bien faite pour que l'équilibre se réalise lorsque l'énergie 
potentielle totale est minimale {cette loi s'applique également pour les étudiants : faut 
le minimum d'effort pour réussir l'examen). Cette condition de nûnimalité se tradtnt 
directement par la stationnante de l'énergie potentielle totale (figure 3.1). L'équilibre 
structural correspond donc à un état d'énergie statiormairc, dans lequel toute pertur­
bation virtuelle du système ne produit aucune variation de l'énergie potentielle total'-



F o r m u l a t i o n des m a t r i c e s élémentaires 

Pour obtenir le système matriciel du comportement élémentaire, il faut tout d'abord 
définir les champs intervenant dans le (emportement du mil ieu: il s'agit des trois 
champs : déplacements, déformations et contraintes. Ou adopte ici une formulation eu 
déplacement (ce qui est le plus utilisé dans la pratique). 

2.1 C h a m p de déplacement 

Lorsqu un solide est soumis à des forces extcrieiues. il se déforme et chaque point 
matériel de coordonnées (x.y. :) se déplace, eu ( r - f te-y + t\ + tr) connue le sdiô-
tnatise la figure 3.2. Bien entendu, les déplacements relatifs des points voisins "•citèrent 

des déformations ; c est un peu comme doits une sociale, les tlirers objectifs des indivi­
dus conduisent à des affinités ou à des tensions sociales! Dans un élément, le clnurip 
de déplacement u(i.y. ;) est défini par l ' interpolat ion des valeurs nodules i/, . 

u(z.y.z) = £A'i(x.y. z) (3.2) 

m ne est le nombre de nœuds dans l'élément. A',- sont les fonctions de forme et u, sont 
es déplacements nodaux. Dans le cas tridimensionnel, cette expression s'écrit : 

(3.3) 

• v w-sont respectivement les déplacements au nœud i selon x. y et ; : {tr} symbo-
e vecteur des déplacements-qui contient les différentes composantes. Les variables 
îles sont, regroupées dans un vecteur noté {q,} 

. { * . } ' = { " ! K l "'1 " 2 «3 U ' ? " ' U " l " W " } 

cotation matricielle permet de définir la relation 3.3 date le cas général 

{u} = [N] • {qc} 

(3.4) 

(3.5) 

\N] est la matrice des fonctions de forme, n c est le nombre de champs et est 
lombre de degré de liberté.de l'élément : cette expression est donnée dans le cas 3D 
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Figure 3-2 - Déformation du solide et déplacement du fmint matériel 

2.2 Déformations 

Dans le cas élastique linéaire, les déformations sont données par les dérivées des 
déplacements : 

où {e} est le vecteur des déformations, {u} est le vecteur des champs de déplacement 
et [D] est la matrice des opérateurs de dérivées partielles: quelle que son la nature du 
problème étudié, i l est toujours possible de l'écrire sous cette forme. Dans l'exemple 
de l'élasticité plane, ce système matriciel est explicité par : 

En remplaçant { u } par son expression en fonction des valeurs nodalcs (équat ion 3 5). 
on obtient : 

(3.7) 

Ce qui peut être écrit sous la forme générale : 

{ 5 } = [ D ] - { U } (3.8) 

{;} = |D] • (AT) • {gc) (3.10) 
( a . n i ) ( n , x n c | ( " c K i ^ ï ( n ^ K l ) 

où nc est le nombre de déformations dans le problème étudié fègaTà 3 p o u r l'élasticité 
plane). Ainsi , la re lat ion liant les déformations aux déplacements n o d a u x s'écrit : 

M = [B] • {<?<} (3.11) 

où [B] est une matrice contenant les dérivées des fonctions de forme : elle est donc 
indépendante de l'état de déplacement de l'élément. 



Eu élasticité linéaire Isotrope, la loi de Hooke permet d'exprimer les contraintes 
en fonction des déformations, par l'intermédiaire de la matrice du comportement [C\ 
(généralement appelée matrice d'élasticité). 

{") - Kl • {:-} (3.12) 
( - . .K l ) (... . . , 1 (n. x l i | 

La matrice (Cj est fonction du module d élasticité £ et du coefficient de Poisson ( 
Eu cas de présence d'une déformation initiale (s"} (d origine thermique par exemple), 
l'expression du comportement devient : 

Jâ) = |C| •({£} - (:"}) (313) 

Ainsi, la contrainte peut être calculée directement en fonction des variables nodales : 

{a) = |C l - [BR f c } - [ q - { £ - } 
= [Cl • [B] • {<?,} - {a') (3.11) 

avec (a") le vecteur des contraintes initiales (souvent thermiques, ou précontraintes 
mécaniques) : {a°} = \C\ { s 0 } . 

2.4 Formes variationnelles 

Dans les développements ci-dessus, i l est possible de constater que le comportement 
est parfaitement défini en fonction des seules inconnues nodales {o r } . Pour vérifier la 
stat ionnante de l'énergie potentielle totale, i l faut appliquer une variation virtuelle à 
travers la perturbation du champ de déplacement Etant donné que toutes les autres 
quantités sont indépendantes de l'état.de déplacement, l'opérateur s'applique unique­
ment sur les variables nodales. 

{Su) = iyvj-Ofc) 
{Se) = [B\Qe) 
{Sa) = \C\-[B)-{6qt) (3.15) 

2.5 Matr ices élémentaires 

On a vu dans la section 1 que l'énergie potentielle totale d 'un élément de solide 
(qui est en même temps un élément fini) est donnée par : 

& = jv ~ 4 c v ) àV - ^ /? u.dV - J fXdS (3.1G) 

où V€ et Sc sont respectivement le volume et la surface extérieure de l'élément. Cette 
expression peut être écrite sous une forme matriciel le. 



Repère global 

Cas d'un élément linéique 

Repère global 

Cas d'un élément plan 

Figure 3.3 - Passage du repère local de l'élément au n:péir gloluil de la structure. 

4 .Assemblage 

Dans la pratique, une structure es! modélisée par un certain nombre d'éléments. 
L'énergie potentielle de la structure est donnée par la somme des énergies de ses 
éléments. 

n = V n , (3 .08) 

De même. la variation virtuel le de l'énergie structurale vérifie le principe de sta­
t ionnante : . -

sn = «ri, = 0 (3.29) 

On définit, un vecteur représentant les déplacements do. nœuds de la structure {q}. 
le vecteur des déplacements des nœuds d'un élément {q. } est obtenu à 1 aide d une 
matrice de sélection [St\; un terme de cette matrice est soit " '0", soit 1 (pour les 
degrés de liberté sélectionnés). 

{<?<} = !5,]{v} (3.30) 

Cette sélection donne le vecteur {q,} dans le repère de '.a structure (repère de {q}). 
11 faudra donc passer au repère de l'élément, en uti l isant la matrice de passage \Tt\ 

-•- { « . J w = [Scj { , } (3-31) 

[ï reste maintenant à vérifier la stationnante de l'énergie potentielle de la structure : 

m = Ç W 15,r py' \B}' \c\ j v ) T. ;sy {<?) 

- W f t f P y f \B]l{C\{,',dK' 

- {sqy [sy* [r.!1 J- [N\- [r i dv -{«,); s. • \w j' |.v|* {r)ds 

(3 32) 


