La formulation des éléments finis consiste a définis ane forme o retsce e | equ-
- =hbre structural. Ce qui implique le passage du nivean de ['clegen: aumvean de e
structure. Le pount de départ se situe au niveau de la formualacion do il Sl
tique qui est ensuite discrétisé pour définir les grandeurs élémentaires (e, i rice dle:
rigidité ot vecteur des forees nodales équivalentes). Les proprictis de L struct ure <ot
ainsi obtenues par assemblage des propriétés des éléments of par Nintroduction des
conditions de liaisons avee environnement. connues sous le ton de - condrt o awz
limutes. En final, la résolution du systéme permet d'obtenir los déplacerients nodany

et par la suite les contraintes et les déformations en tout phing de bisun

1 Energie potentielle totale

L'énergic potentielle totale d un systeme est obtenue par la combinaison d-- | énerge
de deformation (appelée également énergie tnterne) et du travail des forees exterieures
Pour un champ de déplacement v, cinématiquement acdimissible (1e continu. suque et
respectant les conditions aux limités), I'énergie potenticlle totale s éerit sous in forme

1 (u,) :/ (;C.,u:'.,:‘kt = U?jf,,) d\ ,—,/ Siu, dV - /A,’.‘u, Ads (3.1
1\ < i v e

-
= Yu,; cinématiquement adrussible

avee g, les déformations mécaniques sous 'effet du chargement, 0! lo coutrainues
_tnutiales (thermiques ou précontraintes), C;,« le tenseur d'élasticité. f! le vecteur des
forces volurniques. f? le vecteur des forces surfaciques, 17 le volume et S la surface
extérieure dui voluttie considéré. Dans cette formulation, les déformations sont ubtenues
par dérivation des déplacements Zij = £ (ui). Les eouditigngaux limites impliquent le
respect des déplacements imposés 7 sur la partic con(:ern('m--Su de la surface extérieure
S.ie y, =@ sur S,. :

La physique est tellement bien faite pour que Iéquilibre se réalise lorsque I'énergic
potentielle totale est minimale (cctte loi s ‘appliue égaletnent pour les Cludiants : faire
le minimurn_d’effort pour réussir l'ezamen). Cette condition de minimalité se traduit
directement. par la stationnarité de I'énergie potentielle totale (figure 3.1). L'équilibre
Structural correspond donc a un état d'éncrgic stationnaire, dans lequel toute pertur-
bation virtuclle du systéme ne produit aucune variation de I'énergie poteaticlle total~



9  Formulation des matrices élémentaires

Z
VSLCHe matriciel du comporternent Gémentaire. il faut tout d"abord
corporteraent du nadlicu: il sTagit des trois

Pour obtenir les
ation en

definir les champs intervenant dans le
déplacements. déformations ct contraintes. Oun adopte ici une formul

chiarmps :
deplacement. (ce gui et le plus urilisé daus la pratique).

2.1 Champ de déplacement
Lorsqu un solide est sounis a des forees extéricwres. il se défocme et chaque point
matériel de coordonnées (r.y. =) se déplace cn (4. 2+ ) conune le sché-
matise la figure 3.2. Bicn cntendu. les deplacements relatifs des pois voisins générent
des déformations ; ¢ est wn peu comnne dans une sociélé. les divers objectifs des indivi-
dus conduisent a des effinités ow a des tensions sociales! Dans un ¢lément. le champ
ni par Iinterpolation des valeurs nodales u,.

de déplacement u(z.y. ) et defi

u(r.y.z) = Z!\’,-(.r,y. z)
=1

N; sont les fonctions de forme et u; sont

(3:2)

i 1, est le nombre de nceuds dans I'élémeunt. . ;
es déplacements nodaiix. Dans le cas tridimensionnel. cette expression s'écrit :

. u(r.y) W N0 0 u, -
={ e [=2 )0 N P /) (33)
=1 0 g 1‘ u : z

(7. 9)

ement les déplacements au nceud ¢ selon Ty et =: {u} symbo--
i i iffe santes. Les variables :

mentsqui contient les différentes composantes. Les vari i

., Ui, wesont respectiv
octeur noté {q.} -

e vecteur des déplace

—

les sont regroupées dans un v
W 4) :
L : ETE., } (34
EEs ’{Qe}' { up-—th - L ] B ' : r{
Lotation matricielle permet de définir la relation 3.3 dans le cas général ©
(335)

(ncx1) (nexngar)
esf la matrice des fonctioﬁ; de forme, nc est le rfombre de d}amps et naa est
de liberté de 'élément cette expression est donnée dans le cas_3Dv :

(N]
ombre de degré

et g o el
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Figure 3.2 - Déformation du solide et déplaccment du point matériel

2.2 ‘Déformations

Dans le cas élastique linéaire, les déformations sont données par les dérivées des
déplacements :

~

i ;

1(3&,%

5;; T o J

Ce qui peut étre écrit sous la forme générale :

{}=[D]-{u} - (3.8)

ou {e} est le vecteur des déformations, {u} est le vecteur des champs de déplacement
et [D) est la matrice des opérateurs de dérivées partielles : quelle que soit la nature du

probléme étudié, il est toujours possible de 'écrire sous cette forme. Dans I'exemple
de D'élasticité plane, ce systéme matriciel est explicité par :

= fu 3 90

-x ar or it

= = Y e —=5- >

5 = 2 =10 5 { } (3.9)
= Bu B 2. a. ‘

‘ry &y ar 8y 01

En remplagant {u} par son expression en fonction des valeurs nodales (équation 3.3).
on obtient : .

A ()= 10 - 1M - e (3.10)

C(nex1)  (nexne) (nexnga) (naaxl)

ol n, est le nombre de déformations dans le'prdblémé'_é£Q§iéﬁ?ég§]~a 3 pour | élasticité
plane). Ainsi, la relation fiant les déformations aux déplacements nodaux s’écrit :

(aexl) (nexricau) (maax1)

{e} = (B] - {a} . e R

ou [B] est une matrice contenant les dérivées des_fonctions de forme : elle est donc
indépendante de I'état de déplacement de 1'élément.



En élasticité lingaire isotrope, la loi de Hooke pertet d'exprimer les contraintes
en fouction des déformations. par I'intermédiaire de la matrice du comportement [C]
(genéralement appelée matrice d’élasticité).

lob="16) - {:) ] (3.12)

(nex1) (nexn.) (n,x1)

La matrice [C] est fonction du module d'élasticité £ et du coefficient de Poisson ¢,
En cas de présence d'une déformation initiale {<°} (d origine thermique par exemple).
I'expression du comportement devient :

o) =1Cl-({=} = (=) (3.13)

Alinsi, la contrainte peut étre calculée directement en fonction des variables nodales -

{o}

[C]-[B] - {g.} - C] - (=}
[C)-[B] - {g} — {c°} (3.14)

4l

avec {0°} le vecteur des contraintcs initiales (souvent thermicues, ou précontraintes
mécaniques) : {0°} = [C]- {°}.

2.4 Formes variationneiles

Dans les développements ci-dessus, il est possible de constater que le comportement
est parfaitement défini en fonction des seules inconnues nodales {9}. Pour vérifier la
stationnarité de I'énergie potentielle totale,’il faut appliquer une variation virtuelle a
travers la perturbation du champ de déplacement. Etant donné que toutes les autres
quantités sont indépendantes de I'état de déplacement, 'opérateur s'applique unique-
ment sur les variables nodales.

) = (M) (6)
(6} = 18] {oq.)
{sa} = [C]-(B]" {dq.} (3.15)

2.5 Matrices élémer}tai'res

On a vu'dans la section 1 q;ie Pénergie potentielle totale d'un élément de solide
(qui est en méme temps un élément fini) est donnée par :

(T . l]( =/V (%C.-’]:uf;jfy ?(7?)-8;,-) dV — / [;"u.dV _/5 f.-.u,-ds (3[0)

od Y, et 5. sont respectivement le volume et la surface extérieure de I'élément. Cette
expression peut étre écrite sous une forme matricielle. :
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Figure 3.3 - Passage du repére local de Uélcmment au repére global de Lo structur.

4 ,Assemblage

Dans la pratique, une structure est modélisée par un certain nombre d'éléments.
L'énergie potentielle de la structure est donnée par la somme des énergies de ses
éléments.

14
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-

=1
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o=

: (3.23)

=

De méme. la variation virtuelle de I'énergic structurale vérifie le principe de sta-
tionnarité :

=3 =0 (3.29)
=1

On définit un vecteur représentant les déplacements de= noeuds de la structure {q}
le vecteur des déplacements des nceuds d'un élément {q.} est obtenu & 'aide d'une
matrice de sélection [S.), un terme de cette matrice est soit “07, soit “17 (pour les
degrés de liberté sélectionnés).

{a.} = 1S {¢} (3.30)

Cette sélection donne le vecteur {g.} dans le repére de ia structure (repere de {q}).
[l faudra donc passer au repere de I'¢élement, en utilisant 1 matrice de passage [T

=7 {ehioeas = [TJ (Sl {q} (3.31)

Il reste maintenant a vérifier la stationnarité de I'énergi« potentielle de la structure :
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