Définition 0.0.1. Soit f : I — R wune fonction définie sur I (I est un intervalle
quelconque de R). S’il existe une fonction F' définie et dérivable sur I telle que F'(x) =

f(z), Yz € I, on dit que F est une primitive de [ sur I.

Par exemple, pour la fonction f: R — R définie par f(z) = 2z, il suffit de prendre
la fonction F': R — R définie par F(z) = 22, on a bien F'(x) = 2z = f(z), Vz € R. On
appelle F' une primitive de f sur R. La fonction = — 22 + % est aussi une primitive. En
fait, il y on a une infinité, c’est toutes les fonctions = — 2% + ¢, avec ¢ € R. De méme,
la fonction x +— cosx — 1 admet comme primitives les fonctions x — sinxz — x + ¢, avec
ceR.

e On note les primitives de f par [ f(x)dx ou [ f(t)dt ou [ f(u)du (les lettres z,t,u,
... sont des lettres dites muettes, c’est-a-dire interchangeables). On peut méme noter les
primitives simplement par [ f, et on dit aussi "intégrale indéfinie".

e [ f(z)dz désigne une fonction de I dans R.

e Trouver une primitive est 'opération inverse de dérivation.

e Certaines fonctions n’admettent aucune primitive.

e Une primitive, si elle existe, n’est pas unique, en effet, si F' est une primitive de f sur
I alors toute fonction x — F(x) + ¢, ou ¢ est une constante réelle quelconque, est aussi
une primitive de f. Et toute primitive de f s’écrit G = F'+4 ¢ ou c est une constante réelle.
e Toute fonction continue sur un intervalle admet au moins une (et donc une infinité
de) primitive sur cet intervalle (ThA©@orA “me). La continuité est une condition suffisante
pour 'existence de primitive.

e Mais il existe des fonctions qui ne sont pas continues mais elles admettent des primitives
(TD). La continuité est donc une condition pas nécessaire.

A partir des propriétés de dérivation on en déduit des propriétés pour les primitives :

Proposition 0.0.1. Si F' est une primitive de f, et G une primitive de g, alors F' + G
est une primitive de f 4+ g. Et si a € R alors aF' est une primitive de af. i.e. pour tous
a,f €R

J(@f@) + Bg(@)de = a [ f(@)dz + 8 [ gla)da.

Comment trouver ’expression d’une primitive ?

e Par calcul direct : en faisant apparaitre, si ¢’est possible, une dérivée usuelle. Par



exemple,

1

= 2.z + 3+c, tel €eR Vr+3) = ———.
x ¢, tel que ¢ car (Vx + 3) NCES:

1 1
—dx = ./7d
/\/x+3x \/$+3x
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1 1
/xerda: = —/ ze” dr = =¢” + ¢, tel que c € R car (€)' = 2ze” .

i €T , B
[ st [ symgte = [/ = VP E B e e

1 1 1
/cos:csin:cd:c = —/ sin x cos zdx = —/(sinzx)’dx = —sin’r+c¢, ceR.
e Intégration par parties :

Soient u, v : [a,b] — R deux fonctions de classe C' (dérivables a dérivées Continues) sur

[a, b]. Alors,

En effet,

d’ou

par conséquent

et donc
/ u(@) (2)de = u(z)v(z) — / o (z) () dz
Exemples.
/ (1+2).e" do
On prend

{u(x)l+x:> u(z) =1,
V() =€ = v(z)=€",

alors
/(1+x).e“dx:(1+x)e””—/ e"dr=(1+z)e" —e"+c=ze"+¢, ceR.

De méme pour [Inz dz, [In®z dz, [sin(3z).cosx dz, et [ L(l;””) dz.

e Par changement de variable :



Théoréme 0.0.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et ¢ : [, B] — [a,b] une

fonction de classe C! telle que

Alors, la fonction t — f(p(t))¢'(t) est intégrable sur [a, (], et nous avons

[ f@)de = [ fe(t)¢ (bt

Exemples.
x
= F(x
/ r+1 (z)
On prend t = /x + 1, alors
dt _ dyz+1) 1 1 _
P=r+l=a=t>-1

2_1)2 3 2
F@):/Wf)““:2/(R—Qﬁ:ﬁ%g—4+c:va+1iavx+1+gceR.

Rappels
/k:.x" dr = b it
n+1
g'(z)
de=1In|g(x
I [ 9(@)|
/
-1
/g@)wz :
g"(x) (n—1)g""




Soit [a, b] un intervalle compact (fermé et borné) de R. On appelle "subdivision de [a, b]"

toute suite finie ordonnée de points (z;)o<i<n de [a, b] telle que
a=x<x<..<z,=Dhb.

Par exemple, A; ={0,3,1}, Ay ={0,3,3,2,1} sont deux subdivisions de [0, 1].

e Pour tout n, on peut trouver une infinité de subdivisions pour [a, b].

e Pour tout n, si on partage [a, b] en n intervalles partielles égaux, alors la longueur de

chacun sera b_T“, et on obtient : xg =a, r1 =a + b_Ta, ... ete, ie.

T =a+1. (subdivision réguliere).

n

Soit f : [a,b] — R une fonction définie et bornée sur [a, b].

Nous aimerions trouver ’aire de la surface S délimitée par la courbe d’équation y = f(x),



I'axe des abscisses (OX), et les deux droites d’équations x = a et x =

Y

- y=f(x)

aire(S)="?

e Si f est continue par exemple, partageons [a,b] en n intervalles partielles, on obtient
une subdivision A = {¢ = zg,x1,...,x, = b}. Pour chaque intervalle partiel [z;_ 1, z;]
choisissons un ¢; € [x;_1, z;]. On obtient n rectangles dont la largeur de chacun est z; —x;_;
et de hauteur f(g;).

Notons par

R, = il(l‘z —x-1).1(e)

Cette somme représente la somme des aires (algébriques) des rectangles dans la figure :



%y i | X3 S X a

On l'appelle somme de Riemann de f selon la subdivision A et par rapport au systeme

de points {e1, €9, ..., €, }.

e Lorsque n est suffisement grand (n — oc), on tombe sur la valeur de 'aire recherchée.
Par exemple, pour la fonction exponentielle f: [a,b] — R, z — f(z) = " (elle est

continue sur R, en particulier sur [a, b]).

aire(S) = lim R,.

n—-+4o0o

Pour tout n € N*| pour toute subdivision A = {a = zg, z1, %2, ..., T;_1, Ti, ..., T, = b} et

tout systéme de points {1, €s, ..., &, ..., €, }, la somme de Riemann de f est

R, = zn:(fﬂz —zi1)f(e) = Zn:(ivz — 1)

En choisissant ¢; = z;, et en choisissant une subdivision A réguliere, on obtient

n
I LTSS
=1
Pour a = 0 et b = 1 par exemple, on obtient
"1 1&, 1, 1 & .
R = feﬂ = R = — eﬁ ? = — 17
" 12::1 n o 12:21( ) ni3 ’

avec y = en. Or, Zyi =o' + 9> + 43+ ...+ 4" est la somme de n termes d'une suite
i=1

n ) n_1
géométrique de raison y, et dont le premier terme est y. Donc Zyz =y i T et on
i—1 Y-
obtient
1 y"—1 1 41(en)"—1 2101 1
R,=—vy = —en — =(e—1)er — — =(e—1)en —,
n y—l n en — 1 nen —1 en—1




1
6’;;1 — 1, on obtient lim, , . R, = e — 1. En conclusion, d’ou aire(S) =
n——+0o0o

Comme

e — 1.

On dit que la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1], et son intégrale est
égale a e — 1, et on écrit

1
/ e’dr =e—1=aire(9).
0

y=exp(x)

A 4
x

e Toute fonction continue sur un intervalle compact [a,b] est intégrable sur cette inter-
valle. La continuité est une condition suffisante pour l'intégrabilité au sens de Riemann

mais pas nécessaire. Alors, c¢’est quoi une fonction intgrable ?

Définition 0.0.2. Si la somme de Rieman R, admet une limite lorsque n — oo (qui ne
dépend pas de la subdivision de [a,b]), on dit que f est intégrable, on appelle cette limite

"I’intégrale de Riemann de f sur [a,b]", et on la note [° f(x) dz.



1.€.

b
/ f(z) de = lim R, = l'aire algébrique de S.

e Toute fonction f : [a,b] — R monotone est intégrable.

e Toute fonction f : [a,b] — R continue est intégrable.
e Lorsque [ est continue sur [a,b], nous pouvons définir sur [a,b] la fonction x —
[, f(t)dt. Cette derniere est dérivable sur [a, b, et sa dérivée en tout point x est égale a
f(z). C’est la primitive pour f sur [a,b], qui s’annule en a.
Propriétés. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions intégrables au sens de Riemann,
alors
1) f est intégrable sur tout sous-intervalle [«, 5] C [a, b],
(elle est donc intégrable sur tout sous-intervalle [a, x|, Yz € [a,b] ),

2) (Relation de Chasles) pour tout ¢ €la, b,

/abf(m)dm = /acf(x)dx + /cbf(m)dm

3)sif>0 (f(x) > 0,Vx € [a,b]), alors [° f(z)dz > 0,

1) si f <g (f(z) < g(x),Va € [a,b]), alors [? f(z)dw < [ g(x)da,
5) La fonction | f | est intégrable sur [a, b], et

[ fovaa| < [71 0) | ax

6) (Linéarité) La fonction somme f + g, et la fonction Af sont intégrables, et
b b b
[ @)+ g@da = [ f@)da+ [ gla)dr,

b b
/ A f(2)de = A./ f(x)dz, VAER.
e On pose par définition

/: f(z)dx = 0.
/a f(x)dx = /a f(z)dz.

e Soit a > 0 et f: [—a,a] — R une fonction intégrable. Alors,

Si f est paire, [, f(x)dx =2 [} f(x)dx.
Si f est impaire, [, f(x)dx = 0.



Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors,

e f admet au moins une (donc une infinité de ) primitive,

e d’autre part f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b], et donc sur [a, 1], i.e. [ f(t)dt
existe, pour tout = € [a, b].

Dans ce cas :

Théoréme 0.0.2. (Newton-Leibnitz) Si F' est une primitive de f sur [a,b], alors

Grace a ce théoreme, par exemple

. 1
/exdx:ew =l - =e—1.
0 0



