


Equations Différentielles(suite)

0.1 Equations différentielles ordinaires du 2" ordre

La forme générale d’'une EDO du second ordre est

R (2060 (@). ) =0

On dit qu’elle est normale si elle peut s’écrire sous la forme

/') = (0t @),

Nous nous intéressons particulierement, dans ce cours, aux EDO du second ordre dites

"linéaires", c’est a dire celles de la forme
a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(2)y(z) = R(x).

(Les y, v, y"” sont de degré 1, et tous les coefficients dépendent au plus de z).

Par exemple 3y =y — 2y, et aussi myj(t) = —ky(t) — A\y(t), ou les coefficients sont
m, A et k respectivement.

e On appelle solution (ou intégrale) d’'une EDO du second ordre sur un certain intervalle
I de R, toute fonction y définie sur cet intervalle I, deux fois dérivable en tout point de I
et qui vérifie cette équation différentielle sur 7. On note en général cette solution (y, I).

e La solution générale d'une telle équation contient deux constantes réelles C', Cs.



C’est les EDO de la forme

y' (@) + by (z) + cy(z) = R(z), - (1T)

ou a, b, c (les coefficients) sont des constantes réelles (généralement connues) telle que
a # 0, et R une fonction continue (dérivable) sur un intervalle ouvert, R est appelée le
second membre de I’'EDO.

La solution générale d'une telle équation est de la forme

y@) = yu(@) +yp(2) |,

ou yg est la solution générale de 1'équation homogene associée, et y, est une solution
(particuliere) pour I’équation globale. Donc, pour résoudre ce type d’équations, deux
étapes a faire :

Nous considérons d’abord I'équation homogene associée, dite aussi "sans second
membre'

y' 4+ by +cy =0,

e Si y; et yy sont deux solutions pour I'équation (H) linéairement indépendantes,

alors la solution générale de (H) est de la forme

yu(r) = Criyr () + Coya(w),

telles que C, Cy sont des constantes réelles, i.e., toute solution est de cette forme.
e Donc pour résoudre (H), il suffit de trouver deux solutions y;, y2 linérairement indépen-
dantes. Comment ?

e [l suffit de résoudre I'équation algébrique
2 _
r“+br+c=0

appelée "équation caractéristique de 1'équation différentielle (H)". Donc on calcule le
déterminant A, puis

Théoréme.



e Si A >0, (%) admet deux racines réelles 71, s, alors
yH(ZL') = 016 T4 026 'x,

telles que C, Cy sont des constantes réelles.

e Si A =0, (%) admet une racine réelle double r, alors
yH<ZE) = 016 T CQXG T = (Cl + CQX)@ 'z,

avec (7, (5 des constantes réelles.

e Si A <0, () admet deux racines complexes conjugées 1 = o + /7, ro = a — i3, alors
yu(z) = [C) cos(.x) + Cysin( )] e,

telles que C, Cy sont des constantes réelles.

Exemples.
3y =y — 2 (1)
y' + 4y + 4y =0 avec y(0) =14(0) =3 (1)
y' +y=0 (1)
Résolution.
' +2y —y=0 (IL)
c’est une EDO du 2"¢ ordre,

elle est a coefficients , sans second membre, son équation caractéristique est
2 2r—1=0
A =1? — 4ac = 16 > 0, donc la solution générale de (1) est de la forme

y(x) = yp(xr) = C1e™* 4+ Cre™*; 1,0y € R.

y(l’) = 016 r + 026 :1:7 Cl, Cg e R.




Ly"(x) + 4y (z) + 4y(z) =0 (1)

c’est une EDO du 2" ordre bien ordonnée, & coefficients constants et sans second membre,

son équation caractéristique est
1r?+4r+4=0 ()

< (r+2)? = 0 <= r = —2 (racine double), donc la solution générale de (2) est de la

forme

y(z) = yu(r) = (C1 + sz)e_zx; Ch,Cy € R.

Donc y(0) = (Cy + C5.0)e 20 = C1.e® = C}, d’out d’apres la premiere condition initiale,

('} = 1. La solution devient
y(x) = (1 + Cyz)e™; ,Cy € R.

d’autre part,
Y (z) = Coe™ — 2(1 + Cow)e >
d’on
Y (0) = Coe 20 —2(1 4 Cy.0)e 2" = Oy — 2,

donc d’apres la deuxieme condition initiale, Cy — 2 = 3, d’ou Cy = 5. Donc
y(r) = (1+5z)e®, vl

est la solution unique.

Y'(x)+ 0y (x) + Ly(x) =0 (113)
2 H0r+1=0
+

P4l=0 e rP=-1=0G0)? & r=—i & rn=0+ietro=0-i & («=0et 7 =1).

La solution générale de est définie par

yu(z) = [Cicos(l.z)+ Cysin(l.z)]e"”,

yp(zr) = Cicosz+ Cysinz; Cp,Cy € R.

Pour trouver la solution générale de I'équation avec second membre, il y’on a

deux méthodes :



. une méthode générale : variation des constantes.

. méthode 2 : solution particuliere.
La méthode de variation de la constante : Dans la solution de (H)

yii(7) = Criyn(w) + Coya(w),

nous considérons les constantes C; et Cy comme des fonctions inconnues de x et cherchons

la solution générale de I’équation avec second membre sous la forme

y(x) = Ci(1)y (@) + Co(r)ya(2).

Pour trouver les fonctions inconnues, on résout le systeme

Ct(z)y1 + Cy(x)ys = 0, (1)

Ci (z)y, + Chlx)yy = 2. (2)

Ce qui permet de déterminer d’abord les fonctions dérivées C et CY, puis, par intégration,

les fonctions C et C5.

Exemple. Résoudre 'EDO

y' + 4y =tanx, z E]O,g[
" . T
j2) +0.9(z) +hy(z) = tanz, @€l =0, 5]

Etape 1.
Lj(x) + 0.9(x) + ky(z) =0 .(H)
124 0r+4=0

P4d=0 o rP=—-4=(2)% & r="12 (a=0et3=2).

yu(z) = [Kjcos(2.z)+ Kpsin(2.x)]e’”

= c1c08(2x) + co8in(2z); 1,00 € R

Etape II. Puisque nous possédons pas d’une solution particuliere, nous appliquons la

méthode de variation des constantes, et d’apres cette derniere, la solution générale de (F)

est de la forme
y(x) = Cy(r) cos(2x) + Ca(7r) sin(2z).



Pour trouver les fonctions inconnues C', Cy, on résout le systeme

C1(z) cos(2x) + C4(z) sin(2z) = 0,
—2C1 (x) sin(2x) + 2C%(x) cos(2x) = tan x.

(5)

En multipliant la premiere équation par cos(2x), et la deuxiéme par sin(2zx), on obtient
C1(x) cos?(2x) + C)(z) sin(2x) cos(2x) = 0,
C}(z)sin®*(2z) — C)(x) cos(2z) sin(2z) = —1(tan z). sin(2z)

en aditionnant, on trouve que
! 2 i 2 1 :
C1(x)(cos”(2x) + sin“(2x)) = —§(tan x).sin(2z),

d’ou
1 sinzx

Ci(z) = =5 (

2°cosx

1
).2sinx.cosz = —sin®x = 5(005(2@ — 1),

en intégrant les deux membres de 1’équation,

/ ! (2)dx — / %(COS(Zx) 1),

on obtient

—_

1 1
Ci(w) = 5[5 sin(22) =2 + k)] = § sin(22) - % +ki; ki €R

\)

Pour trouver Cy(z), de méme, en multipliant la premiere équation du systeme (S) par

sin(2x), et la deuxieme par cos(2x), on obtient

C1(z) cos(2x) sin(2x) + C4(x) sin(2z) sin®(2z) = 0,
C}(z) sin(2x) cos(2x) — C(x) cos(2x) cos®(2x) = 3(tan z). cos(2x)

en aditionnant, on trouve que

1 1 si
Co(x) = i(tan x).cos(2z) = 5(2;22).(0052 r — sin’ 1),
d’ou
1, si 1 si
Cy(z) = 5(?;22).(20052$ — 1) =sinz.cosx — 5:2:;’

en intégrant,

1 1 [ —sinz 1 1 [ —sinx
Co(x)dxr = = [ 2sinz. dr + = dr = = [ sin(2z)dx + = d
/ o (x)dx 2/ sin x. cos x :L'+2/ p—— 2/sm( x) x+2/ osg 0%

alors

—1 1
Cy(x) = TCOS(QI) + éln |cosx| + ky; ko €R.
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La solution générale est définie par

1 —1 1
y(x) = {Z sin(2x) — g + kl} .cos(2x)+ [T cos(2x) + 5 In|cosz|+ ]{?2:| .sin(2x); ky, ko € R.
En fait,
1. x -1 1 . .
y(x) = {Z sin(2z) — 5] .cos(2zx) + [T cos(2x) + 5 In| cos :c|1 .sin(2z) 4+ | ky. cos(2x) + ks. sin(27)
1. x -1 1 .
= {Z sin(2zx) — 5] .cos(2zx) + [T cos(2x) + 5 In| cos x|1 -sin(2x) + yi (),

et nous pouvons vérifier que la quantité [1 sin(2z) — £] . cos(2z)+ [ cos(2z) + 1 In(cos z)] . sin(2z)

ce n’est qu'une solution particuliere pour ’équation globale.
La méthode 2 : Nous cherchons une solution (particuliere) pour I’équation avec se-
cond membre (I7). Comment ? Nous pouvons le faire dans certains cas, lorsque le second
membre prend certaines formes. Par exemple,

R(z) = P(x).e™*, ou P est un polynome d’un certain degres, et m un réel.

Dans ce cas, il existe une solution particuliere pour (/1) de la forme

yp(x) = Qx)e™,

ol ) est un polynome de degres d°() tel que

e Si m n’est pas racine de (%), d°Q) = d°P.

e Si m est une racine simple de (x), d°Q = d°P + 1.
e Si m est une racine double de (%), d°Q = d°P + 2.

Exemple. Considérons 1’équation différentielle
Y =2y 4+ ze 3 4y
Nous la réécrivons soius la forme
ly"(z) — Ly'(z) — 2y(z) = we™™,

Nous écrivons I'équation homogene associée, puis son équation caractéristique

ji—j—2y=0, - (H)
r?—r—2=0, (%)
avec le discreminant A =9 > 0, ce qui donne les racines 1, = —1 et ry = 2.

Ainsi, la solution homogene associée est
yH(.I') = Cle*x + CQ@ZT; Cl, CQ e R.
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La solution générale de (I1) est de la forme

y(@) = yu () + yp(2).

Nous avons R(z) = ze 3" = P(z).e™® avec m = —3 et P(x) =z, d°P = 1, alors il existe

une solution particuliere pour (/1) de la forme

Nous déterminons @ a travers son degrés. Comme m = —3 n’est pas racine pour (x) alors
dans ce cas d°Q = d°P =1, d’ott Q(z) = ax + 3, et donc yp(x) = (ax + ). 73*. Reste a
trouver les valeurs de a et 5.

Yy, est une solution pour (/1) donc elle la vérifie

iip(2) — U () — 2y, (x)=2e™*, Vo €l.

§p(x) = ae™3 — 3(ax + B)e = [(—3a)x + a — 3F]e "
Up(z) = (=3a)e™ = 3[(=3a)r + a — 30)]e™* = [(~9a)z — 6 + 9Bl
=
[(—9a)z — 6+ 96]e ™" — [(=3a)x + a — 38]e™ — 2(ax + B)e™ = ze™, Voecl
[(100)x — Ta+108]e™* = xe ™, Vol
[(10a)z — T +108)e ™ —gze™* = 0, Voel
[(10a — )z — Ta+108le™* = 0, Vzel

e 37£0, VY
= (10a—1)x —Ta+106=0, Vrel

100 — 1 =0,
=
—Ta+108 =0
1
o = —
= 1‘7)
6:100
1 T a
= yp(x) = (E +m)€ ’

La solution générale est définie par

1 7
y(x) = Cre™ + Che®™ + (Ex + 1—00)6—31’; Cy,Cy € R.
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D’autres exemples, 3’ —y' — 2y =273 2y +y' — 2y =222 — 3x + 1 (td).

Notez bien, si on avait appliqué la méthode de variation des constantes, on aurait
trouvé la méme solution.
R(z) = Py(z) cos(\x) + Qu (x) sin(\x),
ou P,,Q, sont deux polynomes de degrés n,n’ respectivement.
Si A >0, ou bien A < 0 mais a # 0, ou bien A < 0, a = 0 mais § # )\, alors on cherche

une solution particuliere pour (/1) de la forme
Yp(x) = Upr(x) cos(\z) + Vo () sin(\z).

Si A <0, a=0et [ =), alors on cherche une solution particuliere pour (I7) de la
forme

yp(z) =2 [Unn(x) cos(Ax) + V() sin()\x)},

tels que dans les deux cas U,,», V,,» sont deux polynomes de degré n” = max(n,n’).
R(z) = Ry(z) + Ro(z) + ... + R, (z) telle que chaque R;(x) est d'un des types

précédents. On cherche pour chacune des équations
ay” + by + cy = Ri(x)

une solution particuliere 5 (x), puis la fonction y,(x) = Si(x) + Sa(x) + ... + Sp(x) sera
solution pour I’équation

ay” + by + cy = R(x).

Exemple.

y”—y’+y:2x+e2‘”.

Elles sont de la forme

a(x)y"(z) +b(x)y (z) + c(x)y(x) = R(x) wel,
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ol a,b,c et R sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I de R contenant un
point x.

L’équation en haut peut s’écrire

R
/' By + Clxy = o @ € I\ ale) £0.)
e [’équation homogene associée est
y" + B(x)y' + C(x)y = 0. ..(H)

Nous nous intéressons ici a I’équation (H) seulement.
La fonction nulle satisfait toujours I’équation (H), elle est appelée la solution triviale.

La solution générale de (H) est de la forme

yr(r) = Criyr(w) + Coya(w),

telles que ¥y et yo sont deux solutions linéairement indépendantes. Malheureusement,
il n’y a pas de méthode pour trouver des formules explicites pour y; et y». Il y a cependant,
certains cas particuliers.

Si nous sommes en quelque sorte assez chanceux pour trouver une solution y; non tri-

viale, alors dans ce cas on peut trouver ys, grace a la formule

6( fB(x)d:v)
ya(z) = yl(at)./ ————— dx.
(y1(2))?
Exemple.
22y" — 2y’ — 4y = 0;
nous vérifions facilement que y;(z) = % définit une solution pour notre équa. diff. . Alors,

réécrivons d’abord 'équation

2, 4
y' ==y — 5y =0,
X X

puis calculons

2
/ B(x)dx:/—dx:21n|a:|+c:lnx2+c; ceR,
x

il suffit de prendre 'une des primitives, puis

1 [ e’ 1 22 1 . 1,
yg(az):;/wdm:;/ (x_g)da::E/x da::gx.
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Alors, la solution générale est définie par

c, C
y(z) = = + 222%  C,,C, € R.
x )
Un autre exemple,
, l1l4+x , 1
vy = y+-y=
x x

y1(z) = €®, ce qui donne yo(z) = |z + 1].
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