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Département de Physique Matiére : Intégrales de Chemins

Série d’exercices N1

Exercice 01 :

1. A partir de l'opérateur d’evolution U (t,,t,) construire, dans 'espace des phase, le propagateur
IC (zp, ty; x4, t,) relatif & un systéme physique ayant le Hamiltonien
P2
H=—+YV 1
V(). 1)

2. Par integrations successives sur les impulsions donner ’expression du propagateur dans l’espace
des configurations en montrant ainsi que cette formulation est basée sur le Lagrangien.

Exercice 02 :
On considére un systéme quantique dépendant du temps décrit par I’équation de Schrodinger

) R
tho [ (1) = H ()[4 (), (2)

ot H (t) est considéré hermitien. Dans ce cas, les solutions de ’équation (2) vérifient les propriétés
suivantes

(10, ()] Yy, (£)) = O et > [, (1) (¥, ()] =1 (3)
1. On définit 'opérateur

U (t,to) = Zw (to)] (4)

Montrer que :

(a) U (t,to) est unitaire.
(b) U (t,to) satsifait Péquation
d

m%ff (t.to) = H (t) U (t, ) (5)

(c) U (t,t) obéit a la loi de décomposition
Ut to) = U (t,01) U (t1, 1) . (6)

2. Lopérateur U (t,to) n'est rien d’autre que I'opérateur d’évolution associé a I'hamiltonien H (t).

(a) Ecrire, sans démonstration, le propagateur K (zy,ty; 4, t,) relatif a H (t) en fonction de

U (t, o)

(b) En déduire que K (4, tp; 74, t,) admet la décomposition suivante

K (20, ty; Tas ta) = Y Uy (0, 1) 07 (a, ta) (7)
n=0



Exercice 03 : )
Pour un potentiel dependant du temps H (t) = % + V (z,t), opérateur d’évolution qui verifie
I’équation

zhatU(t to) = H (1)U (t,to) avec U (to,to) =1 (8)

9
0 (t4) :Texp{—%/t:f](t’)dt’} ()

1. Montrer que si H (t) est hermitien U (¢,,) est alors unitaire.

est

2. Montrer la loi de décomposition
U (t,to) = U (t,11) U (t1, 1) (10)

3. Construire, dans l’espace des phase, le propagateur K (zy, ty; x4, t,) relatif a H (t).

Exercice 04 :
Le propagateur de Feynman associé a une particule libre est défini par

N

. dpn ) p?L 1 N
’C (xb7tba xm a / H d ( ) ( ~ %5> exp [ﬁ ;pn ("En - In—l)

1. Par integrations successives sur les impulsions, donner ’expression du propagateur dans ’espace
des configurations.

2. En effectuant les integrations sur les positions intermédiaires, calculer K (zy, ty; Za, ts)-

Exercice 05 :

1. Pour une particule libre nous avons

N-1 N dp ;N » ;N
IC (zp, th; g, ty) = / H dz,, H ( ") exp (—— Z —5) exp [— an (x, — xn_l)]
st st 2mh h 2 h

En ecrivant le dernier facteur sous la forme

. N , . N-1
i v v § :
exp [7_1 E P (T — wnl)] = &Xp li—i (pvTN — P1To) — I Tn (Pny1 = pn)]
n=1 n=1

et en effectuant les integrations sur les coordonnées intermédiaires, montrer que

d ) N2
K (zy, ty; Tas ta) = /<2];—];;> exp {%pN(xN—xol/Hdpn H6 Prt1 — Pn exp< Z%)

2. En effectuant maintenant les integrations sur pi, ps, ps, ....,pnv_1 €t en notant py = p, ecrire
IC (zp, ty; 4, t,) sous la forme

IC (zp, ty; Tay t) = /dp exp (—%Ep (ty — ta)> ©, (1) ) (Ta) (11)



Exercice 06 :

1. Le propagateur infinitésimal K (z,t + €; y,t) est donné par

K (2t + e59,8) — (o] exp [—%He} )

Montrer que, pour H = f—; +V (z),

o [m if (x-y)” B
Kz, t+e€y,t)= Sire OXP [h (m 5 Vdx+(1-XNy) e)] . (12)
2. A partir de I’équation
vt ) = [ dy ot + Atiy. 1) (5.), (13)

dériver I’équation de Schrodinger.

Exercice 07 :
Considérons une particule de masse m qui peut se mouvoir dans un espace & 2 dimensions.
En présence d’un potentiel V' (z,7), le Hamiltonien de cette particule s’écrit

<P§ + Pj)

2m

H = — V(&) (14)

On définit le propagateur associé a cette particule par

K (l‘b, Yvs Las Ya; T) = <$b7 yb' U (tb7 ta) |[L’a, ya> (15)

ou U (ty, t,) est Popérateur d’évolution.
1. Construire la forme "intégrales de chemins" de K (xy, yp, ts; Ta, Ya, ta)

2. A partir du propagateur infinitésimal K (x,y,t + €;7n,(,t), avec

B (@ 9,t+ ) = / dndCE (2, + 6, 0) 6 (.G, ). (16)

dériver I’équation de Schrodinger.

Exercice 08 :
On considére ga}intenant une particule de masse m et de charge e soumise a l'action d’'un champ
magnétique B = rot A. Le potentiel vecteur A = A (7) est une fonction de 7= (z,y, 2).

L <F, ?) - %m (?)2 +er A (7) (17)

Comme dans la premiére partie nous considérons le point intermédiaire 7y = A"+ (1 — A) 7 et nous
écrivons le propagateur infinitésimal comme

IC(F,the;F',t):( 2;%6) exp [% (m%jLe(F—F’).ff()\F—l—(1—)\)7‘_'))]. (18)

avec

¢(F,t+e):/dr"/C(f‘,t+e;ﬂ,t)¢(ﬂ,t). (19)



1. En posant 7 = ¢+ 7, montrer que

o= ([5) [ (o5)

ou F'(§) est donnée par

F () = exp {_%eqﬂ(ﬂ (1- M) (j)] U (F+ 7).

2. En introduisant la transformée de Fourier

dk Xy ];’)

montrer que

/dqexp(—ﬁq)F<q‘>:<W> ( @+ 3= (%) F@|

q1+8qJ—|— k

3. En déduire alors que

ouV = 35"

V(e =6 )+ o (V,) F(@

et montrer que
G=0

(%)2 F (cj)'“ - [(ﬁ - %A’(f}f + % (A - %) (ﬁ.ﬁ(ﬁ))] b (7,1)

Iei V =21+ 2j+ 2k

5. Montrer alors que ¢ (7, t) vérifie 'équation

(6 = %A’(?))Q + % (/\ - %) (6&(7?))

et justifier pourquoi nous devons prendre le midpoint A =

4. Calculer (6,1)2}7(

—h?

a = J—
zhaw (7, t) = v

N =

Exercice 09 :
On considére un systéme physique décrit par le lagrangien quadratique
1 o 1

3™ (t) ° — om B w? )2+ ()

L(z,%,t) =

oum (t), w(t) et j(t) sont des fonctions ne dépendant que du temps ¢.

1. Montrer que le propagateur relatif a ce systéme s’écrit sous la forme
1
K (24, T;24,0) = A(T) exp (%Sd) ,
ot Sy (t) est action classique du systéeme et A (7') est une fonction de T' = t;, — t,.

4

(20)

(21)

(22)

(25)

(26)

(27)

(28)



solution classique s’écrit

1
el (t) - sin w

A(T) = \/2;71

[z sinwt + x4 sinw (T — t)]

Calculer alors I'action classique.

3. Calculer A (T') et montrer que

0%5,
ox a ox b

Exercice 10 :

. Montrer que pour un oscillateur harmonique (m (¢) et w (t) sont des constantes et j (t) = 0), la

(29)

(30)

On se propose de calculer le propagateur associé & une particule forcée décrite par le lagrangien

1
L(x, %)= §m:fc2 + kx

ou k est une constante.

1. Montrer le propagateur relatif a ce systéme s’écrit sous la forme

K (2, Ta, by — ta) = 4 /%;’%T exp (%s £ (t)]) ,

ou S [z (t)] est Paction classique du systéme et T' = ¢, — t,,.

2. Montrer que la solution classique est de la forme

k
Lel (t) = %t2 + th‘i‘ﬁ

avec K ; ; i
Ty — Tq Taly — Tpta

— —(ty + 1, et =—t —

ty — tq 2m<b ) b ty — tq 2m

o = tbta

3. En utilisant I’équation du mouvement, écrire S [z ()] sous la forme

tp

S [ (1)] = %mxcl () it (1)

1. [t
+—k/ Ty (t) dt
2" /.,

la

et montrer que K (xp,z,,T) est donné par

m i \m iz —1x)®  k k?
K T)= =2 T —
(@020 ) =\ gyep &P { h [2 7 gl Wt m) o

Exercice 11 :

T”

(31)

(32)

(34)

(35)

1. A partir de 'opérateur d’evolution U (ty,t,) construire, dans I'espace des phases, le propagateur

IC (2, T; x4, 0) relatif & une particule de masse m soumise a un potentiel linéaire ;

p2
H=——kz.

2m

(36)



2. Considérons maintenant I'intégrale de chemins

. N
n 7
K (2, T; x4,0) /H dx, ( d ) exp [_ﬁz
En écrivant le dernier facteur sous la forme

. N N—-1
7
o [ x| =0 £t 230 )
n=1

et en effectuant les integrations sur les coordonnées intermédiaires, montrer que

d i
K (zp,T;24,0) = / <2];—]7\;> exp {ﬁ [pNTN — P10 + ksxo]}

N-1 N-1 ;N 2
/ H dpn H o (pn+1 — DPn — ]{6) €xXp <_7_7, Z ﬁg) (37)

n=1 n=1

3. En faisant le changement p,, = p, — nke, montrer que

i

dp - 5
KC(zy,T;2,,0) = / (2;;—]7;) exp {ﬁ [DNTN — PnTo + Nf?kIN]}

. N
/Hdpn H5 Prt1 = Pn exp( SN p"+nk8 ) (38)
n:l

4. En effectuant maintenant les intégrations sur p;, ps, ps, ...,py_1 €t en notant py = p, écrire
K (2, T; x4, 0) sous la forme

K (23, T: 20, 0) — / (2dTph) exp {% (p (20— 22) + kab)l exp [—% /0 ' (p;—n’jt)?dt]

5. Calculer alors KC (xy, T'; 4, 0).

[ m i (m I
K (zp,T;24,0) = ST SXP [h (ZT (2 — 14)° + = kT(xb—an)—ﬂET:i)}

Exercice 12 :
On considére un oscillateur harmonique ayant le Hamiltonien

H=—+—uw1 (39)

1. A partir de l'opérateur d’evolution U (ty,t,) construire, dans I’espace des phases, le propagateur
IC (2, ty; 4, to) relatif & ce systéme.

2. Par intégrations successives sur les impulsions donner ’expression du propagateur dans l’espace
des configurations en introduisant le lagrangien

L= / (%:ﬁ . %w2x2) dt (40)



3. En faisant un developpement autour du chemin classique = = x4 + ¢, avec ¢ (t,) = q(t,) = 0,
montrer que K (zy, ty; Tq, t) peut s'écrire sous la forme

IC (zp, ty; Ta, ta) = €Xp (%Scl) /Dq exp {%/ (%Cf _ %uﬂq?) dt} (41)

4. Dans le cours nous avons vu que

1 m m m
po o {1 [ (M- M) ar} = [ »
/ lep{h/ o1 w1 2irhf (th) (42)
ot f (t) est une solution de I'équation classique i + w?z = 0 qui vérifie les conditions f (t,) = 0 et

f(ta) = 1. Soit g (t) une autre solution qui vérifie les conditions g (t,) = 1 et ¢ (t,) = 0.

(a) Montrer que f (t) et g (t) sont linéairement indépendantes.

(b) Montrer alors que la solution classique peut s’écrire

Lel <t> =Ta g (t) + :ta f (t) (43)
et en déduire que
8xcl (t)
t) = 44
F =52 (14)
5. Montrer que
a8,
833: = —p, = —Mmi, (45)
et en déduire que
1 1 928,
=_— : (46)
f(ty) m 0xp0T,
Exercice 13 :
1. Montrer que le propagateur K (x4, ty; x4, t,) admet la décomposition spectrale suivante :
K (xba tb; Lq, ta) = Z eiﬁEnt TP* (xb) w (xa> (47)
2. En utilisant la formule
i an (X)H, (V) = 1 exp | ——— (XY — £X? —¢&Y?) | . (48)
£ nl 1—4¢2 1 — 42

extraire les fonctions d’ondes pour un oscillateur harmonique a partir du propagateur associé.

Exercice 14 :
On considére un oscillateur hamonique de masse m, de fréquence w et de charge e soumis & un champ
électrique F. Le propagateur associé admet la représentation suivante

[ 1 1
IC (zp, ty; Tas te) = /Dx exp {%/ dt [§mx2 — Qmw2x2 + eE:U} } ) (49)
ta



1. En introduisant la transformation

dt
r=pt)g+C et ds=—
p
ou C' est une constante et p (t) une solution de 1’équation
p+w?p=0. (50)

Déterminer la constante C' telle que

borm m m
) 2 2 - 2
— I - —w — kx| dt = —pp
/ta[2x 2 v . 2 ?

ty Sb 1 dq 2
— — d 51
ta - /;a [2m (d8> ° (51)

2. Montrer que

1 1 N — N-1
Dip=— D= ——— e da (52)
vV (to) p(tn) Vo (to) p () (H 22“%”) rH
3. En déduire que le probléme de 'oscillateur harmonique se réduit & celui de la particule libre
1 L (P, o Pa o
K (p, th; Tai ta) = exp {—— (—w — =2y | ¢ Ko (qbs Sb; Gar Sa) (53)
VPPt 2 \p " pa

ot K¢ (qp, Sb; Ga, Sa) est le propagateur de la particule libre

i (%1 [dg\?
Ky (Qb7Sb;Qa7Sa):/quxp ﬁ/s 3\ 75 ds ¢ . (54)

4. Trouver alors 'expression de K (zp, tp; T4} ty)-

Exercice 15 :

On considére une particule de masse m et de charge e soumise a ’action d’un champ magnétque
B = Bk et on s'intéresse a son mouvement dans le plan perpendiculaire a k (c-a-d le plan (zoy)). Dans
ce cas le lagrangien de cette particule s’écrit

.. m . . eB . .
Loy, d,9) = 2 (8 4+ 3) + 5 (0 — i) (55)

On définit le propagateur associé a cette particule par

i [T o [m o, ., . eB, .
K (x4, Yo, Ta, Ya; T') = /Dnyexp {ﬁ/ dt [E (x +9 ) + oA (xy — yx)} } (56)
0
ou
AN N
DxDy = 11_{% (27rhe> (dx;dy;) . (57)

=1

avece=t; —t;_1 et Ne="T.



1. En introduisant la transformation (rotation)

T coswt sinwt X
< y ) a ( —sinwt coswt ) ( Y ) (58)

Montrer que le propagateur K (xy, Yy, Ta, Ya; T) = K (Xp, Yy, Xo, Ya; T') est le produit de deux pro-
pagateurs associés a 1’oscillateur harmonique unidimensionnel d’ott nous en déduisons ’expression

K (xb, Yvs Las Ya; T) = #ﬁ(mﬂ
exp {%#{:T) [((xb — xa)2 + (yp — ya)z) cos (WT') — 2 (xpYq — YpTa) sin (WT)] } (59)

2. Utiliser les coordonnées polaire pour écrire K (zy, Yy, Ta, Ya; T') sous la forme

mw
K ¥ 1) = 5577
(%0, 90, Tas Yo T) 2imhsin(wT)
T mw 9 9 T TWTT,
- T —= 0, — 0, T 60
eXp{thin(wT) (ry +72) cos (w )}exp{ F sin(T) cos (6, +w )} (60)
3. En utilisant la formule .
exp (iacos ) = Z I, (ia) ™% (61)
k=—o00
ou Iy, (ia) est la fonction de Bessel modifiée, montrer que
+00 '
K (q;l” Y, Tas Ya; T) = Z ezk(eb—90,+wT)
k=—o00
mw T W 9 9 1 MWTT,
—_ - T)e I | —= : 62
2imhsin(wT) xp {h 2sin(wT) (1 +72) cos (w )} g < hsin(wT)) (62)
4. Finalement, a l’aide de la formule de Hille-Hardy
£ 1 L+€] (VY _ g nle =0
_Z I = L L 63
écrire K (p, Yo, Ta, Ya; T') sous la forme
oo 400 )
K (2, Y5, Tar s T) = Y Y e 70" (04,70) 4 (B1,73) (64)

n=0 k=—oc0

Exercice 16 :
On se propose dans cet exercice de calculer le propagateur relatif a un oscillateur hamonique avec
une fréquence variable (c-a-d dépendante du temps)

("1 1
IC (T, to; Tas ta) = /Dx exp {%/ dt {§mx2 — EmQ2 (t) 5621 } . (65)
ta

Soit p (t) une solution de 1'équation
2

. w
p+Q (t)P:F (66)
oll w? est une constante



1. En introduisant la transformation x = p (t) ¢ et ds = %, montrer que

‘ 11 (dg\® 1
2| +/ lém <d—Z) - §mw2q2 ds (67)
Sa

ta

borm m m
2 0%t 2}dt:—‘
/t [296 S (1) 5 PPd

2. Pour la mésure Dz, nous écrivons d’abord

Dx_(\/;)]viﬁdxn H‘/th A7) Hdmn (68)

tn

ou At, =t, —t,_1 = €. Nous posons ensuite o, = s, — S,_1 = t p
(a) Montrer que
N
At,
op=]—r— (69)
H 1 p(tn) p (tn-1)

n= 1

(b) En déduire que la mésure Dz peut s’écrire comme

oo g (om0 = g™ @

Montrer alors que le probléme de l'oscillateur harmonique dépendant du temps se réduit & un

oscillateur harmonique avec une fréquence constante

1 a
IC (xp, th; a3 ty) = N exp {h 5 (pbmg — p_x2> } Ko (qb, Sb; 9as Sa)

pb pa
ou
1 1

Ko (qbs Sb; qas Sa) = /quXp{%/Sa [— (Zz) - §mw2q2] ds}. (72)

(71)

4. L’expression exacte du propagateur K (qp, Sp; qa, S,) est donnée par
mw T mw
Ko (qb, Sp: qa, Sa) = | ———exp{ ———— [(¢? + ¢*) coswS — 2quq, | ¢ -
0 (a0, 54 ) 2irhsinwS {h2 sinwS [(Qb + q“> P }

Montrer que le propagateur initial & (x, tp; x4; t,) peut s’écrire sous la forme
—iB, [ 1 1 mw

K (2o, ty; 2asta) = "
(5, 143 a3 ta) Ze VPaPy 2"\ Th

n=0
o (5 ) e (55)

(o, ¢]
i tp dt
2

P2 Pa

ol 52 (52

Py Po

et en déduire la solution de I’équation de Schrodinger pour un oscillateur harmonique dépendant

du temps

) = e (M [, [ 1]
o5 (e 50) 7w (se) @

10



Exercice 17 :
On se propose de calculer le propagateur associé & un oscillateur harmonique de fréquence w

oty 2
K (zp,24;T) = /D:U exp {1/ |:T$2 _ e x2] dt} , (74)
ht, |2 2

en introduisant la nouvelle variable z et le parametre d’évolution s avec

in (ct) ; ds 1
xr = zsin (w e — = —
dt  sin? (wt)

1. Montrer que le calcul du propagateur K (xy,x,;T) se raméne au calcul du propagateur relatif a la
particule libre

tp

1 1 mw
K (2, 20;T) = ) ———— LMY 2 Gin (2wt
(20, 20; T) sin wt, sin wty, exp{h 4 - sin (2wt) t

' ¥ m e i o [(m(Az)?
KO(Zb?ZG;Sb_Sa):NIEnOO (H 2irho ) (H dzn> exp{ﬁz<5( o | >}
" n=1 n

} Ko (26, 2a; Sb — Sa)

a

avec

n=1 n=1

2. Donner alors 'expression de Ky (2, z4; Sp — Sq) €t calculer K (xy, x4;T).

Exercice 18 :
On considére une particule de masse m soumise & une soure (force). Ce systéme est décrit par le
lagrangien

L(z,i.t) = %mfc? i@ (75)

ou j (t) est une fonction du temps ¢.

1. Montrer que le propagateur relatif a ce systéme s’écrit sous la forme

K (2,70, T) = A(T) exp (%sd> , (76)

ou Sy (t) est action classique du systéme et A (T') est une fonction de T' = t;, — t,.

2. Trouver I'expression de A (T')

3. Montrer que

xc(t):(xb—xa)%era%—% [t/OT(T—T) J(7) dT—T/;(t—T)j(T)dT] (77)

est une solution de I’équation classique ma + j (t) = 0.

4. Montrer que 'action classique

1 /0 J )z dt (78)

11



5. Calculer alors S, est montrer qu’elle peut se mettre sous la forme

S, = mM—ﬁ/th() dt

dt_—/ dt/ dr A(t,7) j(t) j(7)

2T T

T
La
e (T -t
w | a=ny

ou la fonction A (¢,7) est donnée par

At,T)=0(t—T1

6. En déduire alors que

2emhT

Exercice 19 :

YT (T—t)+0(r—t) t (T—1).

2h T

. 2

i/T[g;,,t b (T—1)j (1) dt

~mT J,

—2h:nT/OTdt/OTdTA(t,T) i j(T)},

7. Etudier le cas particulier ot j (t) est une constante j(t) = k.

On considére maintenant un oscillateur harmonique de frequence w.

= [ ore {25},

avec

Kop (zp, ty; Ta, t

=) G

1. En utilisant la relation de fermeture

d(t—s)=

montrer que

1 T
S = —m/ 22dt
= —m/ i2dt —

2. Par l'insertion des intégrales

I;I/dun 5(un—/0Tdtx(t)sin <7;—nt>) —1

et

§(un—/0Tdtx(t)sin(%t)> _ 4

1 -2
2 2

1
mi ——mwx)dt

72 (Ge) s ()

n=0

1 T T
——mw? [ dt | dsa( s)0 (t—s)
2 0 0
mwz oo 2
T ;[/0 dt:c()mn(Tt)]

(un _ /OT dt = () sin (%t))}

(82)

(83)

(85)



montrer que

st - 1{fo o)
/Dwexp{;/oT ;mx _ t)j(t)dt]}. (88)

= ipn sin (7TT—nt) (89)

3. En effectuant maintenant les intégrations sur les u,,, montrer que

Kow (Tp, th; Tas ta) (/\/mew2 )Hexp{h4 w2pn}
[prea{2 [ [omst - v0s0a] )

4. En utilisant les résultats de la premiére partie montrer que
4 w2pn}

[ hT
K, ty;
OH (mln bax(n a ( / 4Z7me2 pn) HeXp { A

avec

~~

90)

im(zp — 24
A(T) exp [h% (91)
ex _—zio: /T xb_mat + x, | sin <@t> dt
p i hnzop’l’b 0 T a T

11 T . (TN o (7l
exp - ;pnpl/o dt (T —t)sin <?t>/0 T sin (TT) dT] )

5. Calculer alors Koy (T, ty; Ta, ta) -

On donne
> 1 T 1
= (-)" = 1 1
; 2 —n? 2z \sin(rx) 7z (93)
0o xz
sin x xnll[l ( n27r2) (94)
Exercice 20 :

I) Considérons une particule de masse m qui peut se mouvoir dans un éspace a 2 dimensions.

13



En présence d’'un potentiel central le mouvement de cette particule est décrit par le Lagrangien

L= (i +%) =V (r) (95)

avec 1 = /% + y2.

1) Ecrire la forme discrétisée du propagateur relatif a cette particule en coordonnées cartésiennes

K (Gintisriots) = K 03.77) = [ D2 [ Dyess (4500000 (96)

2) En introduisant les coordonnées polaires

X, = T,CO0S 97
@, (
Yp = TpSIinQ,,
A 'aide de la formule
exp <_im7“n;€ cos (Ap,,) ) Z P < i 1) RIS (98)

et le comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiées

M T -1 . he 2 C TaTno1 . he , 1
| ———— || =~ (im——— - - k* —— 99
g ( he ) (l 27Tmrnrn_1) P [ e ZZmrnrn_l ( 4 (99)

et en faisant en suite les intégrations successives sur les variables angulaires ¢,,, montrer que le
propagateur relatif au probléme s’écrit sous la forme

T Lik(ep—0,)
Lo e
K (7, 7; T) = Z TPk (1, 70;T) (100)

— 00

\/:b_ra /Dr exp {% /OT [%mﬂ - % -V (r)] dt} : (101)

IT) Considérons maintenant un oscillateur harmonique isotrope a 2 dimensions.

avec

Pk (Tba Tas T

L= % (22 +9%) — %mwQ (2* + %) (102)

1) Comme le Lagrangien (102) est quadratique nous pouvons calculer ce propagateur directement en
coordonnée cartésiennes.

*) Sans faire les calculs donner ’expression du propagateur en (z,y).

) A Taide de la formule

1 MWTpT, mwrpTy ikA
b (A m wae 103
P ( Rsin (wT) cos (B¢ ) Z i <hz sin ( wT)) “ (103)

transformer le résultat en coordonnées polaires.
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2) En déduire que

Joreo (i [ [z ™ ] -
si@)zk (nﬁ%n) P [ opy (1 ) cot (“’T)] (104)

3) En utilisant la formule de Hille-Hardy

to/? 1 1+t 2/Tyl 2L ttnlem Y
esxp [——<x+y> —] I, (—y) oy e et L () 1), (105)

1—t 2 1—t 1—t T (n+a+l)

trouver les fonctions d’ondes relatives au probléeme.
Exercice 21 :
Le propagateur euclidien associé & & un oscillateur harmonique de fréquence w est donné par

K (24,70, T) = /Dx exp {—%/OT dt [%:ﬁ + V(x)” (106)

Dz = lim (@)N (Nﬂl dml> . (107)

ou

avece=1t; —t;_1 et Ne=T.

1. Montrer que

T
K9 (23, 24: T) = exp [%(mi - xi)] X /Dx exp[—/ dt%(i} + wz)?] . (108)
0

2. En introduisant la nouvelle variable z et le parametre d’évolution 7 avec
1
T= o exp(2wt) et 2(7) = x(t) exp(wt) (109)
w

montrer que

ou
Ar; =7; —Ti_1 ~ eexp(2wt;)  avec t; = b +2ti !
3. Montrer alors que
K9 (23, 24; T) = exp [%(m% — )+ %} X /Dz exp [— /Tb dT%;}?} , (110)
ou
I S a
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4. Sachant que le propagateur libre s’écrit

2
KEE (o zi g — 1) = o | B F)
& (% ZiTy = Ta) 27h (T — T4) exp{ 2h Ty — T4 |’

montrer que

K (@0, 705T) = |5 —r—me
£ (25,205 T) 2rh sinh(wT) o

Exercice 22 :
On considére le propagateur

avec

1. En utilisant la relation de fermeture

1
{_ﬁ 2 sinh(wT) [<

mw

d(t—s)= %isin (%t) sin <%s)

montrer que

T
1 1

S = / (—mjc2 - —mw2x2)
0 \2 2

2. Par l'insertion des intégrales

n=0

dt — —

A o¢]

[/OT dt 2 (t) sin (%Qr

12T
n=0

E[/dun 6(un—/0Tdt 22 (t) sin (%Q) —1
5(’“n—/onlfﬂf(lf)sin (%Q) z/ Cg’% exp [%pn (un—/OTdt 22 (t) sin (%

et

montrer que

K (zp,T;24,0) = ]]

avec

1(f
/Dxexp{%

dp,

§> 1;[ exp

i—)‘u2+ u
B| 1ot T Pntin

! 1
/ —mi? — —mQ?(t) xQ} dt} :
P 2

3. Effectuer maintenant les intégrations sur les u,, et interpreter le résultat.

16

x7 + x2) cosh(wT) — 2xbxa]}

)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)



Exercice 23 :
On s’intéresse dans cet exercice a l'intégrale fonctionnelle

T
Kg(0,0;7) Dmexp{—%/ dt [Ex + = 5w 222 + A W(a:)}}
0

1. Montrer que

K (0,0;T) = exp {_% A/OTdt W (haji(t))}lf% 7] .

K, [j]:/Dxexp{—%/OTdt [%:&2+%w2x2—j(t)x]}.

ou

2. Montrer que

KO[j] = #}Mexp{%/jdt/jdt’G(t,t’)j(t)j(t’)}

dr 1 ir(t—t)
21 K2 + w? '

avec

G(tt) =

3. ATordre 1 en A\, K (0,0;T) s’écrit

Kp (0,0:T) = K [0] — A %/OTdt W (héjé(t)) KO [

J=0

Montrer que

Mk (OO-T)——EanO[O]Jr)\l ! /TdtW O K% 4]
7 Ke 0.0 = =g K O Ay 550
4. Pour W (z) = g,5;2*", montrer que
h Kyl
am ()

Calculer alors la correction & ’énergie de I’état fondamental a ’ordre 1 en .

2n)! n
= 2 th 1,1)

=0

Exercice 24 :
On s’intéresse dans cet exercice a I'intégrale fonctionnelle

K5 (0,0;T) = /Dmexp{—%/o dt [ 5 + D 2+AW(x)}}

1. Montrer que
K (0,0;7) { 1/\/TdtW<h 0 )}KOH
y Uy d) = €exXpy —¢ SR J
" hJo 67 () o j=0

1 (T
Ky [j DIGXP{_ﬁ/O dt[Qx —l—;wx —Jj (%) ]}
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(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)



2. Montrer que

KO[j] = #Mexp{%/{) dt/o dt’G(t,t’)j(t)j(t’)} (132)

G (t,t) et (133)

m 271'/{2—{—&)2

3. A lordre deux en \, K (0,0;7T) s’écrit
Ky (0,0:T) = K(0,0;T) + A K (0,0, T) + A2 K2 (0,0, T) + ... (134)

Donner les expressions de Kg)) (0,0;7), K](;l) (0,0;T) et Kg) (0,0;7).

4. Montrer alors que
I 7~ K9 00 2 (1.2
——InKg(0,0;7)=—=In Ky (0,0;T) —aX— A | b— =a” | + ... (135)
T T 2
ol a et b sont des constantes & déterminer. Interpréter le résultat.

5. Pour W (z) = 2%, montrer que a = 0 et calculer b.
6. Calculer alors la correction & ’énergie de I’état fondamental a 1’ordre 2 en .
Exercice 25 :

On considére une particule de masse m soumise & une soure (force). Ce systéme est décrit par le
lagrangien

1
L(x,i,t) = §mi2 S iGE: (136)
ou j (t) est une fonction du temps ¢.
K (24,24, T) = i (0, — 2)” i /T[ t+ao (T —0)]j(t) di
Tp, Tq, = ‘ eXp = ———— — —= T zq (T —
b 2irhT P\ 2n T nr J, J

_2h:nT /OTdt/OTdT A(t, 1) j(t) j(r)}, (137)

1. Calculer la valeur moyenne (z (¢) z (s)) et montrer que

(fole+9 -2 @)F) = () [Ze+0 ()]

m

2. Interpréter le résultat en calculant la valeur moyenne ([Z (t),p (¢)]) -

Bon courage
$aran
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