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Exercices

On considére une particule relativiste de spin 0 de charge e soumise a ’action d’un champ magnétique
uniforme B = B 1.
1. Etablire ’équation d’onde associée a cette particule.

2. Résoudre I’équation établi et trouver les niveaux énergétique de cette particule.

Dans cette exercice on prend h=c = 1.
— —
On considére une particule relativiste de spin 0 soumise & un champ magnétique B = By j et un

champ électrique E = Soﬁ. On prend la jauge A" = (—&yz, Byz,0,0).

1. Etablir ’équation d’onde associée & cette particule.

2. On pose ¢ (t,x,y,z) = exp [—i (Et — pyx — pyy)] X ¢ (2). Montrer que ¢ (2) est une solution de I'équa-
tion

82
5.2 —e® (B — &) 2* + 2e (E& + puBo) 2 + E* — p2 —pz —m?| p(z) =0. (1)
3. On suppose que (& < By) et on pose e? (B(Q] — 53) = %wQ et Z=z— %.
0~ <0

— Montrer que 1’équation (1) se raméne & 1’équation d’onde d’un oscillateur harmonique.
— Résoudre alors cette équation et trouver les niveaux d’énergies des états liés.

On considére une particule relativiste de spin 0 soumise & un champ magnétique B = BOT.
On prend la jauge A* = (0, Byz,0,0).
1) Etablir I’équation d’onde associée a cette particule.
2) On pose v (t,z,y,2) = exp [—% (Bt — pox — pyy)] x ¢ (2). Montrer que ¢ () est une solution de
I’équation
0? E?

[h2822 ~ (2 — eBo2)’ + 5 —pj — mQCZ} p(2)=0. (2)

3) Soit 'opérateur Uy = exp ()\82

Montrer que & [13203 1] = exp () [ 2] exp (1) = 1
En déduire que exp (A%) zZ exp (—)\%) =24+ A

4) On pose ¢ (z) = exp (%%) v (2).

- Montrer que exp (6%0%) (pe — eBoz)* exp (—fﬁ%) = e?B322
- En déduire que @ (z) Vérifie alors 1’équation
y 0 21222
[—h @—Fe Biz ]go(z):&p(z). (3)

_E? 2 2.2
avec & =7 — p, —m-c”.



- Résoudre cette équation et trouver les niveaux d’énergies des états liés.

1) Considérons le potentiel vecteur A= ol iy, oit 1y et I sont des constantes.
a) Calculer les composantes cartésiennes A, , A, et A, du vecteur A en fonction de z et V.
b) Calculer le champ magnétique B décrit par A.
2) Ecrire ’équation d’onde pour une particule de spin 0 et de masse p soumise au champ B.
3) En posant ¢ (t,z,y,z) = exp [~ % (Et — p.2)] ¢ (,y) , montrer que ¢ (z,y) vérifie 'équation suivante
0? 0? epig] 1
Eop(z,y)=|-R ==+ | +22 — T z,y), 4
4 2
ol LZ = —Zh (m% _ y%) et S _ E?2_—m?2¢ 7221)27(6“01) )
4) En utilisant les coordonnées polaires x = pcos ¢ et y = psin ¢, montrer que L, = —ih%

-Justifier alors, 'écriture ¢ (z,y) = ﬁF (p) €™? et la nature du nombre m.

5) Montrer que la fonction F'(p) vérifie ’équation radiale

»?  m?— epoImh 1
92z 2 p
P p c p

N.B. Ondonneﬁ¢:—sin¢z+cos¢f et 2 +8L;2:li( @)—Fii.

022

Soit Y (x) une solution a ’équation de Klein-Gordon
(" —m?c?) Pa(z) =

, e
avec m,, = 1h0,, — EAM. On pose

\IIFV:<i):(¢KG+n;c2(ihaat_§A0)wKG> (6)

b — me (ihi — SA0) Vi

1) Montrer que ¥y vérifie 'équation de Feshback-Villars suivante

0
lﬁa\l’pv = HpyVpy, (7)

ol Hpy est le hamiltonien de Feshback-Villars.
2) Ecrire ’équation de continuité pour I’équation (7).
3) Etudier la limite nonrelativiste de I’équation (7)

1) Considérons le potentiel vecteur A= %Bopﬁqb, ou By est une constante et p = /22 + y2.
g est le vecteur unitaire iy = —sin ¢ i+cosg jetx= pcos ¢ et y = psin .
a) Calculer les composantes cartésiennes A, , A, et A, du vecteur A en fonction de z et 1.



b) Calculer le champ magnétique B décrit par A
2) Ecrire I’équation d’onde pour une particule de spin 0 et de masse M soumise au champ B.
3) En posant ¢ (t,z,y,2) = exp [—i (Et — p,z)] ¢ (z,y) , montrer que ¢ (x,y) vérifie I’équation suivante

Ep(z,y) 52+a2 + 1232 1 eBoL.| o (any) (8)
Yy =|—| =+ —e e x
YT,y 81‘2 ayg 4 oP oLz | P(T,Y),
otlLZ:—i<a;a%—ya%> et E=FE?—p2— M2
4) On donne Pexpression de L, en coordonnées polaires L, = —ia%, et on pose ¢ (x,y) = ﬁF (p) e™m®,
ol m un nombre entier.
- Montrer que la fonction F'(p) vérifie 'équation radiale

9> m?— % L o2 2

On considére ’équation de Klein Gordon avec un champ électrique constant et uniforme, décrit
par la jauge A, (z) = (—Fz,0,0,0),

. 2
(B - eu @)’ = | v (t.,0.2) =0, (10)
1) En posont ¢ (t,z,y, z) = exp [—i (wt — pyy — p.2)] ¢ (x) et en faisant le changement

fz@(m—i—%), (11)

montrer que I’équation (10) se réduit a

2 1, 1
_ - i =0, 12
[8&2 1€ +v+2]so<£) (12)
. . 1, 1 mP4p24p?
oup(§)=p(x)ety=—35+iz—fF—
2) Si, en plus du champ électrique, on ajoute un champ magnétique dérivé du potentiel vecteur

A= (0,Bz,0), avec E > B, montrer que la solution de ’équation de Klein Gordon résultante
se rameéne & la solution d’une équation de type (14).

Soit 1 (x) la solution de ’équation de Dirac

(v, —me)y (z) =0 avec 7, = 1h0, — eA,
1) Montrer que v (z) est une solution de ’équation quadratique suivante
. .
w2 = me — Lo E, | b (@) =0 ot o = = [7#,0")

2) Trouver alors les niveaux énergétique pour une particule relativiste de spin % soumise a un champ
magnétique B = B .



Soit ‘H I’hamiltonien de Dirac avec un potentiel central V' (r);

H = cd.p+ fmc® +V (r)

NS

On note L le moment cinétique orbital, S le moment cinétique de spin (§ = lf])
Soit J le moment cinétique total (f =L+ g) .

Calculer les commutateurs [H,E] , [H, S’j et [H, J}

Considérons ’équation de Dirac
[V — md ¢ (x) =0,
avec , = (ih@u — %A#), en présence d’un champ électrique E et un champ magnétique B. Les deux champs
sont constants et homogénes.

1) En multipliant cette équation par (y*m, + mc), montrer que 9 () est une solution de I’équation

~

[71'2 —m2 - M|y (x) =0 (13)

on M = L (3. + iS5
2) Déterminer les vecteurs propres U, de la matrice M.
3) Considérons maintenant la jauge A, () = (—FEz,0, Bx,0) avec E > B.
a) En posant ¢ (t, z,y, 2) = Us exp [—i (wt — pyy — p.2)] @, (x), écrire I’équation que doit satisfaire ¢, ().
b) En faisant un changement de variable x — &, montrer que I’équation (22) peut se mettre sous la forme
9% 1

|:a£2 - 152 + Vs + é Cos (é) = 0> (14)

ol @, (&) = ¢, (z) et 4 est une constante.

1) Soit les opérateurs W=5 (@.p) et Upw = exp <)\ W), ou 3 et @ sont les matrices de Dirac

et \ est un parametre réel.
a) Montrer que W+ = —W et en déduire que Upyy est unitaire.
b) Montrer que W? = —p? et en déduire que Upy peut s’écrire sous la forme

Upw = cosf + <W> sin 0
p

2) On définit le hamiltonien
H' =Upw HU}y,

a) Déterminer le parametre A pour que H' soit

H =E, 8

4



b) En déduire les valeurs et les vecteurs propres de H.
3) Etudier la limite nonrelativiste p << mc.

Soit une particule de Dirac dans un potentiel central. Le Hamiltonien correspondant s’écrit

H=ap+pm+V(r).

1) Calculer le commutateur [p;, L;], o L; est la composante j du moment cinétique orbitale.

En déduire que p’ x L+Lx P = 2ip.

ﬁ
2) Soit 'opérateur de Dirac K = 3 (EE + 1), oY = < g g) ) .

-Vérifier que @ = 7°%. (avec 7° = i0914243))

-Calculer ensuite le commutateur [H, K].
- Que peut-on conclure ?

Soit 1(x) une solution a ’équation de Dirac

(Y7, —m)y(z) =0 avec Ty =10y, —

1. On définit la matrice 7% par 7% = iy0y142~3 = < (1] é >

— Verifier que {75,7“} =0avec u=0,1,2,3.

2. On considere les opérateurs

1+7° 1—7°
P, = t Py=
1 5 e 2 7
Vérifier que P; + Py =1 et que Poy* = +*Py.
3. On pose 9, (z) = P1y(x) et ¥y(x) = Pap(z).
— En utilisant I’équation de Dirac, montrer que
1

Vo(z) = E'Y“”u@bl(x)

— En déduire que

V(@) = 1 (0) +6a(2) = — (3P ) (2)

4. Montrer que 1, (z) est une solution de I’équation suivante
|:7T2 —m? — ga“”FW] Pi(z) =0
ol oM = % [, v"].
et ¢y (') par P (¢) = P1o' (af) et ¢y () = Py (2).

— Montrer que v; (z') = S (A) ¥, (z).
— Que peut-on en conclure ?

(15)

On note 9’ (2') la transformée de 1 (z) par une transformation de Lorentz S (A) et on définit v} (z')



Soit ¢ (x) une solution a I’équation de Dirac
(Y7 —me)y(x) =0

1) Considérons les opérateurs

1711
P1—2<1 1> et PQ—

Vérifier que P; + P> = 1 et que Poy* = y#Py.
2) On pose ¥y = Prip(z) et 1y = Pop(z).

- En utilisant I’équation de Dirac montrer que

1
e = %’Yuﬂlﬂh

- En déduire que

Y(x) =P + 9Py = % (Y7, +me) Yy

- Montrer alors que ¢, est une solution de 1’équation

in L L
72 —m2e? — 2 (a.E + z'z.B)} by =0
C

3) Resoudre alors cette équation et trouver les niveaux d’énergie des états liés pour une particule de Dirac

— —
soumise & un champ magnétique B = By i .

On considére I’équation de Dirac avec un champs magnétique
0
i—y=H
Tk (4
ol H est donné par
H = a,7; + ayfty + a.p, + Bm
On définit les opérateurs
Q1 = ifo; (apTty + aymy)
Q2 = (Jeely (azﬁz + /Bm)

1. Montrer que
[H, Q1] = [H, Q2] =0
et
{Q1,Q2} =0

2. Montrer alors que
H? = Q1+ Q3

3. Trouver les valeur propre de ‘H
H=Qi=H"-Q;



onsidérons maintenant une rotation d’angle o« autour de 'axe (o0z
C d t t tat d’angl t del’

' = cosar—sinay

Yy = sinay+cosay

Montrer que la matrice S (A) est dans ce cas donnée par

S(A) = cos% — iZzsin%

1. Soit la matrice C' = i?4" (conjugaison de charge)

(a) Montrer que
(b) Montrer que

2. Soit ¥(x) vérifiant I’équation de Dirac
(v (ihd, — eA,) — me| ¥(z) = 0.

Montrer que
(Y (ihd,, + eA,) — me] ¥e(z) =0

avec

Soit le spineur de Dirac

s Xs
U()(ﬁ):N+< iy | )

1
1) Vérifier que x{x, = 1 et déterminer la constante de normalisation N de sorte que

1
ot N, est une constante, £ = /p?c2 + m2ct et x; = ( 0 ) et xo = ( 0 ) .

a® (p)u® (p) = 1.
2) Montrer que
_ P+ me
B 2me

S u @) at ()

S

, 2
3) Calculer la quantité Z ‘ a™) (") ayu) (]3')) , oll a,, est un quadrivecteur quelconque.

T

Soit 1(x) une solution & ’équation de Dirac

(Y7 —me)P(x) =0



1) Considérons les opérateurs

1711
P1—2<1 1> et PQ—

Vérifier que Py + P» = 1 et que Poy* = ~*Py.

2) On pose 1 = Pip(z) et ¢y = Porp(x).
- En utilisant ’équation de Dirac montrer que

N —

Yy = %’Y“W p¥1
- En déduire que

9(@) =y = — (7 + mE) by

- Montrer alors que ¢, est une solution de ’équation

(&.E + iiﬁ)} - (22)

3) Si on écrit ¥ (x) sous la forme ¢(z) = ( i ), on voit que 1, = % (

Interpréter cette remarque.

¢+x>
d+x )

4) On pose ¢ = ( 21 ) Montrer que ¢; est une solution de 1’équation
1

[71'2 _m2e - Y (5.E + i&.é)] ¢ =0 (23)
c

5) Considérons maintenant un potentiel central eAyg =V (r).
Montrer que ’équation (23) se réduit a

[(E — V)2 - Pp? —mPt 4 ihcar'rv/] ¢, =0 (24)

6) Pour un potentiel de Coulomb V (r) = —O‘Thc. Montrer que la derniére équation peut s’écrire sous la
forme

E? —m2c* +2F

ahe 9 o L% — o?h%c® — iah?c22r
r

T]@—o (25)

r2

7) Déterminer les valeurs propres de l'opérateur <02L2 — a?h?c? +iah?c? ETF) et en déduire les énergies

des états liés.

On considére une particule de spin % soumise a ’action d’un champ électrique décrit par le quadripotentiel
A,(t) = —A,(t)6 3. Dans le systéme d’unités ot & = ¢ = 1, I’équation d’onde associée a cette particule s’écrit

[ (10 — eAu(t)) = m] 9 (¢, 7) = 0.

1) En posant 9 (t,7) = exp (ZEF) 7943¢ (t), montrer que ¢ (t) vérifie Péquation DE (t) = K¢ (t) on

. e, 2
D:f0m>'W%wumWﬁm et K = (7' ke +97ky) 1%



2) Montrer que [f), K } = 0. Que peut on conclure ?

3) Montrer que K? = — (kfC + k;) et en déduire les valeurs propres de K.
4) On écrit & (t) sous la forme

_( Xs1 ()Y (ike — ik
(o= olimn, ) e (Ve )

et & (t) et & (t) sont deux fonctions numériques. Montrer que £ (¢) est un vecteur propre de K.
5) Montrer que pour que le spineur £ (¢) soit un vecteur propre de D, les fonctions &; () et &, (¢) doivent
vérifier le systéme d’équations

i) s () = [k s\ 45 - (0] e 0)
i m] () = [k s 45 (0] o0 0



