Chapitre VI

PHENOMENES DE
PROPAGATION A UNE
DIMENSION

I.1 Qu’est-ce qu’une onde
I.1.1 Le concept d’onde
I.1.2 Ondes planes
1.1.3 Ondes planes progressives
1.1.4 Ondes sinusoidales (ou monochromatiques ou harmoniques)
I.1.5 Ondes planes stationnaires
1.2 Types d’ondes
1.2.1 Onde mécanique:
1.2.2 Onde électromagnétique:
1.3 Onde mécanique
1.3.1 Onde mécanique progressive
1.3.1.1 Définition
1.3.1.2 Onde mécanique progressive périodique
1.3.1.3 Onde mécanique progressive sinusoidale
1.4 Direction de propagation de I’énergie
1.4.1 Onde transversale :
1.4.2 Onde longitudinale :
L.5 Grandeurs physiques
I.5.1 Retard
1.5.2 Célérité
1.6 Les caractéristiques d’une onde progressive périodique.
1.6.1 Double périodicité
1.6.1.1 Périodicité temporelle T
1.6.2 Périodicité spatiale 4
1.6.3 Double périodicité AetT
1.7 Etats vibratoires et longueur d'onde
1.8 Phénomeénes de diffraction et de dispersion
1.8.1 Diffraction des ondes progressives sinusoidales
1.8.2 Influence de la dimension de I’ouverture sur le phénomeéne
observé
1.9 Equation d'onde
1.9.1 Onde harmonique - période et fréquence
1.10 Familles de solutions de I’équation d’onde de d’Alembert
1.10.1 Ondes progressives
1.10.2 Ondes stationnaires
Exercices et solutions



Chapitre VI Phénomeénes de propagation a une dimension

I.1 Qu’est-ce qu’une onde
I.1.1 Le concept d’onde
Onde en termes simples, une onde est un moyen de transfert d’énergie. Ce transfert se produit par
une sorte de perturbation (ou oscillation) qui se déplace de la source a la destination sans transfert net de
maticre.
On donne le nom général d’onde a un phénomene physique décrit par une fonction scalaire ou
vectorielle dépendant a la fois de I’espace et du temps.
e Exemples d’ondes scalaires :
o rides a la surface de I’eau ;
o ondes acoustiques (provoquées par des variations locales de pression ou, ce qui revient au méme,
par le déplacement des molécules suivant la direction de propagation de 1’onde) ;
o ¢ébranlement le long d’une corde ;
o déformation d’un ressort.
e Exemple d’ondes vectorielles :
v’ les ondes électromagnétiques (dont la lumiére visible n’est qu’un cas particulier) résultent quant a
elles de la variation de champs électrique et magnétique . (lumicre, WIFI, bluetooth, téléphonie...)
Comment distinguer le concept d’oscillation du concept d’onde ? Dans le second cas il y a transport
d’énergie. Mais il faut reconnaitre que ces deux notions sont treés proches. D’ailleurs, dans le cas d’ondes
stationnaires, on ne peut plus distinguer I’onde de la vibration car il n’y a plus de propagation.

Pour simplifier on peut retenir : Onde = double oscillations couplées

Dans la suite du cours, I’onde sera caractérisée par un signal qui dépend de la position M et de
I’instant t : (M, t)
I.1.2 Ondes planes

S’exprime en coordonnées cartésiennes : P(x,y,z,t). S’il existe un repére tel que 1’onde ne
dépende plus que d’une seule coordonnée cartésienne d’espace alors 1’onde est dite plane. Une onde plane
est donc de la forme ¢ (M,t) = Y (x,t). Dans ce cas, Y (M, t) est uniforme sur tout plan normal a 1’axe

(Ox), d’ou le nom d’onde plane.

X

Fig.1 Ondes planes
1.1.3 Ondes planes progressives
L’onde plane est de plus progressive si le signal se propage dans un sens déterminé. Pour un signal

qui se propage sans déformation le long de I’axe (Ox) a vitesse constante ¢, on a :
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Onde plane progressive (sens Ox) : Y, (M,t) = f(t — %) avec c vitesse de propagation
Onde plane régressive (sens ” -Ox”) : Y_ (M, t) = f(t + %) avec c vitesse de propagation

1.1.4 Ondes sinusoidales (ou monochromatiques ou harmoniques)
Il est possible pour les ondes précédentes de choisir une dépendance sinusoidale. On obtient en

particulier une onde plane progressive harmonique tres utilisée dans les problémes de propagation d’ondes

Yy (M, t) =9, cos(wt — kx + ¢,)

Ou k son vecteur d’onde.
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Fig.2 Ondes sinusoidales
I.1.5 Ondes planes stationnaires
Une onde plane de la forme U(M, t) = f(x).g(t) (ouil y a découplage des variables d’espace et de

temps) est dite onde plane stationnaire et ne se propage pas (oscillations « sur place »).
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Fig.3 Simulation d’une onde stationnaire

1.2 Types d’ondes

I.2.1 Onde mécanique:

C’est une onde qui a besoin d’un milieu matériel pour se propager. Les ondes sonores, les ondes
générées dans 1’eau lorsqu’un objet y tombe, ou les ondes qui se propagent le long d’une corde lorsque I’on
fait osciller son extrémité sont des exemples d’ondes mécaniques.

1.2.2 Onde électromagnétique:

C’est une onde qui n’a pas besoin d’un milieu matériel pour se propager. La lumicre, les micro-

ondes, les ondes radio son des exemples d’ondes électromagnétiques.
1.3 Onde mécanique
Perturbation mécanique (une torsion, une compression, etc.) soudaine est créée dans un milieu

matériel, celle-ci peut se propager dans ce milieu.
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La propagation de cette perturbation est appelée onde mécanique progressive.
Exemples d’onde mécanique :

Une vague a la surface de I’eau (perturbation de la hauteur de la surface), la compression rapide
d’un ressort, le son (compression rapide de I’air... ou de tout autre milieu dans lequel le son se propage).
1.3.1 Onde mécanique progressive
1.3.1.1 Définition

Une onde mécanique progressive est la propagation d’une perturbation dans un milieu matériel
¢lastique sans transport global de matiére mais avec transfert d’énergie.

Les ondes mécaniques (contrairement aux ondes électromagnétiques) necessitent un milieu matériel
pour se propager.

e Une perturbation est une déformation temporaire et locale de la matiere.

e Elle se propage quand elle se transmet de proche en proche dans un milieu matériel grace aux
propriétés ¢€lastiques du milieu.

e On dit que I’onde est progressive car elle se propage « de proche en proche ».

1.3.1.2 Onde mécanique progressive périodique

Une onde mécanique est périodique si la perturbation se répete identique a lui-méme a des
intervalles de temps identiques
1.3.1.3 Onde mécanique progressive sinusoidale

Une onde progressive périodique est dite sinusoidale si la perturbation crée par la source entraine
une variation sinusoidale en fonction du temps
1.4 Direction de propagation de I’énergie
I.4.1 Onde transversale :

Une onde est dite transversale si la direction de la perturbation est perpendiculaire a la direction de
propagation de 1’onde.

Les vagues sont des ondes transversale : elles se propagent dans le plan horizontal alors que la
perturbation créée par une vague est une perturbation verticale.

1.4.2 Onde longitudinale :

Direction de la perturbation paralléle a la direction de propagation de 1’onde. Les ondes sonores

sont des ondes longitudinales. La perturbation créée par une onde sonore se fait dans le méme sens que la

propagation de ’onde.
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Fig.4 Un ressort peut servir de support a une onde longitudinale (a gauche) et transversale (a droite)

On parle aussi de dimension. On dit qu’une onde progressive est a une dimension si la perturbation
ne se propage que dans 1 direction. De méme, une onde progressive peut étre a 2 ou 3 dimensions si la
perturbation se propage dans 2 ou 3 directions.

L.5 Grandeurs physiques
I.5.1 Retard
Le retard T est la durée mise par 1’onde pour se propager sur une distance entre 2 points M, et M,

d1-2: T= tz - tl'

1

)RetardT:T:tz t

Fig.5 Le retard T d’une onde

1.5.2 Célérité
On appelle célérité la vitesse de propagation d’une onde. Elle dépend du référentiel, de la nature de
I’onde et des caractéristiques du milieu de propagation.
La perturbation en un point M; du milieu, a I’instant t, est celle qui existait auparavant en un point
M, autemps t, = t; + T, T étant le retard (dans un milieu non dispersif).
MMy dy

v = =

La vitesse de propagation d’une onde mécanique dépend principalement de 1’¢lasticité¢ du milieu de

propagation, de sa masse volumique et de sa température.
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1.6 Les caractéristiques d’une onde progressive périodique.
1.6.1 Double périodicité

Si la source de la perturbation du milieu matériel est périodique, le milieu est perturbé a intervalles
de temps réguliers, notés T et appelés période.

On prend l'exemple des vaguelettes générées par la cuve a ondes.

Les perturbations engendrées se propagent dans toutes les directions offertes. Lorsque l'onde est

¢tablie de maniére permanente, on observe une double périodicité :

Source périodique

_,,_”“:A (vibreur)

R

Fig.6 Double périodicité de I'onde mécanique progressive périodique

1.6.1.1 Périodicité temporelle T

La période T d'une onde progressive périodique est la durée minimale au bout de laquelle 1'onde se
répete identiquement a elle-méme. Elle s'exprime en seconde (s).
On un point x donné, f(x,t) = f(x,t+T)

Tous les points du milieu de propagation reproduisent le mouvement de la source ; ils vibrent avec
la méme période T et la méme fréquence ¥ que la source. T est appelé « période temporelle » de I’onde

progressive.

Extrait de mesures au large de Crozon (bouée Datawell Waverider), mai 2004

T —_— 2 (m)

I
T

8]

Déplacement vertical (m)

i
E-Y

300 350 400 450 500 550
temps (s)

Fig.6 Exemple de forme d’onde des vagues (variation temporelle)

1.6.1.2 Périodicité spatiale 4
La longueur d'onde A d'une onde progressive périodique est la distance minimale séparant deux

positions vibrant en phase.
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longueur d"onde A longueur d'onde A

- - -

milieu de propagation i la date 1

Fig.7 Variation spatiale d’une onde mécanique

A un instant donné, on a:
fo,t)=f(x+11¢)

Une onde progressive périodique présente une double périodicité :

e Une périodicité temporelle, de période T ;
e Une périodicité spatiale, de période A.
1.6.1.3 Double périodicité AetT

La période temporelle T est aussi bien la durée qu’il faut a ’onde pour avancer d’une longueur
d’onde A (période spatiale) que la durée nécessaire pour qu’un point se retrouve dans le méme état de
vibration.

La période spatiale A est aussi bien la distance parcourue en T secondes (période temporelle) que la
distance séparant deux points consécutifs vibrant en phase.

En pratique, pour mesurer la fréquence d’une onde sur cuve a onde par exemple, on utilise un
stroboscope. La fréquence de 1’onde est la plus petite fréquence stroboscopique pour laquelle il y a
immobilité apparente.

1.7 Etats vibratoires et longueur d'onde
a) Deux points M; et M,appartenant au méme de milieu de propagation sont en phase si la distance qui les
sépare est multiple entier de la longueur d'onde A: M; M, = kA k nombre entier.

A un instant t donné

/T/\AA
JAVAVAVAW

Fig.8 propagation sont en phase

b) Deux pointsM; et Mappartenant au méme milieu de propagation sont en opposition de phase si la

distance qui les sépare est un multiple impair de la moiti¢ de la longueur d'onde : M;M, = (2k + 1) %
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points en phase  points en opposition de phase
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Fig.9 propagation sont en opposition de phase

1.8 Phénomenes de diffraction et de dispersion
1.8.1 Diffraction des ondes progressives sinusoidales

Lorsqu’on interpose un diaphragme de petite dimension dans le faisceau d’une onde progressive, le
faisceau s’¢largit : c’est le phénomene de diffraction. De maniére générale, il y a diffraction chaque fois
qu’une onde rencontre un obstacle.

Conséquences : les ondes peuvent contourner des obstacles.

v
Em—
A% : nde inddmle
Hor J i Duverture
onde onde onde onde

incidente diffractée  incidente diffractée

Fig.10 Diffraction des ondes progressives

1.8.2 Influence de la dimension de I’ouverture sur le phénoméne observé
Lorsqu’une onde progressive sinusoidale, de longueur d’onde A , passe au travers d’une ouverture
de dimension d :
e sid < A, l’onde est diffractée et elle prend la forme d’une onde sphérique (ou circulaire) centrée sur
I’ouverture ;
e si > A, ’onde passe sans étre perturbée. Elle est seulement diaphragmée (sauf prés des bords ou 1’on
retrouve une diffraction mais trés négligeable en général).
Le passage par une ouverture, quelle que soit sa dimension d, ne modifie ni la longueur d’onde ni la

fréquence de 1I’onde progressive.
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onde onde
incidente diaphragmdec

Fig.11 onde progressive sinusoidale passe au travers d’une ouverture

1.9 Equation d'onde
L'équation générale qui décrit la propagation d'une onde E dans I'espace libre, dans un milieu
homogene, linéaire et isotrope est :
L 10%
T o

E décrit a la fois I'amplitude de 1'onde, et sa polarisation (par son caracteére vectoriel). C'est assimilable a

2

la vitesse de propagation de 1'onde, comme nous le verrons plus bas.

Si l'on s'intéresse a ce qui se passe pour chacune des composantes de E (en projetant la relation dans

chacune des directions de l'espace), nous obtenons une €quation portant sur un scalaire, appelée équation

de d'Alembert :

AU = 102U
2 0t2
La propagation selon la seule direction z :
0%U 1 02U
0z? c? 0t?

Remarque : en partant de I’hypothése d’un milieu homogene, isotrope, non dispersif, sans pertes (donc
vitesse proportionnelle amplitude de I’onde constantes) on établit 1’équation dite de d’Alembert :
ar— L2V
c? at?
Cette équation est en c?, incluant I’onde réfléchie.
Pour une onde plane, la solution générale de cette équation est la somme de deux fonctions :
U(zt) = f(z — ct) + g(z + ct)

En effet, on peut écrire :

0?2 1 0?2 Ur t) = 0
0z2 c20t? =)=
soit :

0 10 \(8_,10 \,o . .
or o ot Nog T )Ven =
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Etsil'onpose a = z — ct et b = z + ct, on obtient :

0 0 U(a,b) =0
(5 (a5 veen -

Quiserésouten: U(a,b) = f(a) + g(b)soitU(z,t) = f(z — ct) + g(z + ct)

Le premier terme est une onde se propageant dans le sens des z croissants (appelée onde
progressive), et le deuxiéme terme dans le sens des z décroissants (appelée onde régressive).

Les fonctions f et g sont a priori quelconques mais, si elles sont périodiques, 1’analyse de Fourier
permet d’écrire ces fonctions sous la forme d’une somme de fonctions sinusoidales (ou harmoniques).
C’est la raison pour laquelle on étudie en détail le cas des ondes planes progressives harmoniques.

1.9.1 Onde harmonique - période et fréquence
Une onde harmonique est une onde monochromatique dont I'expression est donnée dans notre cas

par :
z
U(z,t) = U, cos(w(t — E))
La propriété essentielle de cette onde est sa double périodicité, spatiale et temporelle :
s c
U(Z,t + 25) = U(Z + ZHZ't) =U(z,1t)
On définit alors les quantités suivantes :
e Lafréquencedel'ondev = w /2m (o est appelé pulsation)
e Lalongueurd'ondeA = c/v

e Lenombredondek = 2m /A
A trois dimensions, le nombre d'onde est remplacé par le vecteur d'onde, dont le sens est celui de la
propagation de 1'onde.
1.10 Familles de solutions de I’équation d’onde de d’Alembert
1.10.1 Ondes progressives

On se propose de résoudre 1’équation de d’ Alembert unidimensionnelle :

92 1 92 N
0z2 c20t2)

De maniére symbolique, cette équation peut s’écrire :

( 6+6>( d a)U—O
“ox " ot)\“ox "ae)” T
On pose :

X X
p—t+zetq—t—z

Et, en considérant x et t comme des fonctions de p et de q :
9 pd dq0 _1(6 a)

ax"$ap+$aq"2

op dq
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a_apa+aqa_<a+a)
at dtdp adtdqg \dp dq

L’¢équation de d’ Alembert prend alors la forme :

a ad U= 0 (aU ) _
dpdq dp\dq)
Par conséquent, Z—Z = ¢(q) et, si f(q) désigne une primitive de ¢(q), alors

U® = F@) +9@) = £ (=) + gt +2)
Cette solution s'interpréte comme la superposition de deux phénomenes de propagation a vitesse v,
I'un suivant les x positifs (onde progressive) et I'autre suivant les x négatifs (onde régressive).
1.10.2 Ondes stationnaires
On cherche des solutions de I’équation de d’Alembert de la forme (méthode de séparation des
variables) :
u@) =fx)g()
En substituant dans 1I’équation de d’Alembert :
d0z% c?0t?

Il vient :

" 1
f)g®) — 5 f)g®) =0

D’ou:
PR Y (C R
o P =g TS
Ou encore :

fx) = fFOK =0, §(t) + c*Kg(t) = 0

On suppose K < 0 ; alors, en posant - c2K = w?:
g(t) = Acos(wt — @)

La 1% équation donne alors :
N w? w
f Q) +C—2f(x) =0,f(x) = Acos(?x =)

La solution globale de 1’équation de d’ Alembert est alors :
Ulx,t)=C cos(%x — @)cos(wt — @)

Ce type de solutions, appelé onde plane stationnaire est trés différent d’une onde plane progressive.
Il est d'usage dans la communauté scientifique de distinguer les ondes progressives des ondes

stationnaires. Les ondes progressives, décrites précédemment, avancent dans 1'espace.
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e Ondes stationnaires
Les ondes stationnaires, au contraire, oscillent sans se déplacer. Ainsi, elles ne dépendent plus du
seul paramétre z — ct, mais des paramétres d'espacezet detempstde facon indépendante. Une

expression simple d'une onde stationnaire harmonique a une dimension est la suivante :

U(z,t) = U,cos (%) cos (%)

Les ondes stationnaires sont des objets physiques trés courants et se rencontrent notamment dans les

cavités laser ou les lignes hyperfréquence.
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Exercices et solutions

Exercice 01 : ondes a la surface de l'eau
Photographies de la cuve a ondes pour deux valeurs de la fréquence de I'excitateur.

f=20 Hz f=10Hz

" 10em

fig 2

1. Figure 2 : I'onde étudiée elle est, mécanique, longitudinale, progressive périodique, diffractée ?
2. Justifier. Déterminer la longueur d'onde et en déduire la célérité des ondes a la surface de 1'eau.
3. Figure 1 : la célérité des ondes a la surface de I'eau reste-t-elle la méme ? Quel phénomene a-t-on mis
ici en évidence ?
Solution :
propagation a la surface de l'eau d'une onde mécanique, périodique, transversale ( la déformation du
milieu est perpendiculaire a la direction de propagation) l'onde n'est pas diffracté par un obstacle ou une

ouverture dont les dimensions sont proches de la valeur de la longueur d'onde ; dans le cas de la diffaction

)

Quatre longueurs d'onde correspondent a 10 cm d'ou A = 10/4=2,5cm=2,5 102 m.

on observerait la figure suivante :

La longueur d'onde A (m), la célérité v (m/s) et la fréquence f (Hz) sont liées par la relation L =v / f
v=Af=0,025*10 = 0,25 m/s.
Figure 1 :
Cinq longueurs d'onde correspondent a 10 cm d'ou A =10/5=2cm=2 102 m.
v=Af=0,02*%20 = 0,4 m/s.
la célérité de 1'onde dépend de la fréquence : la surface de 1'eau est un milieu dispersif pour les

ondes mécaniques.
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I. 1 Equation des ondes

Considérons une corde tendue, rectiligne selon la coordonnée x, et de longueur infinie. Nous allons étudier la
propagation d’un faible ébranlement le long de la corde. Supposons que cet ébranlement se produise suivant 1’axe Oy.
Etudions I’équation du mouvement de cette corde. Nous dénoterons par T la tension a laquelle est soumise la corde. On
considere en un point d’abscisse x un segment trés court de cette corde, de longueur Ax. La masse Am du segment
est donnée par :
Am = ulAx
Ou p est la densité linéique de masse de la corde, c’est-a-dire la masse par unité¢ de longueur qui s’exprime en

kg/m

+Tx+dx. 1)

i iaxy + [ R S S

Fig.1 Cordes vibrant transversalement
Dans une situation hors équilibre, le segment n’est plus droit, il présente une courbure. Nous considérons des
mouvements d’oscillation de la corde de petite amplitude :
i(x,t) =u(x,t) e,

Si bien que nous pouvons faire 1’approximation :

) du
sin(0)|, = tan(0)|, = I §
] du
Sln(9)|x+Ax = tan(9)|x+Ax S a A
X+Ax

Cette approximation néglige aussi I’allongement du segment, et considére donc la tension T comme
constante. La force appliquée sur le segment dans la direction y est la résultante de la force appliquée au point x, qui

est une force appliquée vers le bas et égale en module :

du
F(x,t) =T sin(0)|, =T tan(0)|, = —
Oxly
Et de la force appliquée au point x+Ax qui est vers le haut et égale a :
du
F(x 4+ Ax,t) = T sin(0)|x4ax = T tan(0)|xsax = 5=
ox x+Ax
La force totale dans la direction y est donc :
R = F(x + Ax, t) — F( t)—T[au ou ]— o°u
- AT an o= 0xliny Oxld  0x2 X

Nous pouvons appliquer maintenant la loi fondamentale de la dynamique au segment Ax. La force dans la

direction y doit étre égale au produit de la masse Am du segment par 1’accélération de celui-ci. Donc :
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0%u

R = Amm

0%2u  0%u
Horz = x|

Sion définit V = \/%qul a la dimension d’une vitesse, on constate que :

°u 1 0%u
otz V2oxz

Qui est I’équation d’ondes de la corde. V qui est la vitesse de propagation de cette onde
L. 2 Vibrations libres d’une corde fixée a ses extrémités

On considére une corde de longueur L, que 1’on fait vibrer. On note p la densité linéaire de la corde (qui
s’exprime en kg/m) et T' la tension de la corde (qui s’exprime en Newtons). Ici u(x, t) représente 1’ordonnée du point
de la corde d’abscisse x a I’instant t (on suppose que la corde vibre dans un plan xoy et que ses extrémités O et A ont
pour coordonnées (0, 0) et (0, L). Soit une corde de longueur L fixée a ses deux extrémités. Nous étudions les
mouvements transverses libres de cette corde.

Les solutions de I’équation d’onde de d’alembert a une dimension sont de la forme :
u(x,t) —f(t—f)+ (t+f)
T By v
Cette solution doit vérifier les conditions aux limites suivantes :
Vtu(0,t) =0=>Vvtf(t)+g(t)=0

Vtu(L,t)=O:th(t—%)+g(t+%)=0

= £(¢ L)— (t+L>— (t+L)
f v -9 v B f v
Les fonctions f et g sont donc périodique et de période temporelle T = % et donc de pulsation w = %ﬂ =

iz ’ .. , . . .
- Nous electuons alors une décomposition en série de Fourier de la fonction f :

fx) = 2 (a, cos(nwt) + b, sin(nwt))
n=1

[ee)

L ) Z (aneos (o (¢-)) + busin (o (2= 5) )

n=0

z : x _ x
- <an cos <na) (t + ;)) + b, sin <na) (t + ;)))
n=0
La solution générale de 1’équation d’onde sur la corde vibrante de longueur L, fixée aux deux extrémités,

s’obtient comme une superposition générale de tous les modes propres (4.2.13) associes: La solution est donc :

[oe]

= u(x,t) = z (—an cos(nwt) + 2a, sin(nwt) sin (nw g))

n=1
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1l s’agit d’une onde stationnaire car les variables x et t sont découplées.
L. 2.1 Solution de I'équation de d'Alembert sous forme d'ondes stationnaires

On cherche des solutions de 1'équation de d'Alembert de la forme (méthode de séparation des variables) :
u(z,t) = f(2)g(t)

En substituant dans I'équation de d'Alembert :

10%u 0%u B
c2 at2  9x?
1l vient :

1
f'(@g ) - C—zf(Z)Q'(t) =0
D'ou :

1o 140
RO

On obtient ainsi deux équations différentielles :

=cste=k

L " = i&: =
@ (z) =ket Z 90 cste =k

Ou encore :
f'@—Kf(2)=0 et gt)—c?g(t)=0

SiK > 0, la solution de la deuxiéme équation différentielle est de la forme :

g(t) = AeVKt 4 pe—cVKt

Cette solution est a rejeter : en effet, elle correspond soit a une solution divergente soit a une solution
transitoire. Dans la suite, on suppose K<0 ; alors, en posant —c2K = w? :
g(t) = Acos(wt — @)

La lére équation donne alors :
'@ +% f(2) = 0soit f(z) = Beos(Zz — )

La solution globale de 1'équation de d'Alembert est alors :
u(z, t) = Ccos(%z —)cos(wt — 0)

On pose dans la suite k=w/c, alors :
u(z,t) = Ccos(kz —)cos(wt — @)

Ce type de solutions, appel¢ onde plane stationnaire est trés différent d'une onde plane progressive : les
dépendances spatiale et temporelle interviennent séparément ; la dépendance spatiale intervient dans I'amplitude de
l'oscillation temporelle et non plus dans la phase, de telle sorte que tous les points de la corde vibrent en phase ou en
opposition de phase. L'allure de la corde a différents instants est représentée sur la figure ci-dessous.

Certains points de la corde sont fixes et sont appelés noeuds de vibrations ; d'autres ont une amplitude de
vibration maximale et sont appelés ventres de vibrations.

Remarque :
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e [adistance entre deux nceuds successifs est égale a A/2.
e [adistance entre deux ventres successifs est égale a A/2.

e Ladistance entre un nceud et un ventre successif est égale a /4.

Rentresa.__* Ei=2n

2

. _ T
 2xc

@

Neeuds

=

o

Fig.2 L'allure de la corde a différents instants
L. 2.2 Solution de I'équation de d'Alembert sous forme d'onde progressive
A une dimension, I'équation de d'Alembert s'écrit :

10%u 0%u 1
2o k2 0 T E T ok

ou u(u, t) représente une des coordonnées du champ, fonction uniquement de z et de t.

On démontre qu'une forme de solution de 1'équation d'onde de d'Alembert s'écrit sous la forme :
X X
u(x, t) =f(t—z) +g(t+z)

ou f est une fonction quelconque de la variable t — x /c et g une fonction de la variable t + x /c.

uy

! at ap+At

.\'U

Vo

5\ X

-
L

|
|
|
|
|
|
_‘.'0

X -Ax

sens de propagation sens de propagation

v

Fig.3 Représentation d’un signal qui se propage sans déformation
> Interprétation physique :
On considere une fonction de la forme :
X
u (x,t)=f (t — E)

On constate que :

u+(x,t)=f<t+At—x+Ax)

pour tout couple Az et At vérifiant :

At = cAx
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Ainsi, u, (x, t) représente un signal qui se propage sans déformation a la vitesse ¢ le long de I'axe (Oz) dans

le sens positif. La solution :
x
u_(x,t) = f(t + E)

Ou u_ représente un signal qui se propage sans déformation a la vitesse ¢ le long de I'axe (Oz) dans le sens négatif.

Dans un plan z = cste, les fonctions :

u_(x,t)=f (t + g) etu,(x,t) =f (t - f)

Prennent, a tout instant, la méme valeur : on parle d'onde plane et les plans z = cste sont appelés des plans
d'onde. Une source (par exemple, une station radiophonique) émet a priori des ondes sphériques ; cependant, a grande
distance de celle-ci, 'onde recue pourra étre localement assimilée a une onde plane progressive.

L. 2.3 Ondes planes progressives monochromatiques (ou harmoniques, OPPH)

L'équation de propagation est lin€aire, par conséquent, l'analyse de Fourier permet d'affirmer que toute
solution de cette équation est la somme de fonctions sinusoidales du temps. On se limite ici a des solutions
harmoniques de I'équation de d'Alembert, c'est-a-dire des solutions de la forme (pour une onde qui se propage dans le

sensx > 0:
u(x,t) = Acos(w(t — ;))

Ces solutions correspondent & des ondes planes progressives harmoniques (OPPH). Ces fonctions, de période
temporelle T = 2m/w possedent une période spatiale A = cT appelée longueur d'onde. On définit le vecteur
d'onde k tel que:

k = kii, aveck = %

Une onde progressive harmonique se propageant dans le sens des x croissants s’écrit :

u(x,t) = Acos(wt — kx)
I. 3 La réflexion, la transmission et la superposition des ondes

Changement de milieu de propagation Lorsqu’une onde voyageant dans un milieu rencontre un nouveau

milieu différent, il se produit deux situations a I’interface :
1) Transmission : I’onde continue son déplacement dans le nouveau milieu.
2) Réflexion : I’onde change de direction et continuer son déplacement dans son milieu d’origine.

Les caractéristiques des ondes réfléchies et transmises sont :

e Une onde réfléchie et transmise conserve sa fréquence f (ou période T') d’origine, car la fréquence est une
caractéristique de I’oscillateur ayant produit I’onde et non du milieu qui propage 1’onde.
e Une onde réfléchie conserve sa longueur d’onde A et une onde transmise possede une longueur d’ondeA différente
causée par le changement de densité du milieu .
Réflexion dure se produit lorsqu’une onde voyageant dans un milieu rencontre un nouveau milieu de densité

supérieure. Pour une corde, la réflexion dure est caractérisée par 1’expression suivante :
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Lorsqu’une onde passe d’un milieu a un autre elle est affectée par trois phénomenes : la réflexion, la
transmission et I’absorption.

milieu 1 H milieu 2

_
onde incidente :

: onde
<onderéfiéchie ! transmise
encereliconier

RS

Fig4 Les caractéristiques des ondes

I. 4 Formule des amplitudes des ondes réfléchies et des ondes transmises

L’équation de cette onde a t =0 est un simple sinus sans constante de phase.
y = Acos(kx)

Voici maintenant le graphique de I’onde incidente (2 gauche) et de I’onde transmise (a droite).

L’onde transmise n’a pas la méme longueur d’onde ni la méme amplitude que 1’onde incidente. L’équation de
cetteondeat=0s est

yr = Arcos(k;x)
Onds incidente

Onde metdente Onde fransmise

A A ROROBE
VAV Ondrelici

Fig.5 graphique de I’onde incidente (a gauche) et de ’onde transmise (& droite)

L’onde réfléchie a t = 0 doit donc étre décrite par I’équation suivante :

Yr = —Agcos(k;X)

On va maintenant mettre en mouvement ces ondes. Comme les ondes incidente et transmises vont vers la
droite, on ajoute —wt dans le sinus. Comme 1’onde réfléchie va vers la gauche, on ajoute +wt dans le sinus. Nos trois
ondes sont donc :

y = Asin(k,;x — wt)
Yr = —Ag sin(k;x — wt)
yr = Ag sin(k,x + wt)

Sur la corde de gauche, il y a I’onde incidente et I’onde réfléchie qui s’additionnent. Le déplacement total de la
corde de gauche est donc de :
y1 = Asin(kx — wt) — Ag sin(k;x + wt)

Sur la corde de droite, il n’y a que I’onde transmise. Le déplacement total de la corde de droite est donc :

vy, = Arsin(kix + wt)
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Au point de jonction des cordes (x = 0), les deux cordes doivent toujours avoir la méme position pour qu’elles
restent toujours en contact.
A x =0, le déplacement de la corde de gauche est :
y1 = Asin(—wt) — Ag sin(wt)
A x =0, le déplacement de la corde de droite est :
Yy, = Ar sin(—wt)
Si le déplacement des milieux est toujours le méme a la jonction (x = 0), on doit avoir
A sin(—wt) — Ag sin(wt) = Ar sin(—wt)
A+ AR =Ar
C’est la premiére équation pour trouver I’amplitude des ondes transmise et réfléchie.
On trouve la deuxiéme équation avec la conservation de 1’énergie. La puissance de 1’onde incidente doit étre
¢égale a la puissance de 1’onde transmise additionnée a celle de 1’onde réfléchie.
P=rP,+P;
De facon générale, la puissance d une onde est donnée par
P =~ Zw2A?
Puisque Z = pv pour une onde sur une corde, on revient a la formule connue pour la puissance sur une onde

dans une corde. On a donc :
P =P+ Pr & Ziw?Ag” + 2 Zw?Ar* = - Z,w?A?
On trouve premi¢rement Aren remplacant le Arde la premiére équation dans la deuxiéme équation :

Z1—Z
AR — 1 2
Zy+Z4q

De 1a, on trouve que :

2Z
AT =1
Zy+7Z4

L’amplitude des ondes transmise et réfléchie dépend des impédances des milieux. Si I’onde initiale a une
amplitude A, alors les amplitudes des ondes réfléchies et transmises sont les suivantes.
L. 5 Réflexion et transmission selon la différence d’impédance
I. 5.1 Impédances treés différentes

Si I'impédance Z; est beaucoup plus grande que I'impédance Z, :

Asz—iA

L’onde réfléchie a pratiquement la méme amplitude que I’onde initiale. Cela signifie que presque toute
I’énergie de I’onde initiale s’est réfléchie et qu’il y a trés peu d’énergie dans 1’onde transmise. L’onde est donc presque

entiérement réfléchie.
Si 'impédance Z; est beaucoup plus petite que I'impédance Z, , on a alors :

AR=_Z—ZZZA=—A
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L’onde réfléchie a pratiquement la méme amplitude que 1’onde incidente. (On s’occupera de la signification
du signe négatif un peu plus loin). Encore une fois, cela signifie qu’il y a beaucoup de réflexion et qu’il n’y a
pratiquement pas d’énergie dans I’onde transmise.
I. 5.2 Impédances ayant des valeurs prés ’une de I’autre

Si I'impédance Z1 est presque identique a I'impédance Z2, on a alors :

_ 217,

Apr =
R™ 7,42,

A= 0

Dans ce cas, il n’y a pas d’onde réfléchie et I’onde se transmet au complet dans 1’autre milieu. La notion
d’impédance est trés familiere aux électriciens. Cette notion est également utile en mécanique pour exprimer le
comportement des ondes aux interfaces entre milieux différents. Par analogie a la situation électrique, I'impédance

mécanique est définie comme le rapport :

7 Force ou pression dans le milieu due a lrond F F
= — — . . . === VFv
mec réponse du milieu(sa vitesse vibratoire) v

Les régles d’inversion de 1’onde réfléchie deviennent alors
Sip, > pyousivy > vy, ’onde réfléchie est inversée
Sip, < w4 ousiv, > vy, 'onde réfléchie n’est pas inversée
L. 5.3 Les coefficients énergétiques

Le coefficient de réflexion, noté R, est la fraction de 1’énergie incidente qui est réfléchie. Le coefficient de
transmission, noté T, est la fraction de 1’énergie incidente qui est transmise. A Pinterface entre les deux milieux, toute
I’énergie qui n’est pas transmise est réfléchie, ce qui se traduit par la relation :
R+T=1=100%

A Tinterface entre deux milieux dans lesquels la propagation est possible est plus compliquée. 11 faut
quantifier quelle part de I’intensité est réfléchie, et quelle part est absorbée dans le milieu. Cela revient a exprimer des
coefficients de réflexion (R) et de transmission (T') en intensité, en fonction des caractéristiques du milieu, ¢’est-a-dire

de I'impédance. On a déja fait le calcul et trouvé :

R = Irefeticni  _ (22—21)2

Iincident Zy+Zy
T = Itransmiss =1— — 4732,
Iincident (ZZ+Zl)2

Le facteur de transmission T est égalea 1 - R.
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Exercices et solutions
Exercice 1 :
On considere une corde homogene initialement au repos et confondue avec I'axe Ox , inélastique, de masse
lin¢ique p , tendue par une tension de norme T . Le dispositif global est représenté figure 1. La corde est tendue par
une masse par l'intermédiaire d'une poulie. La corde est fixée au point O et un guidage impose y = 0 a chaque

instant a l'abscisse x = L .

Y
: guidage .
| corde au repos \V, poulie
x=L

| masse |

Fig.6
On étudie les petits mouvements transversaux de la corde dans le plan xoy , autour de la position
d'équilibre. L'élongation a I'instant t du point M d'abscisse x est notée y (x,t ). La tangente en M a la corde fait avec
l'axe Ox un angle 0 (x , t). Les déplacements étant de faibles amplitudes, cet angle 0 reste petit (voir figure 2). Dans
I'¢tude du mouvement de la corde, on négligera I'action du champ de pesanteur ainsi que toute cause d'amortissement.

La géométrie du probléme est représentée figure 2 ; on y a représent¢ les tensions appliquées a 1'élément de corde MN.

A y
58 N T(x+dx)
y S AR
: : » X
O X x+dx

Fig.7
1. Expliquer qualitativement devant quelle grandeur on néglige l'action du champ de pesanteur et pourquoi on peut le
faire.
2. Appliquer le principe fondamental de la dynamique a I'€lément de corde MN. Que peut-on en conclure pour T ? En
déduire 1'équatio ?,ZTZ )— ég%’ = 0. Comment se nomme cette équation ? Exprimer la constante C en fonction de T
et u et en donner la dimension.
3. Montrer que les solutions de I'équation différentielle précédente sont de la forme: y(x,t) = f(Ct — x) +
g(Ct + x). Interpréter le sens physique de la fonction f par exemple et donner le sens physique de .
4. On rappelle que la corde est fixée de fagon rigide en x = 0 et guidée en L = x. On cherche les solutions
de I'équation de propagation sous la forme :
y(x,t) = f(x).g(x) - (ondes stationnaires) et on admet que les fonctions f (x) et g (t ) sont sinusoidales et

on pose :
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{f (x) = a; sin(kx + ¢4)
9(x) = a; sin(wt + ¢,)

En déduire la relation qui lie k a w , comment s’appelle cette relation ?

Montrer que w ne peut prendre qu'une série de valeurs discretes w,, . Exprimer w,, en fonctionde ,netC .
A chaque valeur de w,, correspond un mode propre. Le mode n =1 est appelé¢ mode fondamental.

Les modes correspondant a n supérieur a 1 sont les harmoniques. Exprimer 1'¢longation y,, (x,t) du mode

d'indice n et donner une représentation graphique de la corde en mouvement (a un instant donné) pour les

trois premiers harmoniques.

5. Calculs sur les cordes d'une guitare ¢€lectrique Une guitare €lectrique comporte six cordes en acier. Le

tableau ci-dessous fournit pour chaque corde, la valeur de sa fréquence fondamentale et son diametre.

Corde n° 1 2 3 4 5 6
f1 fréquence fondamentale (Hz) 82,5 110 147 196 247 330
Diamétre d (mm) 1,12 | 0,89 0,70 | 0,55 0,35 | 0,25

Toutes les cordes ont une longueur L = 63,0 m et une masse volumique 3 7800 kg.m™. Déterminer T en
fonctionde p,m,d,Let f; = % pour le mode fondamental.

Calculer numériquement les tensions nécessaires pour que la guitare soit accordée. Quelle variation
relative peut étre tolérée sur la tension d'une corde pour que sa fréquence fondamentale ne varie pas de plus
de 1% en valeur relative ? Application numérique. L'instrumentiste veut produire un son de fréquence
fondamentale de 500 Hz puis 1 kHz avec une tolérance de 1% sur la corde n°6. Avec quelle précision
absolue doit-il placer son doigt pour raccourcir la corde ? Comment varie la précision absolue avec la
fréquence fondamentale du son a produire ? Application numérique. Commenter.

Solution :

1. On étudie le systetme « ¢lément de corde MN » de masse dm dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. Cet ¢lément de corde subit 3 forces : la tension en M T (x), la tension en N T (x + dx), et son
poids dm g . La tension est supposée suffisamment importante pour que la corde, au repos, puisse étre
considérée comme horizontale. Cette tension est apportée par 1’intermédiaire d’une masse m et d’une
poulie. Si la masse de la corde est négligeable devant m , alors le poids de la corde est négligeable devant
la tension.

2. On applique le principe fondamental de la dynamique (PFD) a cet ¢lément de corde :

dmd= T (x)+T (x+dx)

La masse dm de 1’¢élément de corde de longueur dl s’écrit dm = pdl avecdl = \/m =

’ dy?
dx |1 +@

Soit dx = dl au ler ordre, 1I’¢lément de corde conserve la méme longueur, en effet la corde est

inextensible. Cet ¢élément de corde a alors une masse dm = pdx. Puisqu’on étudie les mouvements
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transversaux de la corde, MN n’a pas de mouvement longitudinal (selon l'axe Ox ), son vecteur

accélération s’écrit alors

L _ 0%y
a = Fuy

En projetant le PFD sur I’axe Ox : =T, (x) + T, (x+dx) =0

En effectuant un développement de Taylor au ler ordre : g—z =0etT, =0

PuisqueT, = Tsinf = cte et 8 < 1 on alors cos(f8) = 1 et on obtient T = cte

2

En projetant le PFD sur 1’axe Oy : ,udeTZ =—=T, (x)+T, (x+dx)

. ., 0%y 0Ty P 9Ty _ ., 9sin(6)
En développant au ler ordre : u 5z = 5. Of T, (x) = T sin(0) donc = T S

: 2
Comme 8 « 1, 0n a sin(8) = 6 = tan(6). De plus tan(6) = Z—z, et donc % = ZTJZI
ot 122 = 722 01 obtient bien une éauati oy _ 1%y i

Dotu:pu—==T-- On obtient bien une équation de la forme AN A 0. Cette équation est

I’équation de d’Alembert. En identifiant : C = \/; . En regardant la dimension de 1’équation de d’Alembert

précédente on remarque que C est une vitesse.

J.onposeu =Ct—xetv=Ct+x

dy _dyodu , 0y ov _ dy = Jdy
dx  duodx v ox u v
9%y 9 (63/) _dyov _ (62y6u n 9%y au) " (6231 ov n 0%y 617) _ 9%y " 0%y = 9%y
ax2  ax\ox) odvax ou2dx = oudv dox vz ox = Audvax)  ou? oudv  ov?

dy _dyou , dyov _ .0y oy 9%y @ (ay) _ (623/ ou 0%y au) 0% 2 0%y 2 0%y
at _6u6t+6v6t _Cau+Cav & atz ~ at\at) \auz 6t+6u6v6t =C F > +2C 6u6v+C 2
En reportant dans I'équation

92 1 92 ., 02 Yy . .
> ——Z =0, o0n obtlentF;; = 0. En intégrant par rapporta u:

oy _ . s
92 2ot G (v) . Puis en intégrant par

v
rapportav:y(u,v) = f(u) + g(v)

On abien y(x,t) = f(Ct —x) + g(Ct + x) (c’est le théoréme de d’Alembert). Interprétation :
supposons que la fonction g soit nulle : y(x,t) = f(Ct — x).

La fonction y a la méme valeur dans le plan a la position x; observé a l'instant t; etdansle planala
position x ,observé a l'instant t, si f(Ct; —x)=f(Ct, — x3)

, soit pour (Ct; — x;)=(Ct, —x,),ouencorex, —x; =C(t, —t;)

Yy

X, —x; =C(1, — 1)
+——>

Fig. 8 La fonction y aux positions
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Ceci signifie que le phénoméne s’est propagé « en bloc », suivant I’axe Ox , dans le sens des x
croissants, sans déformation ni atténuation, a la vitesse C (onde progressive).
4. Avec f(x) = a; sin(kx + ¢4) et (t) = a, sin(wt + ¢,) , ’onde stationnaire s’écrit :

2
y(x,t) = a; a, sin(kx + ¢,) sin(wt + ¢4), On en déduit 3732/ —k%y et 22 at2 = —w?y

En reportant dans 1'équation de propagation, on obtient : (—k2 + (;)—22) y=0etce VydouC = % appelée
relation de dispersion de 1’onde.

Les points x=0 et x =L sont fixés, donc y (0, ¢) 0 et y (L, ¢) O (conditions aux limites). Puisque y =
f(x).g(t) on en déduit £ (0) =0=et /(L) =0

f(0) =0=sin(p,) =0cet f(L) =0 = sin(kL + ¢,) = 0 = sin(kL) cos(¢,) + cos(kL) sin(¢;)

On en déduit donc sin(kL) = 0, soit kL = mn avec n entier.

Or C = kw est quantifiée et ne peut prendre qu’une série de valeurs discrétes w,, = nnTC

L'élongation y, (x, t)du mode de rang n s’écrit 1y, (x,t) = ta; a, sin(k,x + ¢;) sin(w,t + ¢;)

Que I’on note, avec les résultats précédents : y,,(x,t) = A, sin(n%x) sin(nnL—Ct +¢ )

Représentons graphiquement la corde en mouvement (2 un instant donn¢) pour les trois premiers

harmoniques :

Pour 1=
Pour n= 3 POUI' n= 4

%@@@@@%

Fig.5 Représentons graphiquement la corde en mouvement

5. Calculs sur les cordes d'une guitare €électrique.

Pour le mode fondamental : w = w; = HTC = %\/; etw, = 2nfid’ouT = 4uL? f,°> orpu = prr? =

d? 5 2712 2
pn:,douT=7tpd L f;

Corde n® 1 2 3 4 5 6

T en Newton | 83 |93 103 |113 |73 |66

Différentions logarithmiquement I’expression T = 4y L? f12 a ullllet L constants g =2 del

_ . AT A . A
En passant aux variations on obtient : - = 2 %, ,soit AT = 2T &n
1

Avec les valeurs précédentes 77=100 N et 22 f = 1% on obtient:AT =2 N

1

Différentions logarithmiquement I’expression T = 4y L? f;* a pet T constants : 0 = 2 dT + 2=

f
L . AL _ AR
En passant aux variations on obtient : 7 =7 S0 oit AL = L2 smt avec f— =1%
1 1 1
AL L
100
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Cordes vibrants

Pour lacorden°6:L, = 0,63met f,; =330 Hz

Puisque u et 7 sont constants dans la relation T = 4u L? f,, on en déduit Lf; = cst = f,,L,

Onadonc:sz";JetALz_

L

et on obtient :

1 100°°
fi | L(m) | AL(m)
500 0,42 4,2.10'3
1000 | 0,21 2,1.10°

On en déduit que I’instrumentiste doit placer son doigt pour raccourcir la corde avec une précision absolue

de ’ordre du millimétre. AL = -

Lo fo1

00 f;

n déduit que la précision absolue varie inversement proportionnelle

avec la fréquence fondamentale du son a produire. Plus un son est aigu, plus il est difficile de 1’émettre

juste.

Application numérique:

prenons AL=0,5 mm (cas difficile), on a alors f;=4158 Hz . On en déduit qu’il est difficile de jouer un son

juste au-dela de 4000 Hz.
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I. Propagation d’une onde sonore
I.1 Description et modélisation du probléme

Un fluide est d’écrit, dans le formalisme eul ‘erien, par la donn’ee des champs suivants : le champ
de vitesse ¥ = (M, t), tq, le champ de pression p = (M, t), tq et le champ de masse volumique p = (M, t).
On note les valeurs au repos de ces champs ¥(M, t) = 0, P(M,t) =P,, et p(M,t) = p,. L’onde se traduit

par la perturbation du milieu, de sorte que
B(M, ) = Bi(M, 6), p(M, ) = p, (M, 6) + p, (M, 6), p(M, ) = po (M, £) + py (M, ),

Ou p;est appelé surpression ou pression acoustique. On néglige I’action de la pesanteur et on suppose le

fluide parfait, obéissant donc a 1’équation d’Euler.

1.2 Mise en équation
1.2.1 Equation d’Euler
L’équation d’Euler s’écrit :

)
p a—: + (. gﬁdﬁl = —grad(p)

En utilisant les hypothéses de I’approximation acoustique :

—

v

(po + P1) 5t

+ (Bl-gmdﬁll = —grdd(p;)

6* - — - . . . 4 :
Les termesp; é et (v;. grad)v,sont des infiniments petits d’ordre 2, et sont donc n’egligeables. On

obtient alors une version linéarisée de I’équation d’Euler :
v —

Po; + grad(p:)

1.2.2 Conservation de la matiére

L’“équation locale de conservation de la matiére est la suivante :

apl . =\
— +div(pv) =0
at

qui se rééerit en utilisant les hypothéses de I’approximation acoustique
apl . — . — _
-t podiv(vy) + div(p;v) =0

1.3 Equation de propagation

On cherche a obtenir I’"équation vérifiée par la surpression pl.

. —_— . aﬁl a . —
div(g7ad(p,) = —div ( po == | = —po = (div(3))

Page | 93



Chapitre VIII Ondes acoustiques dans les fluides

Et
o dp
—podiv(T;) = ——=
Donc
P a%p
dw(grad(pl)) = — 61:21

Par ailleurs, permet d’“écrire :
2

S 0°p o
div(grad(p,)) = _poXS?; & div(grdd(py)) = —poxsAps

Est I’"équation de d’Alembert pour la surpression, avec :

1

Y PoXs

Cc =

1.4 Ondes sonores
1.4.1 Ondes planes progressives harmoniques

L’expression générale d’une onde plane progressive de pression se propageant dans la direction u

est:
A P ur
p(7,t) = f(t ——> +g(t +—> +
c c
et pour une onde se propageant sur I’axe Ox( U = u,), dans le sens des x croissants
- X
PG 0 =f(t-3)

Il est donc particulierement intéressant, en raison de la linéarit¢ des équations, d’étudier les

solutions en ondes planes progressives harmoniques

p1(M,t) = p1, cos(wt — kx + @)

I3 - - 2 - . . . . N .
Le vecteur d’onde est égale k = k u, = Tn U, . Et la relation de dispersion qui permet a la solution

harmonique de vérifier I’équation de d’Alembert est w = kc
Dans le cas d’une onde harmonique, on peut utiliser la notation complexe :
p1(M,t) = p1, exp(i(wt — kx)) , p1, = exp(ip)

e Impédance acoustique

Compte tenu du caractére longitudinal des ondes, on a donc
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PowUy (M, t) = kpy(M, t)
Soit en utilisant la relation de dispersion :

&(M, t) = poc&(M, t)

On définit alors I’'impédance acoustique :

Uy ? Xs

Zq
Cette expression est valable pour une onde se propageant vers les x > o.

I.5 Aspects énergétiques

I.5.1 Bilan d’énergie
Consid’erons un “el’ement de surface du fluide dS. La force exerc’ee sur la surface peut s’exprimer
dF = (p, +py(M, 1)) dS

Les particules se déplacent a la vitesse 1U; (M, t), on peut donc exprimer la puissance moyenne des

forces de pression

< dP >=< dF U;(M,t) >=< p, U;(M,t)dS > +< p,(M,t) ; (M, t)dS >

Le premier terme est nul car< v;(M,t) >= 0. Il reste donc pour la puissance moyenne

dP >=<p,(M,t) U;(M, t)dS >
p= ﬂ <p,(M,t)U,(M,t) > dS
>

La puissance moyenne est donc "égale au flux moyen d’un vecteur. [| a travers la surface

ﬁ = pl(MJ t) ﬁl(MJ t)
I.5.2 Equation de conservation de I’énergie

On considére un volume V d’élimite par une surface X. En notant em la densité¢ d’’énergie

mécanique

Em = fffv em dt

La variation d’"énergie dans le volume V entre t + dt est
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E, (t+dt) — E, (t) = — # T 35 dt
X

on peut réécrire le membre de gauche

0E,, 0
E,(t+dt) — E,(t) = T dt =aﬂf ey dt
74

On inverse les opérations de d’'dérivation et d’intégration (variables indépendantes) et on simplifie

par dt

Enfin on utilise le théoréme de Green-Ostrogradski

fﬂv %dﬂrﬂfv div(I])dr = 0

ce qui nous donne 1’"équation locale de conservation de 1’ "énergie

den, -

—+di =0
7 N iv(T1)

1.6 Vitesse de propagation de I’"énergie

L’’¢énergie traversant une surface dS pendant un intervalle de temps dt est :
dE =T] dS dt

Par ailleurs, si I’onde se propage a la vitesse c, I’"énergie contenue dans 1’"¢élément de volume dV =

c dt dS vaut aussi dE
dE = e, cdtdS & c=]]/em
Si I’onde est plane, p; = p,cv; . On a donc

1

1
em = _()(S Plz + ,001712) =—|xs (pocvl)z + povlz = p, vy
2 2

2

Ce qui montre que 1’"¢énergie se propage a la vitesse c. Ces résultats sont valables évidemment pour

des ondes harmoniques.

1.7 Réflexion et transmission d’une onde sonore

On s'intéresse a la réflexion et a la transmission d'une onde progressive sous incidence normale.
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Les milieux (1) et (2) ont des caractéristiques physiques a priori différentes mais la pression a
I'équilibre est identique, notée p,, .

Une surface qui délimite deux milieux différents est appelée "dioptre acoustique".

L<<h
>
interface {7 77
v
]
011({6‘ .
B o | .
incidente i ! onde .
e - e —— |
onde 1 E | transmise
réfléchie H i
L oY
: | milieu 2
1 \ |
c=0 2

Fig. 1 Dioptre acoustique

On ¢tudie la réflexion et la transmission d'ondes sonores planes au niveau du raccordement de deux
conduites de sections S1 et S2, séparant deux milieux matériels d'impédances caractéristiques z; pour x <

0 etz, pour > 0.

On rappelle que I'impédance acoustique est définie a partir de :

zZ=-
v

On note :
Z1 = W1 €1, 22 = Hp G
I.7.1 Continuité du débit volumique a l'interface
On considere que les deux fluides ne se mélangent pas, de telle sorte que l'interface constitue une
membrane imperméable.
Soit V un volume dans la zone de raccordement, compris entre les deux sections droites ),; et

Y, Xi,situéesenx = —& etx = +e.

Fig.2 Continuité du débit volumique

On peut imaginer le volume (V) qui oscille de part et d'autre de la membrane de séparation et

écrire directement la conservation du volume, ce qui donne la conservation du débit volumique :

V1851 =1, 5,
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Dans le cas particulier ou les deux sections sont égales, il y a alors continuité de la vitesse de part
et d'autre de la membrane.

1.7.2 Continuité de la surpression

Dans l'approximation acoustique, le déplacement de l'interface est faible devant la longueur
d'onde et peut étre négligé, de sorte que l'interface reste confondue avec le planx = 0 .

On suppose que la pression au repos a la méme valeur P, en tout point de I'espace.

En considérant un ¢élément de surface dS de l'interface entre les deux fluides comme une
membrane fictive de masse nulle, on montre a l'aide du principe fondamental de la dynamique en
projection sur Ox que la surpression est continue a l'interface. En effet :

(Po 4+ p1(0,))dS — (Py + p2(0,8))dS = 0

Soit : p,(0,t) = p,(0,t)
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Exercices et solutions

Exercice 01 :

On considére une onde sonore monochromatique plane progressive définie par la perturbation de
pression §p = 6p, e/ WE=kx)
1) Exprimer la vitesse de propagation ¢ de cette onde en fonction de w et k, puis en fonction de la masse

volumiquep et du coefficient de compressibilité isentropique x, du fluide.
S - TR . f RT . .
2) Le fluide étant de I’air assimilé a un gaz parfait, montrer que ¢ = % si T et M sont respectivement

la température et la masse molaire de 1’air, R la constante des gaz parfaits et ¥ le rapport des capacités
calorifiques a pression et volume constants. Application numérique pour T= 293 K.
3) Comment appelle t’on la quantité R = pc ? Quelle est sa définition ?
Solution
On ne peut espérer résoudre ce probléme sans une bonne connaissance du cours et savoir établir,

compte tenu de I'approximation linéaire de I'onde acoustique, les expressions suivantes :

ou N d6p 0 d6p 42 ou 0 ) 1
—+——=0o—+cpp—=0& c° =
Po at  Ox at Pa 0x Po Xo
1 fovY | . n..., .. . 62u_ 1 0%u 62619_ 1 0%5p 625_
Xo=—3 ( ap)Q' coefficient de compressibilité adiabatique_— — ——— =0, —— - ——>-=10,, =
12 _ g,
czotz 7

. ‘e N | .- ds .
s représente la position d’un front de maticre par rapport a sa position au repos, u = — la vitesse de
’ ot

déplacement de ce front de matiére et §p la " surpression " de I’onde acoustique.

1) Une onde monochromatique progressive s'écrit, pour la surpression, p = 8p, e/t~ )

On remplace cette expression dans I'équation de propagation (équation de D'Alembert) de la surpression et

o A 3 . w 1
on obtient par identification .c = — =
k Po Xo

s ] ., e . .
Par définition, R = 719 est ’impédance caractéristique de 1’onde monochromatique incidente.

A partir de po 2—1: + % =0 ,oncalculeu = % e/ Wt=kX) et on déduit R = p, ¢
2) II suffit de faire un peu de Thermodynamique pour calculery, = —% (‘;—Z) pour un gaz parfait.
0

L'écoulement de la surpression se fait dans une transformation isentropique ou, pour un gaz parfait, nous
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. copr e e D v .d av T
pouvons écrire : pVV = cte , par dlfferentlatlon,?p +y»soit p—p tyy- (approximation linéaire de I'onde
o o

acoustique)

V, 9 ¥Po

B 1<6V> 1 0V 1
e =7y, op/,

1 RT
c= = [YPo_ YL _ 343 ms~?
Po Xo Po M

e F) e L , N,
3) Par définition, R = f est 'impédance caractéristique de 1’onde monochromatique incidente.

a8 5 —— s
a—: =, on calcule u = ﬁ e/ WE=kx) ot on déduit R = Po €
o

. d
A partir de po a—? +
Exercice 02 :

Un tuyau cylindrique de longueur infinie et de section constante , contient un fluide qui, au repos,

est a la pression p,, a la température T, et a une masse volumiquep,.

X x+dx

x+yPx,t)  x+dx+y(x+dx,t)

Fig.1 schéma représentant la tranche de fluide au repos et a I'instant t

On considére une tranche de fluide qui, au repos, est située entre les abscisses x et x + dx . Le
passage de 'onde acoustique s'accompagne d'un déplacement d'ensemble des molécules contenues dans le
plan d'abscisse x . Soit Y (x, t) ce déplacement a l'instant t . La tranche de fluide considérée se trouve ainsi
a l'instant t entre les plans d'abscisse x + P(x,t) etx + dx + Y (x + dx, t).
On notera :
e u(x,t),lavitesse de déplacement de la section d'abscisse x a l'instant ¢ .
e p(x,t), la surpression acoustique liée au passage de l'onde en x a l'instantt .. Ainsi la pression

s'écrira P(x,t) = po + p(x, t)

o p(x,t),la masse volumique du fluide a I'abscisse x a l'instant ¢ .
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On se limitera aux mouvements de faibles amplitudes : le déplacement particulaire Y (x,t), la

surpression acoustique p(x,t) , la variation de la masse volumique p(x,t) — p, et leurs dérivées peuvent

étre considérés comme des infiniments petits du premier ordre (on négligera dans la suite tous les

infiniments petits d'ordre supérieur ou égal a deux). On négligera l'action de la pesanteur ainsi que toute

viscosité ou frottements.

1.

O

O

En raisonnant sur la tranche de fluide considérée et en précisant la loi utilisée, retrouver 1'équation

%Y dp(xt)
PoG = dx

En supposant que I'évolution de la portion de fluide est isentropique, le coefficient de compressibilité

isentropique d'un fluide est défini par :

1 (V) . .
Xs =~ (%) ou I est le volume du fluide et P sa pression.
S

Pour le fluide contenu dans le tuyau cylindrique, on supposera queys est une constante.

1 0Y(xt)
Xs Ox

Montrer que 1'on peut écrire : p(x,t) = —
a) En utilisant les résultats des questions 1) et 2), établir 1'équation d'onde a laquelle satisfait la
grandeur Y (x, t) . Exprimer c (vitesse du son) en fonction de pyet ys .

b) Montrer que les grandeurs p(x,t) et u(x,t) satisfont a la méme équation de propagation

que P(x,t) .

Le fluide est de I'air considéré comme un gaz parfait :

dey = C—p (rapport des capacités calorifiques molaires a pression et a volume constants)
v

de masse molaire M = 29 g.mol™!

de températureT, = 293 K

avec R = 8,32 J.mol™t. K1 (constante molaire des gaz parfaits). Donner l'expression de € en fonction de

Y, R, Ty, M.

Application numérique : calculer ¢ dans I'air.

Solution :

Onposex; = x + P(x,t) etx, = x + dx +YP(x + dx, t)

X x+dx
X O 5%,
——————— e e = - e
X 7 X2
_____ = : : ———
X O 1 ].l F > x
------- Or—— = —— . — o ———

Fig.1 schéma représentant la tranche de fluide au repos et a l'instant t avec bilan des forces
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1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur la tranche de fluide, il vient :
dmd=F, +F,
Aprés projection sur l'axe horizontal Ox , on obtient :
dma, =F, —F,
Le plan d'abscisse x au repos est a I'abscisse x + 1 (x,t) al'instant! et a l'abscisse x + Y (x,t +

dt) alinstantt + dt . Alors, la vitesse acoustique est égale a :

Gt Yot +add) - (x+ P 0) (Yot +d) - ()
Ve = dt B dt ot

En dérivant la vitesse, 'accélération s'écrit :

_ 0%
~ot2

Avec la conservation de la masse de la tranche de fluide, il vient :

Ay

dm = pS(x, — x1) = poS dx
avec la force de pression F = S P, il vient :

ap(x +Y(x,t),t)
Oox

Fi—F,=S[P(x+ Y(x,t),t) — P(x +dx + Y(x + dx,t),t) = —Sdx

Or P(x,t) = py + p(x,t) Avec py constante , d’ou :
IP(x +P(x,0),t)  dp(x +P(x,t),t)

0x 0x
Sachant que (x,t) < x , on peut faire un développement au 1¢ ordre tel que :
dp(x,t)
plx+ 90 0),0) = plx,t) + (e t) ——
D'ou :
op(x +Y(x,t),t) dp(x,t) oY(x,t)adp(x,t) 0%p(x,t)
= t _—
0x 0x * 0x 0x YD) 0x?
En négligeant les termes du 2°™ ordre, on obtient :
Ip(x +¥(x,0),0) dp(x,t)
0x T ox
Alors :
Sd 0%P(x, t) p dp(x,t) 0%(x, t) dp(x, t)
_ = - - = —
Po> X 52 Tox P T a2 ox

2. Dans le cas de mouvements de faible amplitude, on peut écrire :

1 (8V> 1 [AV]
X = —— [—— ~ — |—
TV, \ap/s Y, lap

t

t=0
I1 faut donc déterminer la variation de pression et de volume entre la tranche de fluide au repos et a

I'instant [ .
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o aurepos: V, =S dx et la pression est P,
o alinstantt:V =S(x; —xy)etP =Py + p(x,t):
D'ou: AP =P, + p(x,t)—Py = p(x,t)

AV=S[(x+dx+1,b(x+dx,t))—(x+1,b(x+dx,t)]—de’~V %
Alors :
ow(x,t
1 de% 1 oY(x,t)
Xs = - pxt) = ——
Sdx p(x,t) Xs O0x

3. a) En combinant les formules obtenues a la question 1) et 2), il vient :

*P(x,t) 0 1 0Y(x,t)
at? __$<_x_s dx )

En supposant que ys est une constante, on obtient finalement :
0 P(x,t) 1 9%P(x,t)
ot? c? 0x?
Avec :
1

v PoXs

Cc =

oP(x,t)

b) En dérivant par rapport & x 1'équation d'onde obtenue a la question 3.a) et en supposant que les

dérivations par rapport a X et t commutent, on a :

i(@%p(x,t)) 0 <1 0% (x, t)) . 0% oP(x,t) 10 <621/J(x,t)>

ax\  oxz |~ ox2  ox  c2ox\ o2

T ox

c2  0x?

En supposant que les dérivations par rapport a X et/ commutent, on a :

0x? Ox c?0t? ox
Avec :
1 0yY(x,t)
] t) = ——
p(x,t) " ox
Xs est constante, on obtient :
0’p 10%p

ax% 2 ot?
En dérivant par rapport a I 1'équation d'onde obtenue a la question 3.a), il vient :
0 [0%Y(x,t) 0 (1 0%(x,t) 0 (0%Y(x,t) 1 0%yY(x,t)
1t =—1- ) - —— ==
ot 0x? ot\c? 0t? ot 0x? c? ot?

En supposant que les dérivations par rapport a x et t et commutent, on a :

0% (0p(x,t)\ (1 0% 0p(x,t)
W( ot >—<c—zﬁ ot >>
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Avec
P(x,t)
) —
u(x, t) 3%
On obtient :
0%u 1 0%u
0x2 2 Ot?

4. a) Pour un gaz parfait lors d'un transformation isentropique : PVY = K ou K est une constante. Ou
encore : [nP + InVY = In K . En dérivant, il vient
dP av

Ly =0
p VY

On peut alors réécrire le coefficient de compressibilité isentropique d'un fluide :

1 (6V> 1
Xs ="y \or)s T yP
Ou P est la pression totale

De plus, pour un gaz parfait de masse m a la températureT, , on a :

PV = (3)RT, > P = (T R};o N po;;To

1 yP YRT,
CcC = = |—>(c =
VPoxs | Po M

b) AN :c =343 ms™ 1, clest la vitesse théorique du son dans 1'air.

Alors :
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I. Les ondes électromagnétiques

Une onde électromagnétique comporte a la fois un champ électrique et un champ magnétique
oscillant a la méme fréquence. Ces deux champs, perpendiculaires I’un par rapport a 1’autre se propagent
dans un milieu selon une direction orthogonale (figure ci-dessous).
La propagation de ces ondes s’effectue a une vitesse qui dépend du milieu considéré. Dans le vide, la

vitesse de propagation est égale a 3.108 m.s™'.

E A

champ électrique
champ magnétique
célérité (m/s)
longueur d’onde (m)
période =A /c (s)
fréquence =1/T (Hz)

== >»o mm,

Fig.1 Nature et propagation d’une onde électromagnétique

I.1 Une onde électromagnétique est caractérisée par plusieurs grandeurs physiques :
I.1.1 La longueur d’onde (1)
elle exprime le caractere oscillatoire périodique de 1’onde dans 1’espace.
C’est la longueur d’un cycle d’une onde, la distance séparant deux crétes successives.
Elle est mesurée en meétre ou en 1'un de ses sous-multiples, les ondes électromagnétiques utilisées en
télédétection spatiale ayant des longueurs d’onde relativement courtes :
* le nanometre =>1 nm = 10-9 métre
* le micrométre =>1 um = 10-6 métre
* le centimétre => 1 cm = 10-2 métre
1.1.2 La période (T) :
elle représente le temps nécessaire pour que I’onde effectue un cycle. L’unité est la seconde.
I.1.3 La fréquence (v)
Inverse de la période, elle traduit le nombre de cycles par unité de temps. Elle s’exprime en Hertz
(Hz) - un Hz équivaut a une oscillation par seconde - ou en multiples du Hertz, les ondes
¢lectromagnétiques utilisées en télédétection spatiale ayant des fréquences tres €levées :
= le kilohertz=> 1 kHz = 10° Hz
* Je mégahertz=>1 MHz =106 Hz
= e gigahertz=>1 GHz = 10° Hz
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Longueur d’onde et fréquence sont inversement proportionnelles et unies par la relation suivante :

ou A est la longueur d’onde de 1’onde ¢€lectromagnétique, c est la vitesse de la lumiere (3.108 m.s-1) et v la
fréquence de 1’onde.

Par conséquent, plus la longueur d'onde est petite, plus la fréquence est élevée, et réciproquement.
1.2 Spectre électromagnétique

Les premiéres ondes ¢électromagnétiques découvertes par Hertz présentaient une longueur d'onde de
quelques metres. Ces ondes furent appelées ondes hertziennes (ou onde radio). On a pris 1'habitude de
découper l'intervalle des longueurs d'onde en différents domaines spectraux qui constituent le spectre
électromagnétique. Dans le domaine optique, on parlera plutét d'ondes planes monochromatiques car la

fréquence du signal électromagnétique détermine la couleur de la lumiére visible.

lumiere
Soatl visible

sssssse

10° 10° 10" 10™ 10% i [= 1] 10 102° 1022 1024

ondes infro wiltra Oy ons rayons.
radic rouge wiclet £ garanac

Fig.2 Spectre électromagnétique. Les ondes sont classées selon leurs fréquences en Hertz.

1.3 Equation de propagation

Plagons-nous dans une région de I'espace ou régne le vide : aucune mati¢re n'y est présente ; en
particulier les densités de charge et courant électrique sont rigoureusement nuls. Dans cette région, les
équations de Maxwell prennent la forme simple suivante :
div(E) =0

roe(E) = -2

rot(B) = uoeo?a—h:
div(B) =0
Pour obtenir 1'équation qui régit la dynamique du champ électrique ou magnétique on utilise
l'identité:
rot (rBt(E)) = —grad (div(ﬁ)) — AE = —AE

Par ailleurs, on a également
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Yy . (0B d OE 02E
rot(rot(E))zrot s =—a Mofog :Ilofow

On aboutit a I'équation aux dérivées partielles :

En procédant de la méme maniére avec le champ magnétique, c'est-a-dire en
calculant 7ot (r5 t(§ ))
1.3.1 Equation de propagation du champ électromagnétique

Le champ électromagnétique {E ,B } vérifié I’équation :

A{E,ﬁ} — =L =0, upe,ct =1
1.4 Définition d’‘une onde électromagnétique
Une onde est une perturbation qui se propage en transportant de I’énergie et de la quantité

de mouvement.

e Onde ¢lectromagnétique : formation du couple champ électromagnétique (E, E) dans le
temps et 1’espace.

e Onde non matérielle : pas besoin de mati¢re pour se propager : elle se propage bien dans le vide et avec
une célérité maximale de 3.10 m.

e Onde transversale : déformation perpendiculaire a 1’axe de propagation (similaire aux vagues a la
surface de I’eau) Equation de propagation d’une onde électromagnétique (E , §)

Propagation selon (Ec))

= 9%E 1 92E
PouwrE : — —¢ ——=
dx2 oMo c2 9t?
= 928 1 828
PourB : — — ¢ - =
0x2 oMo c? 9t2
E(xq, ©) E(x,to)
A en fonction de t A Direction de propagation

i

\ 4
x

Fig. 3 Représentation d’une propagation de Eoude B
L.5 Propagation d’onde électromagnétique dans le vide (ou dans D’air)

1.5.1 Equations de DAlembert

Dans le vide, permet d’établir les équations de D’Alembert pour (E, §):
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. 1 82F
AE —eoto 250 =
- 1 0°B
\AB ~ &obto 552 =

Ou «c» est la célérité de ’OEM dans le vide = ¢ =

I.5.2 Solution des équations de D*Alember

La solution générale est : f(x,t) =

1
VEoko

t

F(x — ct) + G(x + ct)

= Une Onde ¢lectromagnétique progressive se propageant dans la direction Ox est de la forme :

E(x — ct),B(x — ct)

* Une Onde électromagnétique régressive

se propageant dans la direction Ox est de la forme :

E(x — ct),B(x — ct)

1.6. Ondes planes

Onde dont la surface d’onde est un plan. Ensemble des points ou le champ (E , §) a méme

direction, méme sens et méme intensité = méme état vibratoire (surface d’onde).

t t=t
A
/ v XX
/! A Y )
t Py - > X
)(Dﬂ ¢ v K\ ®
g | "
Fig. 4 Représentation de la surface d’onde

Au niveau de la source d’onde ¢électromagnétique les ondes sont plutdt sphériques (la

surface d’onde est une sphere).

En revanche, si on se situe trés loin de la source (rayon de la sphére tend vers 1’infini), la

surface d’onde devient plane : on a donc de

s ondes planes.

Mathématiquement, les ondes planes sont plus faciles a manipuler

» 1l faut faire I’étude trés loin de la source

/

Source d'0.E.M .A\

>

AL

\

e
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Fig. 3 Représentation de la surface d’onde avec une source d’OEM

1.6.1 Propriétés d’*ondes planes
Ces propriétés ont été établies a partir des équations de Maxwell exprimées dans le milieu vide. Les 4
propriétés sont :
> (E et E) sont transverses (E et B sont perpendiculaires a 1’axe de propagation)
> E perpendiculaire B
> |iEll = |5
> (E B, i) triédre direct (U vecteur unitaire de I’axe de propagation)

Y

IS
s

Fig. 5 Représentation de Eet B a 'axe de propagation

1.7 Ondes planes progressives sinusoidales (OPPS)

D —

Expression générale d’'une OPP se propageant sur Ox : E=E (x — ct)
Alors: E(x — ct) = E_O)cos(k(x — ct)) = E_O)cos(kx —kect) = E_O)cos(kx — wt))
Ou : k est le nombre d’ondes, ¢ vitesse de propagation et w pulsation.

En fonction du temps (on fixe x donc une position de ’espace :x = xg)

E(xp t)

B(xo,t)

Fig. 6 Représentation de EetBa laxe de propagation
Longueur d’*onde 4 (en m): C’est une période spatiale = distance parcourue par
I’onde électromagnétique pendant T a la vitesse ¢ = A/T
1.8 Grandeurs énergétiques pour les OEM

La combinaison des équations de Maxwell dans un milieu matériel quelconque donne I’équation

bilan de la puissance :
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5W > - -
SEmC:#SdS-I_ff JEdrt

N

SWem

p” variation de I’énergie électromagnétique dans le temps ,§ vecteur de poynting en W/mz,Es)

élément de surface. [[[ ] E dt puissance dissipée par effet Joule : exprime I’interaction onde-matiére

f est la densité de courant produite par les charges du milieu.
Par définition : § = #. Valable quel que soit le type d’OEM et quel que soit le milieu de propagation.

I représente la valeur moyenne sur une période T du module du vecteur de Poynting :

1 T
I =<8 >;= Tf S(M,t)dt
0

1.9 Propagation d’OEM dans un milieu matériel
- Vide : milieu non dispersif : toutes les fréquences se propagent a la méme vitesse max : ¢ = 3.10 m/s2

- Matériel : milieu dispersif : toutes les fréquences ne se propagent pas a la méme vitesse, en effet : v =

fw),w = 2nf

w
e i
- o ; ga .» .
Fig. 7 Milieu non dispersif : w = kc Fig. 8 Milieu dispersif :
(relation lingaire entre w et k) w n’est pas linéaire avec k

1.10 Equation de dispersion
Elle renseigne sur comment I’onde va étre dispersée dans le milieu. Elle est obtenue a partir

de la combinaison des quatre équations de Maxwell (écrites dans le milieu matériel neutre et en notation
complexe) : K2 = %(1 + ﬁ). Il'y a 3 types de comportements :

o
v' k?> 0 => k réel : onde progressive.

v' k? <0 => k imaginaire : onde atténuée ou onde évanescente.

v' k? complexe => k complexe : onde amortie.
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Exercices et solutions

Exercice 1 :
Propagation d'une onde électromagnétique plane dans le vide.

On considére une onde électromagnétique plane, progressive et sinusoidale de pulsation w , se

propageant dans le vide (caractérisé par la constante de la loi de Coulombe, , la perméabilité magnétique

du videy, et la célérité ¢ = 1/@ ). L'espace est rapporté a un repere cartésien Oxyz de base
orthonormée. L'onde se propage dans la direction oy. Le vecteur champ électrique E = Eocos(wt —
Ef)u_x) d'amplitudeE, est paralléle a ox.

1. Ecrire, en notation réelle, les composantes du vecteur d'onde ﬁpuis celles du vecteur champ

électriqueE') au point M de coordonnées (x,y,z) tel que 7 = OM et l'instant t.

2. En utilisant les équations de Maxwell dans le vide (voir boite a outils), établir I'équation de propagation
de E dans le vide. En déduire la relation de dispersion de cette onde dans le vide.

3. En utilisant les équations de Maxwell dans le vide (voir boite a outils), exprimer les composantes du
vecteur champ magnétique de 1'ond B au point M . Préciser en particulier I'expression de
I'amplitudeB, du champ magnétique.

Solution :

0
1. L'onde se propage suivant Oy, alors : k = {K }
0

. , . = , . , .
En considérant 1'onde se propageant dans le sens des y croissants etE’ étant orienté suivant Ox ,ona:

_ (Eo cos(wt — ky)
E = 0
0

2. Les équations de Maxwell donnent : rc_)’t(E> ) __28 et r5t(§) _ 19

' ' at c2 ot
En supposant que les dérivations par rapport a l'espace et f commutent : 6t (— Z—f) = - %r()’ t(§ )
o oo (o2 _ 0 (1OE\ 4 .. —— - = 10%
il vient alors rot (rot(E)) = _E(C_ZE) ,d'ou : grad(dlvE) — AF = — Sz

Or, divE =0 (équation de Maxwell) et E étant orienté suivant Ox , on obtient :

S 1 0%E 0%E 1 0%E
AF__19E oe 10°E

c? dt? dy? c? 0t?
Vérifions qu'une solution réelle de cette équation d'onde est de la forme :
E,.(y,t) = E, cos(wt — ky)
En dérivant deux fois par rapport au temps :
0%E,
ot?

= —w?E, cos(wt — ky) = —szx(y, t)
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et en dérivant deux fois par rapport a ) :
0%E,
dy?

= —k?E, cos(wt — ky) = —k?E,(y,t)

En remplacant dans I'équation d'onde, il vient :

2 1 2 2 ?
—k Ex(y;t) = _C_zw Ex(y't) — k‘=—

2
Alors, E,(y,t) = E, cos(wt — ky) est solution de 1'équation d'onde a la condition quek = i% : Clest la
relation de dispersion. Ici, I'onde se propage seculement dans le sens des Y croissants. Le terme de

propagation —ky de la phase (wt — ky)traduit alors forcement un retard (on récupére l'onde forcement

apres qu'elle ait été émise puisque qu'elle parcourt le chemin entre la source et le récepteur a vitesse non

infinie). - ky doit donc étre négatif, soit > 0 . Dans ce cas, la condition devient unique : k = %

3. Sachant que la seule composante non nulle deE est E, (v, t) = E, cos(wt — ky) ,ona:

d
ax 0
o Lol (B 0
ot(E) = — =
ro ( ) dy | A 8 B 0E,
9 oy
0z
ab,
N
0B ):
Avec E = E
ab
at
5 (7 a§ . . o
Et rot(E ) =—— (equatlon de Maxwell), il vient :
0By
: / A
0 aBy
OEy :
oy %
ot
B n'a alors qu'une composante non nulle suivant Oz telle que : aa% = 2—?" =k E, sin(wt — ky)

ky) + K . En 'absence de champ statique, la constante

En intégrant par rapportal : B, = —

d'intégration K=0, d'ou :

0
§=( 0 )avec Bo=kj"
— B, cos(wt — ky)

Exercice 2 :
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On prend I’exercice 1 :

1.

Représenter sur un schéma clair les vecteurs E, Bet k . L'onde ¢lectromagnétique étudiée est-elle
longitudinale ou transversale? Justifier votre réponse.
Calculer la densité volumique d'énergie électromagnétique U. Exprimer sa valeur moyenne temporelle

< U >en fonction de E,, ete, .
, . .2 _m.B .
Déterminer les composantes du vecteur de Poynting S = F /\; puis son module S et enfin sa valeur

moyenne temporelle < S >en fonction deFE, , €, et c. Quelle relation existe-t-il entre les valeurs
moyennes de U et S ?
Cette onde transporte une puissance ¢lectromagnétique moyenne < P > de 0,5 kW, évaluée a travers

une surface Y =5 mm?normale a la direction de propagation. Calculer les valeurs numériques

deE, et B, ?

Onprendra : g, = 1/36mr10° Fm™?! et u, = 4n10~’H m™1.

Solution :

1.

On aE=Eu,,B=-Bu, et k= ku,. Le repére étant orthonormé( (Uy,u,, u;) =
(uy, —u,,wy) Uy, w4y, 0y ) = (Uy, —U,, ;) est un triedre direct. Alors (E,B,k) est un triedre direct

(voir la figure ).

~,

Fig.7 schéma représentant les vecteurs E , B et k dans le repére orthonormé

On a(E 1B 1 %) : ¢'est une onde transversale.

2.

Dans le vide :

e la densité volumique d'énergie électrostatique U, = %eo (E )2

e la densité volumique d'énergie magnétostatiqueU,,, = i (]E?)2
o

Avec les résultats des questions 1) et 3) et U = U, + U,y,, il vient : U = &,E,* cos?(wt — ky) +

1 2 2 _
ZHoBO cos“(wt — ky) .

E, 1 1 \
Avec B, = 7" etc =—= ,ona—B,’ = g,E,> ,dou:U = ¢,E,* cos?(wt — ky)

Eoup Ko

< U >=¢,E,* < cos?*(wt — ky) > . Or, cos” wt est une fonction périodique du temps variant entre 0 et

1,

1

donc : < cos?(wt — ky) > = .
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Alors< U >= %eo E,* . C'est une constante dépendant de I'amplitude du champ.

=

ENB

5 2
3. Avec les résultats des questions 1) et 3), il vient : S = = - % cos?(wt — ky) (uy Auy)

o

2 Eo? — .
D'ouS = j cos?(wt — ky)u,, on obtient :
0

0
S = (sochzcosz(wt - ky))
0

Remarque : la norme du vecteur de Poynting est une puissance par unité de surface et est donc reliée a
l'intensité de 1'onde.

< §>=¢g,cE,? < cos?(wt — ky) > . Or, cos?(wt) est une fonction périodique du temps variant entre 0

et 1, donc : < cos?(wt) >= %

Alors : < § >= %EOCEOZ =c<U>

Remarque :

I'énergie électromagnétique se déplace a la vitesse de la lumiére le long de la coordonnée de

propagation y .

4. La puissance électromagnétique a travers une surface Y est donnée par :P = [ S df . ). étant
normale 4 la direction de propagation, sa normale est orientée selon u,, comme S ,dou:P = S df .
Alors la puissance moyenne s'écrit: < P >= [[ < SdY >= [[<S> dY =<S> [[dY =<
S>Y ,dou:< P >= %EOCEOZZ

2<P> E, 1 [2<P>
etB, = =2 =-
EoCY c cl €ocY,

Alors, E, =

AN.:E, =275V m™! etB, =0,921073T
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