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Exercice 01 :

Calculer I’amplitude A et la phase ¢ pour les sommes suivantes :
a) 3.2 x sin(wt) + cos(wt)
b) 3sin(wt) + 4 cos(wt)

¢) 11.5 X sin (wt + g) — 8cos (wt - g)

Exercice 02 :
Déterminer 1’amplitude A et l1a phase ¢ du mouvement vibratoire G résultant de la

composition de quatre (4) mouvements vibratoires de méme pulsation w.

G = Ag[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢)]

Exercice 03 :
Soit les trois mouvements sinusoidaux suivants ayant la méme pulsation {2:
Xi(t) =ar1cos(QU+®1) , Xo(t) =agcos(QU+ D2) , X;(t) = azcos(QUt + P3).

1. En utilisant la représentation complexe montrer que la superposition X(t) + Xa(t) + X3(%)
est de la forme A cos(£2t + ®).
2. Déduire 'amplitude A et la phase ® de la superposition.
3. Application: Trouver la superposition des mouvements suivants:
X1(t) =3cosQt , Xa(t)=4sinQt , X3(t) = 2cos(Q + 30°).

Exercice 04 :

Soit le circuit ci-contre dans lequel i(t) = Iy cos wt. -

1. Trouver les courants complexes %, et i, en fonction de . - b

2. Déduire I'impédance complexe Z = /i du circuit. i C

3. Trouver la relation entre L, C, w pour que le module , L R
de I'impédance complexe Z soit indépendant de R. 900> AW

4. Trouver dans ce cas la valeur de R pour laquelle Z
devient réelle.




Solution 01 :
a) 3.2 X sin(wt) + cos(wt) = Acos(wt + @)
= Acos(wt) cos(p) — A sin(wt) sin(¢)

(1) e cee eea( Acos() =1
(2) o ee e {—Asin(cp) = 3.2

Si on éléve au carré I’expression (1) et (2) et aprés sommation on obtient :
A% = (3.2)2 + 12
A=.,/(32)2+1=A=3.35
b) 3sin(wt) + 4cos(wt) = Acos(wt + @)

= tg(p) = —-32=¢=—72.64

= Acos(wt) cos(@) — A sin(wt) sin(p)

{ Acos(@p) = 4

3 o
—Asin(p) = 3 = tg(p) = —Z=> @ = —36.86

A=4/324+42=A=5

Solution 02 :
G = Ap[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢p)] = Acos(wt + )

Aej(mt+¢) = Aa[ejmt -+ ej(mt+q9) -+ ej(mt"'z‘p) -+ ej(mt+3¢")]
Aej¢ = A0[1 -+ ej(qg) -+ ej(z‘p) + ej(?"?’)]
R .3 .3 - . .3
Ael® = Alc,e'i’_z‘E [:5'_1’_2‘E teE ety e*'_ziq]

. 3 3
Ael® = Al,;,ei’_zE [2 cos (T{P) + 2cos(§)]

. 3 3
Ael? =24, [cos (T(p) + cos(g)] 7

: . A =24, [COS (?ﬁ) + cos(ﬁ)]
Par analogie on obtient : s gqﬂ 2
=2

Solution 03 :

1. La superposition est: Xq(¢)+X2(¢)4+X3(t). Pour trouver la pulsation de ce mouvement, utilisons la
représentation complexe:

X1 (t) = ag cos(Qt + &1)— X, (1) = a1/ ¥+P1),

Xo(t) = agcos(Qt + By)— X, (1) = aged(Wt22),

X3(t) = azcos(Q + P3)— X,(t) = azelH+®s),

X, (t) + Xo(t) + X5 (t) =a €7+ ®1) 4 goei (UFP2) 4 g0/ (U+P3) = (g, IP1 4 gye7P24 367 P2 )N,

Puisque 6167 %1+ a267®2+ a367®3 est un nombre complexe constant, il est de la forme Ae/®.

Donc, X; (£)4+X, (£)+X; (1) = 4/l = 4ei(1+2),

En revenant i la représentation réelle:

X, (8) + Xy (8) + Xg(t) = A4S ®+® X, (1) + Xa(t) + X3(2) = Acos(+DP).

La pulsation du mouvement résultant est 2.
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2. L’amplitude A est le module du nombre complexe:

A=X,(8) +X(t) +X5(8) = V/(a,67® + a267®2 + a3ei®s)(a,e79%1 + aze P2 + azeI%s)
= y/a?+ a2+ a? + 2a1a5co8 (P — P3) + 2a1a3 cos (B1 — P3) + 2aza3 cos (P — P3).
Puisque
X, (t) + X5(t) + X3(t) = a1 cos P14+ azcos Py+ a3 cos P3 + j(a18in @1+ assin Py+ azsin Py),

la phase ® du mouvement est donnée par:
tan ® = Im[X,(t) +X5(1)+X5(t)] _ a1sin®1+apsin Pa+agsin 3
Re[X; (t)+X o (1) +X 3(¢)] a1 cos ®1+az cos Pa+ag cos B3 °

3. Application:
X;(t) + Xy () + X5(t) = 3cos Qt + 4cos(2¢t—90°) + 2cos(2¢+30°)= Acos(Q2t+D).
D’aprés la question (2) A = /9 + 16 + 4 + 24 cos (90°) + 12 cos (30°) + 16 cos (120°) =~ 5,6.

_ 3sin0+4sin(—90°)42sin30° N
tan & = 2 e o0 rre3r = —0.03 = &~ —32,2°.

Solution 04 :
1. Utilisons la représentation complexe suivante:
i(t)= Igcoswt — i(t) = Ige/?,
i1(t) = I cos(wt+e,) — i,(t) = [,e7@H+) = [ eiet)
ig(t) = I Cos(wi+py) — iy(t) = Ief@itea) = [eivt,

1 1
_ u= —fildt =1 i = jCwu
Nous avons: { E_ EG_’_ = Cdz' Jow = { lg = =
u=up+ug E=L§+R&-2=(J’M+R)g2 2 jLw+R
2. L’impédance complexe du circuit est donc '
Z_u_ u _ u _ 1 _ R+ jLw .
IS ¢ 7P M — = jow+ —— 1T LOw? + jROW
JLw +R Jlw+ R
R2 + L.2w?

Son module est | Z| =

\/(1 — LCw?)? + R2C%?
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Exercice 01 :

1- Quel est le nombre de degré de liberté du point matériel dans chaque systéme
2- Quelles sont les coordonnées généralisées que I’on peut utiliser pour définir le mouvement
de ce point.
Z
A A »X

e

>

Exercice 02 :
Soit le systétme mécanique de la figure 1-4, constitué d’une masse m et un ressort de raideur

~

équivalente k. Trouver I’équation différentielle du mouvement par la méthode de Newton et la

méthode de Lagrange.

a-11

Exercice 03:

Soit le pendule de la figure ci-contre ; calculer la pulsation des petites

pulsations a ’aide du formalisme de Lagrange :

Exercice 04:

Une poulie de masse M, de moment d’inertie J, et de rayon R, suspendue au
point O par un ressort de raideur k. Le fil inextensible glisse sur la poulie sans
frottement relié par une masse m (voir figure 1.13.)
= Déterminer le nombre de degré de liberté (T, M)
= Etablir I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle :
= En déduire le Lagrangien du systéme

= Etablir 1’équation différentielle du systéme par le principe de Lagrange _ m
~2

AR



Exercice 05:

Dans la figure ci-contre, M et R représentent respectivement la

masse et le rayon d’une poulie homogéne de moment
. . 1 . . .
d’inertie/,0 = EMRZ. A la poulie sont fixés un ressort de raideur k

et un corps de masse m par un fil non élastique de masse

négligeable. On néglige aussi la masse du ressort et le frottement

autour de I’axe de la poulie. Si x est le déplacement vertical de la

masse m. Trouvez I’équation du mouvement et la pulsation propre

du systéme.

Exercice 06:
Le fléau est un instrument agricole utilise pour le battage des céréales. On
modélise le systéme par une tige medtallique de masse négligeable, de longueur I
portant deux masses m et M, tournant sans frottement autour de son axe au point fixe
O comme le montre la figure 14.2. A 1’équilibre la barre est horizontale.
Déterminer dans le cas des petites oscillations:
= T.e Lagrangien du systéme
= T ’équation différentielle du mouvement,

= T.a pulsation propre et la période propre.

M

34
Ep=0

En équilibre =0 En mouvement
Exercice 07:
Soit un immeuble A modélisé€ par le systéme physique représenté par une masse m et
un ressort de raideur k subit & un mouvement sismique sinusoidal d’amplitude Ade la

forme x, = Acoswt représenté dans la figure 9.4 comme suit:

L'Immeuble
. . Epicentre du
Seisme m
Epicentre du . . ¢ k
" <P = Vyrrw
A s ;

vlv > .
7 r g r 4 x4 ' x X
s ot

= Déterminer 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme.

=  En déduire le Lagrangien du systéme.
= Etablir I’équation différentielle du systéme

=  Quelle est dans ce cas la réponse du systéme. Justifier le résultat.



Solution 1:

Le systéeme (a) :

1- Le point m est défini par :
{x = [sind — N=2
z = lcosB
Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x?2 4+ z2 =12 = Il =+Vx?+z%2 =C*® = R=1
2- La coordonnée généralisée qui définie le systéme est : O

Le systeme (b) :

1- Le point M est défini par : OM = x&, + yey
e, = RcosfOe,; — Rsinfe,

eg = Rsinfe; + RcosBe,

Et par conséquent :

{x = rsing@ — N=2

v = rcos@
Le nombre de liaisons entre les coordonnees :
x2 +z2 =72 = r =Vx2Z +z2 = C*® = R=1
Et le nombre de degre de liberte est : d=2-1=1

Le systéme (c) :

1- Le point M est défini par :
{x = rsinf — N2
y = rcosf@

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x2 4+ z% =12 = r=+x24z2=C"* = R=1

Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

Solution 2:
VA A A A
a- Méthode de Newton
K al’équilibre: S F =P+ T =0
— T
? — T: la force de rappel du ressort
P: le poids de la masse m
m .
e w - = i, libre
P Au mouvement : Y, F = my
v
_ d?x _ . .o
F=m—=m& = m% =mg — k(x + x3)

En appliquant la condition d’équilibre, I’équation devienne :
mi+kx=0 = ¥+wix=0

. . . k
Avec : @y est la pulsation libre est égale : wy = [—
m



b- Meéthode de Lagrange

I."équation de LLagrange est :

d aL aL
=0

dt \dx ax

Le lagrangien est donné par : I.— E.-F,

E, = 2mx2
2
1
E’p =§kx2
Et
1 1
L =—-mx? — - kx?
2 2

En utilisant 1’équation de Lagrange :

oL . d ar "
— = mx — (=) = mx
ax dt \dx

aL

— = —kx

dx

L’équation différentielle de mouvement est comme suit :
mi—+kx =0 = ¥+ wix =0

k

La pulsation propre : wg = po

solution 3:
L=T-U
.2 o2
T=11_De “Loro
2 2

U,,, =+mgh=-+mg(l—Icos@)=+mgl(1-cos@)

Dans le cas des petites pulsations :

Snéd =8

3 3

'Ct:;sﬁ'zl—i = ]—msg:i
2 2

2

o =+mgl —
& 2

mas

2

L=T-U=2mPé —ma?-
2 2

”

o | éL oL 2t
Formule de Lagrange : i[ < :l — (j— =0 avec: 6_1: =m0 ; ﬂ: —mgld
a0 oo 20 o6

o
ot

0+80-0 = o= |2
1 \]1

Solution 4 :

‘:mfl é’] +mglfd =0 = ml’ :S.’+ mglfd =0



La figure 1.13-a représente |'état d’équilibre du systéme et la figure 1.14-b
représente 1’état du systéme en mouvement.
Les parameétres, (Xo1, Xoz2) et (X1, Xz) représentent respectivement les positions
des masses M et men état d’équilibre et en mouvement.
Le nombre de degre de liberté :
La longueur du fil [ est la méme en mouvement et en équilibre tel que:
En équilibre :
I=D— X, + 1R+ ( Xy — X,, )
En mouvement :
l=D— X, +72R+( X5 — X, )
Apres I’égalité des deux équations, on obtient :

X, =2X;, = X;.X, sont dépendants

Le nombre de degré de liberté est alors €gal a 1 qui est représenté par x;j.

A
k
I

Xoprt—— — — 4 plo ) — - Xo1 D
X
Xo2\— Ep=0 — . - e T,
X;

ORI X A8 SN \.\\‘-l

Xvy - Xy »
En équilibre E,=0 En mouvement

= Pour I"énergie potentielle:

!
E,==kx
P 2 1
= Le Lagrangien s’écrit alors :
L=E.—E, —Lem +2m+i)xf —ikxf’
2 RZ 2

= [ ’équation différentielle s’exprime comme suit:

d oL , &L _ Kk

— () 0 = X+ (————)x;, =0
dr ox, X, M+ 4m+—
R’
D’ou I’équation du mouvement s’écrit :
. k . 2
G+ (———I)x; =0 = X, +wpx; =0

M +4dm+—
R



Solution 5 :

= Le Lagrangien :
On a les déplacements infinitésimaux comme suit :

31

X, =—8,x,=—8H= x,;,x, sont dépandants

1

4

On a donc un seul degrée de liberté représenté par @(t).
v L’énergie cinétique s’exprime :

I ., 1 .5
E.=—mx; +— Mx ——:' 16‘ —'VI—IH avec X
S+ S MG l( s 3 ( ) 1=

C

v L’énergie potentielle s’ écrit :
I 1.5 1.1
E =—k~0)V +-k(--6
p =K, ) 2 ( y )

v Le Lagrangien s’écrit alors :

I 1 a5 1.3 .5 1,2
L=E.—-E,=—m(—10) + _M(=10)° —k(—8)
SOy + oM I0) k(7 0)

¢ P

D’on :
Lc0.6)=1L I @2 ( 9M + m)—k(ig)z
T 216 : 4

= [ ’équation différentielle du mouvement :

d FL °L _ o —é+— 2% o_0
dr a6 o6 m-+ 9N

= Respectivement, la pulsation propre wo et la période propre 7Tpsont de la

forme :
2k 27
wf =———= et Ty =——0
m—+ 9M 2k
m—+ 90

= [.a solution générale est de la forme:

8(t )= Acos(w,t+ @)

Solution 6 :

= L[Le Lagrangien du systéme :

v" L’énergie cinétique s’écrit:

v~ L’énergie potentielle s’ exprime:
E_ = 1 kK(x—x_ )
p =3k s )

v" Le Lagrangien du systéme s’écrit alors :

. 1 -2 1 2
I(x X)=—mx ——k(x— x_
(x, %) > > ( »

v~ L’équation différenticlle est de la forme :

d FL FL—ZF = 'X(t)+£x(t):écosa)t
dt pB o m m



.. ) A
X(t) + o, x(t) == Rf{— e”“"}
avec S
m
v" La solution de cette équation est de la forme :
X(1) = X, (1) = X,e/ "
En remplacant dans 1I’équation de mouvement, on détermine [’amplitude de la

réponse comme suit :

Xy(0) = T

2 9

Le systéme présente une singularité au point =, comme le montre la figure (4.10):
X, (w) —> o lorsque w— @,

v" L’immeuble va s’effondrer face au séisme car le systéme oscille a sa pulsation
propre. On appelle ce phénomeéne la résonance. On se propose dans ce cas-la de
mettre en place un moyen d’amortir les oscillations extérieures du systéme qui
se traduit par une force de frottement visqueuse.

v" Un exemple d’application est illustré dans la figure 4.11

Solution 7 :
. N _ l 2
gz Une poulie homogeéne /o = ;MR
0 Ecriture de 1’équation du mouvement et la pulsation propre wg
du systéme :
RNO
M . Energie cinétique : T= T+ Tm
=) 2 s, SupmrD FasAv
—— X T—EJ/OQ +smx Avec : x=R0
m —
1 . 1 . 1 M .
T =—MR?0? + —mR?0%? = - (—+ R%62
l 4 2" g gt
X = g
1 M z
T == (= + m)R26%
2°2 )
- Energie potentielle : U = % k(Ra)H=
- Fonction de Lagrange : L = T — U

L—l(M+ )Rzéz 1k(R|9 2
—z\z i -z )

- Formalisme Lagrangien :

d 8L oLy _
dt (ae‘)) o (89) o

oL M 2 d s0L M .
—=(—+m)R 2] =>—(—)——(—+m)R e
a6 2 dt \geg 2

aL— kK(RY(REO
%——()( )

Donc : (%+m)R29 + kR?80 =0 = (%+m)9 + k6 =0
- Pulsation propre wg :

2k
(M +2mm)

” . 2 _ 2r i i 27
g + 8 =0 = wp® = TS Et donc : wg iizoD
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Exercice 1:
Une masse m est soudée a extrémité d'une tige de longueur !/ et de masse neégligeable

L autre extrémite du fil est articulée au point O. La tige est liée au point A 4 un Biu (B,)

par un ressort de raideur k;. Au point B, la tige est reli¢e 4 un Bdti (B2) par un  ressort de

raideur k>, La masse m est liée au Bat (B:) par un amortisseur de coefficient de

frottement <. OA=[3 et OB=2I/3.

- Trouver I'équation différentielle du mouvement.

2- Deéterminer la solution de 1"équation

(B

différentielle dans le cas d’un faible amortissement,

le coefficient d’amortissement, la pulsation propre (B2)

RN

et la pseudo-pulsation.

Exercice 2:
Soit  le sysiéme mécanique vibratoire Ly
(ML) B e}

représenté sur la figure ci-contre.

S1 G est le centre de gravité de la barre de
masse M et de longueur L.
=  Trouver 'égquation différentielle du

mouvement, Déduire mo et 6.

DAL

= Ecrire ["éguation du mouvement

dans le cas &= mao.

Uje =z ML?,0A = L1, 0B = Ly).

Exercice 3 :
On considére un systéme meécanique amorti oscillant autour d’un axe passant par O
représenté par une tige métallique de longueur ! de masse négligeable reliée par un

ressort de constante de raideur & au point 12 comme le montre la figure

A 1"équulibre la barre est horizontale. Dans le cas des petites oscillations :
=Etablir le Lagrangien du systéme.
=Deéterminer 1’équation différentielle du mouvement.
=En déduire la pulsation propre du systéme.
=Reésoudre dans le cas de faible amortissement |'équation différentielle du

mouvement avec les conditions mitiales suivantes :

O(t=0)=06(t=0)=8,



Exercice 4 :

Soit une boule de masse m suspendue a une tige de longueur I, de masse négligeable et wpaw

. . ; I
plongée dans un liquide. Cette masse est soumise a une force de frottement visqueuse I

dont le coefficient de frottement est o, comme le montre la figure T
l

=Etablir le Lagrangien du systéme.

I
=Déterminer 1'équation du mouvement. N -
=R ésoudre dans le cas de faible amortissement 1I’équation différentielle. _L'qmdi "

= Application numérigue :
Sachant on a: m=1I1Kg, I1=50cm, g=10m/s. Calculer la valeur maximale que o
ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

=0On prend la valeur de o égale a 10ON.s/m :
Calculer le temps nécessaire T pour que ["amplitude diminue a ' de sa valeur.

Exercice 4 :

Soit une poulie (cylindre creux) de masse M et de ravon R peut tourner

hibrement autour de son axe fixe. La poulie est suspendue par une corde Y |

. ; . oL . R o
mmextensible a un biati fixe. Aux Extrémités de la poulie sont fixés un x 1 RN
ressort de raideur K, et une masse M par un fil inextensible de masse

négligeable. On néglige aussi la masse du ressort et le frottement autour de

- - E5 = 1
I"axe de la poulie. On donne le moment d’inertie J;o = EMRZ_ o

Valeurs numeériques

M=1lkg K=50N,/m, R=02m,a=1kg/s.

1- Trouver I’énergie cinétique E., I’énergie potentielle Ey, et I’énergie de dissipation Ep,.
2- Etablir I’'équation difféerentielle du mouvement en fonction de variable 8.

3- Donner la solution dans le régime des faibles amortissements ( & << wg).

4- Calculer le coefficient de qualité du systéme mécanique Q.
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Solution1:

1- L’equation différentielle du mouvement :
Le Lagrangien : L=E_-E,
E.= %mx% avec: x; = Isin@ = 10 = %, =18 = E.= %mfzéz

Ep = Epl + E]:JZ

Epp est I"énergie potentielle du ressort de raideur k. Ep- est celle du ressort kz.

2
1 i 1 i
E, = ;klxi’- avec x; =<8 = Ep =<k [:;) a2

E,, = ~kyx2 =2g g =1k (2) 62
pz = E 2X3 avel X, = ? ] pz = E 2 ?

By =2k, (&) 0% + 20 (2) o

La fonction de dissipation : D = %a‘i‘g = %a‘!zﬂ"z
Le Lagrangien s”écrit :

L=imizgr 1k (5) 0% + 1k (3) 02

L équation de Lagrange est donnée par :

d fFaL a1 an

a\as) s taa =0
%:mizé = % j—;):mfzé
= —(2—+E)e
j—zza.{zé

En remplagant terme par terme dans ‘équation de Lagrange, on obtient :
a5 A keI akal? - " a4 kg ke -
mi?f +al?f + (B +2)g =0 s d+L6+ (£ 2)p=0

2- Pour les faibles amortissements,

8(t) = Ae % cos(wpt + @)
Par analogie avec :

8+ 250 +wie =0

La pulsation propre :

Ky + 4k,

“o = 9

Le coefficient d’amortissement :

. [#
T 2m

La pseudo pulsation :

1
oy = aaﬁ — 82 = a,jzl(kl + 4ks) — Qa2

Solution 2 :




= —MIL?
e 13
0A =1L,
OB = L,

)
B P e R e e e m

1. Ecriture de I’équation différentielle du mouvement :

e Coordonnées et composantes de vitesse :

M [LC{:ISH' — [—L&sinﬂ'
Lsing +L8cosd

= Energie cinétique : T = Ty + T,

_ 1 52 1 242 . _ Ly
T—;j‘.roﬂ' —|—;m£. &< | sachant que : J, —j,.r,;—l—M(;)

_ 1 ML2+ML2—1ML2
Jro =13 4 3

1 /M .
T:—(—+ )LZH'Z

2\z ™

= Energie potentille : U = U, + U,
1 . 1 .
U= ER(Llsmﬂ)z + Ek(Lzﬂnﬂ)z
= Fonction de dissipation : D = D, , + Dy
1 ) 1 .
D = En:l[.{,lﬂ'cﬂsﬂ}z +§ a(L-8cos8)*
= La fonction de Lagrange : L =T — U

L—I(M+ )LZ&Z L e (Lisin®)? — X k(L,sing)?
=53 m zflsmj 2(25111)

. d EH_.) (az. an
- = e —_——— ] = — —
Le formalisme de Lagrange Zc\a3 56 Fy>

dL (M + )ng d EI'L) (M + )LZ{EF
—_=|l—4m = —_—|—]=—=4+m
ae 3 ae 3

dt
aL i i
38 = —k(Lycos8)(Lysinf@) — k(lLzcos8)(Losing)
apD . .
20 = a{Llcosﬂj(Llﬂ'cosﬂ} + a(LacosB)(L8cos8)

L’ équation différentielle s”éerit comme suit pour des oscillations de faibles amphitude (sing =
8, cos8 = 1).

(g+m) L26 + (L2 + L,2)k8 = —a(L,% + L,?)8

M .. )
(? + m) L20 + (L % + L27)0 + k(L7 + L2 =0
e  Deéduction de oo et & -

On peut écrire I’'égquation différentielle comme :

a(-{uz + Lzz} . k(le + Lzz)g -0
(%+ m) 12 (1‘3—{+ m) L2

25 ang?

8+
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a(le + Lzz} . k(L12 —+ Lzz)

o+ (%er}:.z (1"3—{+m]£,29=n
25 Py

_a(l,® + Ly7) _ a(L,® + L%)

T e T )

2 _ k(1" +L57)
(z+m)ee

o =mD=

(F+m)ee
2. Ecriture de I’éguation du mouvement dans le cas d<wo:

La solution est de la forme : 8(¢) = Ce % 'sin(wgt + @)

k(L 2+L:%) al(L,2+L,2%)
Avec I wy = Jwg? — 82 = - = = =2
“ o E—l—f m]Lz (2 %-}—mJLZ)

Solution 3 :

=Le Lagrangien :
Le systéme a un seul degré de liberté représenté par &

v L énergie cinétique s’écrit :

v Le Lagrangien s’écrit :

L(8,0)=E,—E, = %mfléz - %k{%&}z

= ’équation différenticlle est :

" kL
%(2;}— ;I‘;:ZHH, = §+%§-+ m-:‘j g=0
Dot
8 +250+ @@ =0
r
26=2 w3 =%
mi

=Pour un faible amortissement la solution s’ écrit sous la forme :

(1) = Ae cos(wt + @)

Avec les conditions initiales, on a

Alors, la solution générale s’ écrit :

& .
A1) = — e = sm et
o



=.e¢ Lagrangien du systéme r
Le systéme est a un seul degré de liberté représente par &t)
+ L énergie cinétique s exprime :

E = 1 mres
2

+ Pour I’énergie potentielle on a :

E,, =—mglcosé&

+ D’on le Lagrangien s’ écrit comme suit :

L(e.6)=E_— E, = %mizél + mglcos &

=] "équation différentielle s’ écrit comme suit:

G+ 250+ @ =0

Avec

22 =2 2 =£
m 1

=[a solution générale est de la forme :

&(t) = Ae ™ cos(wt + @)

=a valeur maximale de ¢

max -

A - {0:&42.-1:,{% —a, ~894Ns/m

=Letemps T:

AgArrh — ie—)-f — = M = (0.28s
4 A

Solution 5:
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1- L’¢énergie cinetique E., potentielle E,, et de dissipation Ep:

L’énergie cinetique E_:

1 . 1/1 .
El:‘ = EIJ"HBZ = E(EMR‘Z) EE

L’énergie potentielle Er,:
1 .
EF" = EPI’;K'} = EI{XE LAVeC X = R =x%x=R8

1
Ep = >kR?6?

L’énergie de dissipation Ep:

1
= (e 12 = — qul
ED_zu(xu] 5 ok
1
Ep = =aR22
D 2‘1

2- L’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6.

Formalisme de Lagrange : i('j'—"') _OL L %D _ g oy i(ﬂ) 4+ %o

ar \a6) a8 ' a8 dt \ a8 20
() () - 259 - v
ﬁ = aR?6
de
% = kR?0

1 .«
iMRzEI +aR*0+kR*6 =0

L’equation différentielle s’écnt :

642294229 =0
M- "M

dEp _
aa

=0



L equation différentielle de systéme est de la forme : B+280+wiB=0
Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement & :

5=, 58 151
= oe—= e
M M 1

La pulsation propre wy

, 2K 2K 2 x50 -
muzﬁ=~mn: i 1 =10rad.s

3- la solution dans le régime des faibles amortissements.

B(t) = Aye sin(wt + @)

o= |ofj—8§2=v100—1=+v99 =9.949 rad.s™*

4- le coefficient de qualité du systéme mécanique Q) :

Wy 10 o g
_—— i —— —J —
26 2Zx1 Q

5- Le décrément logarithmique D :

L2 D=—min—2 00237
= - — = — —
nA(t+nT) 15 100 — 30

D =0.0237
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Exercice 1:
On considére le systéme mécanique représenté 4 la figure

ci-contre. La tige de masse négligeable et de longueur 2L L

He

peut tourner autour de 1"articulation O dans le plan de la
figure. Le milieu de la tige (point b) est relié 4 un béti par g

un amortisseur de coefficient de frottement o et son

extrémité libre porte une masse m 4 laquelle est attaché un

ressort de raideur K. On applique une force extérieure -
Fexe = Focos(f2t) sur la masse ponctuelle m. eq]:ilibr*e
1- montrer que I’équation différentielle du mouvement peut se mettre sous la forme :

0 + 280 + w20 = A cos(Qt)

2- Donner sa solution en régime permanent en précisant I'amplitude A et la phase ¢.

3- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance {l5.
4- Représenté graphiquement la variation de 1’amplitude A en fonction de (1.

5- Si on enléve I’amortisseur , que ce passe-t-il 7

Exercice 2:
Soit un disque de masse négligeable enroulé par un fil

inextensible et non glissant, comme le montre la figure ci-
contre , On admet que les frottements existent, la masse
m; effectue des oscillations forcées sous ’effet d’une force

simisoidale : F(t) = Fycos(t.

On donne le moment d’inertie ] ;o = %MRZ.

1- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction

de variable 8.

2- Donner sa solution en régime permanent.

3- Quelle est la fréquence de résonance pour que le module de I'amplitude soit maximum.

4- Donner les pulsations de coupure {1 , {}¢, et la bande passante B pour un amortissement
faible : § < w,,.

5- Calculer la pulsation de résonance (1 , la bande passante B et le facteur de qualité Q
si:m; = 2kgm; =1kg K=10N/meta= 0.1 N.s/m
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Exercice 1:

Un systéme mécanique est composé de deux — IK

=] K -
oscillateurs (M, R) et (m, 2K) couplés par un @W :
ressort de constante de raideur K se trouvant

a une distance a du centre o du disque (voire la figure).

En considéron les oscillations des faibles amplitudes.
1- Donner la ou les équations différentilles du mouvement.
2- Donner la ou les solutions des équations différentilles du mouvement,

On donne ;o = %MR"' =m,a=1
Exercice 2:
Considérons le systéme 4 deux degrés de liberté de la figure ci-contre.
Soient x; et X3 les déplacements conséquents dynamique de m et M a k

par rapport 4 leurs positions d’équilibres.

1- Décrire le systéme et donner le type du couplage ? F(H x1

2- Trouver 1’énergie cinétique E., potentielle Ep et la Fonction de K
dissipation Ep, du systéme. -

3- Trouver les solutions du régime permanant sachant que F(t) = KAcos(lt [_]-l n

4- 8i o« = 0, pour quelle valeur de {2 le systéme entre en résonance, Donner dans

ce cas la condition pour que la masse m excitée reste immobile 7

Exercice 3:
Soit le systéme mécanique représenté sur la figure ci- MN\I‘ }-\/\/\/\%\f\v—
i mz
contre. Les deux masses font des oscillations sur ’'axe |
- _[—& _[—&
horizontal. X Xz

1- Quel est le nombre de degré de liberté 7 et donner le type du couplage 7
2- Calculer 1’énergie cinétique, potentielle du systéme.

3-PourK; =K; =K etm; =m, m; = 2m, et en utilisant la formule de Lagrange établir les
€quations différentielles du mouvement, et écrire les deux €quations sous forme d’une
matrice M (:;) - (:)

4- Déduire les pulsations propres du systéme.
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1- L équation différentielle du mouvement :
= L’énergie cinétique E.:

Ec =Ecm = é]m,ﬁcgzs Jm = m(2L)* = 4mL?

= L’énergie potentielle E,:
Ep = Epmy + Epgiy

L 2
E, = mgh + EKXK

p

— 2
Faibles amplitudes B8 << = sinf = 8, cos B = /1 — sin?(8) = 1 — ﬂ?

Xg = 2Lsin B = xx = 2L 0



Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Y Université de Jijel

. .. :
g2

I g Faculté des Sciences et de la Technologie (FST)
’électrotechnique
2

)
h=2L{1—r:cnsE|ljl=.~fh=2]..(1—1+?)==~}1=LE|I2

1 1
E, = mgl8? + §K4L2E]2 = E, = E{ngL + 4KL?) g2

La fonction de dissipation Ep:

¥y =LsinB=x, =L6

1
ED = EEI'.{-}'-{a}z = Em-:ﬁ
1 .
Ep = —al?8?
D Efl

La Fonction de Lagrange : L = %(4mL2}éz —%( 2mgl + 4KL1?) 82

Le Formalisme Lagrangien :

d {ﬂL) aL_ _9Ep o

dt\ga) ae~ 88 (Fext)

O :

d (dE., @Ep dEp

dt{aé) + a0 + aa M (Fext)
GE. o d /aL i

( .)= AmL24 =-.~_(—.) = 4m128
a8 dt \aa

dEp

— = 2
=5 = (2mgL + 4KL?)8

_—= L‘]'_Lzé
M (Fext) = 2LFgcos(f1t)
4mL28 + al?d + ( 2ZmgL + 4KL2)8 = 2LF,cos(t)

Done I"équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

8+ EILE']+(g+K)|EJ— Fo 0t
Im 2L T/ P = Zmreestan

L’ équation est de la forme : B+ 286+ wid = Agcos({1t)
Par identification on trouve :

24 2 & <
_ — e —
4m Bm
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di\'ﬂ I= |!.."

-

|
g K g K
2=—-|-— — |—-|-—
“o=LTmo Y 2L m
Fy
7 2mL

2- la solution permanente de I"éguation du mouvement :

8(t) = 8p(t) = A(Dcos(0t — )

Ap Fa
L amplitude est : A(Q) = 2 = A(Q) = = ZmL =
\,’(mﬁ—ﬂzj 14 (280)2 q (wl-02) 2+(280)2
Fg
sz‘f{mg —0?) 24 (250)2
La phase est donnée par : ¢ = Arctg mzﬁﬁfih
Fg . 24100
g(t) = sin | Ot — Arctg ———
2mLy/ (w3 — 02) 2 + (260)2 (wg —027)

3- La condition de résonnance :

dA()

it st =0
dﬂ Q:ng

-La pulsation de résonance 1 .
d [ Ag _
d (w2 —02) 2 + (280)2

—40[(w2 — Q2 —26%] =0 = O =[0I — 257

4- la variation de I"amplitude 4 en fonction de {0

g _#Aa _ Bp
" A(ﬂ—g}—m—%—Zmng A [— - —
A Fy
" Ama(Qp) = [ = mmLsw
Zﬁu'wﬁ—é'z

Avec w = 4/ wj — 62 ¢’est la pseudo-pulsation

d
0=— (0~ 092+ (280)%] =0 =

. Aim A =0 Af0)
5- 51 on enléve I"'amortisseur : O
5=0=0p =wpet A(Qp) = A(wg) = lim 2| =
Ny Lwg =00

L amplitude t"envers infini , signifier le systéme se casse.

0
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1- I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6:

= L’énergie cinétique E :
EC = E'Cl'l:ll + Eﬂl:lz

1 1

x=RO=%=RH

1 o1 .
&=EMWW+§MWW

1 .
Ec = i(m1 + m;)R?62

* L’énergie potentielle Ej:
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Ep = Epx) + Epm,) + Ep(m,)
1

Ep = EI{KZ +m,gx —m,gx
1

Ep = EI{R”B” + m, gRO — m,gRA

La condition d’équilibre élimine tous les termes linéaires
1

Ep = EI{RZBZ

* lafonction de dissipation Ep :

1 .. .2 1 .
== = —g¥X2
Ep Zu(xﬂ) 5
1 )
Ep = —aR2H2
D 2"1
Le Lagrangien est

1 N |
L=E.—Ep= E(m1 + m,)R202 — EKREB’*

1 o1
L=E.—Ep= i(m1 + m,)R202 — EKR”B”

Formalisme Lagrangien :

d /L oL  dEp
E _ﬂ)_____-‘l'Fext

a8 90
d E.'L) PRI
dt(aﬂ an oe =t

aL . d oL .
(5—9) = (m; + m,)R?0 = E(ﬁ) = (m; + m,)R?9

oL _ KR20
a8

aD i
— = aR20
a0

Foyur = Fycosilt
(m; + m;)R?0 + aR?6 + KR?0 = F,coslt

donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

o . K Fﬂ

B+ B+ B =
(m; + m;) (m; + my) (m, + mz}Rz

cos({t)
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) L’ équation est de la forme : 8 + 260 + w26 = A,sin(Qt)

Par identification on trouve :
o o
2f=— = §f=—
(ml + mz) Z(ml + mz)
” K___ K
e = —— e = |—
T (my+my) 0 [(my +my)
F{I
Ao = (m; + m,)R?

3- La solution permanente de I'équation du mouvement :

B(t) = 8, (t) = A(Q)cos(Qt + @)

_ Fp
L’amplitude est : A(f2) = Ao = A(Q) = (my +my)R2 —

J (@F-02) 2+(280) ,'Eﬂiﬁ —02) 2+(250)*

Fg
(my4m;)RE | (0F-0%) 2+ (280)2

La phase est donnée par: ¢ = —Arctg ﬁ
2
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6(t) o : (nt Arctg—250 )
= sin — Arcig
(m; +m,)RZ/(wi — 02) 2 + (260)? (w3 —02)

3- La fréquence de résonance pour que le module de I’amplitude soit maximum :

L’amplitude A(f2) est maximale si :
dA(n)l 0

La pulsation ou la fréquence de résonance () :

d A, - d
ELF(M% ey o R ey R Tol@s —0%)? +(250)%] =0 =

—40[(w3 — 0% —26%] =0 = Qp = |wj — 252

4- Les pulsations de coupure Q. , Q, etla bande passante B pour un amortissement

faible ; § « fg.

Pour un amortissement faible § <« wy:
Qp 2wy —det O, ~wy+8,etB=0, — O, =24.
7- La pulsation de résonance (1, la bande passante B et le facteur de qualité Q :

La pulsation de résonance (1 :

_ il _ 0.3
T 2(my4mz) 2% (140,5)

. _ K _ 15 _ =1
W = «,‘[mlﬂnz] - 1‘ 1+0.5 6 rad.s

Op = |w?—-282=.62 —2x(0,1)? =599rad.s™?

=0,15""1

La bande passante B :

" O =wy—6=599-0,1= 589
" 0 =w, +86&=599+01= 6,09

B=0Q, -0, =609—-589=02

Le facteur de qualité est :
_®_ 8 305 0=30
Q_Zﬁ_zxﬂ,l_ Q=

7-Pour§ = 0= 0 = wy = Apar(Qz) = o0 = le systéme se casse.
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