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Corrigé de l’interrogation
Introduction aux opérateurs non bornés

Exercice 1 : Soit H un espace de Hilbert réel. Un opérateur T ∈ L(H) (borné)
est compact si l’image de la boule unité B = {x ∈ H | ∥x∥ ≤ 1} par T est
relativement compacte (i.e., son adhérence est compacte).

1) : Montrer que tout opérateur T de rang fini (i.e., dim(Im(T )) < +∞) est
compact.

2) : (Exemple concret dans ℓ2(N)) Soit H = ℓ2(N) et T l’opérateur défini de
H dans H par :

T ((xn)n∈N) =

(
xn

n+ 1

)
n∈N

.

On souhaite montrer que T est compact.

Sous-questions guidées :

(a) Pour N ∈ N, on définit l’opérateur TN comme la troncature de T à
partir du rang N + 1, c. à. d.

TN ((xn)n) =

(
x0

1
,
x1

2
, . . . ,

xN

N + 1
, 0, 0, . . .

)
.

Montrer que TN est de rang fini.

(b) Calculer la norme d’opérateur ∥T−TN∥ et montrer que ∥T−TN∥ → 0
quand N → +∞.

(c) Conclure que T est compact.

Solution :

1) : Soit T de rang fini. Alors Im(T ) est un sous-espace de dimension finie de
H.

— L’image de la boule unité T (B) est bornée (car T est continu) et contenue
dans un espace de dimension finie.

— En dimension finie, les fermés bornés sont compacts : T (B) est compact.

— Donc T est compact.

2) : (a) TN est de rang fini car Im(TN ) ⊂ RN+1×{0}×. . ., donc dim(Im(TN )) ≤
N + 1. Par la Question 1, TN est compact.

(b) Calcul de ∥T − TN∥ :

— Pour tout x ∈ ℓ2(N) avec ∥x∥ = 1, on a :

∥(T−TN )x∥2 =

∞∑
n=N+1

∣∣∣∣ xn

n+ 1

∣∣∣∣2 ≤ 1

(N + 2)2

∞∑
n=N+1

|xn|2 ≤ 1

(N + 2)2
.

1



— Ainsi, ∥T − TN∥ = sup∥x∥=1 ∥(T − TN )x∥ ≤ 1
N+2 → 0 quand

N → +∞.

(c) Conclusion :

— T est limite en norme d’opérateurs compacts (TN )N∈N.

— L’espace des opérateurs compacts est fermé dans L(H), donc T
est compact.

Exercice 2 :

1) Soit H = L2([0, 1]) et K ∈ L2([0, 1]× [0, 1]). On définit l’opérateur intégral
TK sur H par :

(TKf)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy.

Montrer que TK est un opérateur de Hilbert-Schmidt et que( ∞∑
n=0

∥TKen∥2
) 1

2

=: ∥TK∥HS = ∥K∥L2([0,1]×[0,1]).

2) Soient T un opérateur de Hilbert-Schmidt et A ∈ L(H) (un opérateur
borné). Montrer que AT est un opérateur de Hilbert-Schmidt et vérifie

∥AT∥HS ≤ ∥A∥∥T∥HS .

Solution :

1) Soit {en}n∈N une base orthonormée de L2([0, 1]). Par définition, la norme
de Hilbert-Schmidt de TK est :

∥TK∥2HS =

∞∑
n=0

∥TKen∥2L2 .

Calculons ∥TKen∥2L2 :

∥TKen∥2L2 =

∫ 1

0

|(TKen)(x)|2 dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)en(y) dy

∣∣∣∣2 dx.
En utilisant l’identité de Parseval pour K(x, ·) ∈ L2([0, 1]), on a :

∞∑
n=0

∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)en(y) dy

∣∣∣∣2 =

∫ 1

0

|K(x, y)|2dy.

Ainsi, en intervertissant somme et intégrale (par le théorème de Fubini-
Tonelli, car K ∈ L2) :

∥TK∥2HS =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)en(y) dy

∣∣∣∣2
)
dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

|K(x, y)|2dy dx = ∥K∥2L2([0,1]×[0,1]).

Puisque K ∈ L2([0, 1] × [0, 1]), cette quantité est finie, donc TK est un
opérareur de Hilbert-Schmidt et ∥TK∥HS = ∥K∥L2 .
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2) Soient T un opérateur de Hilbert-Schmidt et A ∈ L(H) (opérateur borné).

(a) Soit {en}n∈N une base orthonormée de H. Par définition de la norme
de Hilbert-Schmidt :

∥AT∥2HS =

∞∑
n=0

∥ATen∥2.

Comme A est borné, on a ∥ATen∥ ≤ ∥A∥∥Ten∥. Ainsi :

∥AT∥HS ≤
∞∑

n=0

∥A∥2∥Ten∥2 = ∥A∥2
∞∑

n=0

∥Ten∥2 = ∥A∥2∥T∥2HS .

Puisque ∥T∥HS < +∞ (car T est de Hilbert-Schmidt), on conclut
que AT est de Hilbert-Schmidt :

∥AT∥HS ≤ ∥A∥∥T∥HS .
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