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Examen: MATHS II

Exercise 1 [6pts]
- d
x
2pt —_ .
2p S]/x2+2x+3

Une fraction rationnelle dont le dénominateur est un polynéme de degré 2
avec A < 0.

/ dx _/ dx _/ dx —iarctan(x—i_l)—&—cte
22+ 2z + 3 (z+1)2-1+3 (z+1)°+2 V2 V2 '

2- En utilisant un changement de variable, on peut déduire

-1 -1
[2pts]/72 bz da:z/i&: 5 dx
% +2x+3 (z+1)"+2

Soit le changement de la variable t =2z 4+ 1=z =t —1 et do =dt

5 —1 5(t—-1)—-1 5t —6 5 2t
[ R LTS K P 4. S O Sy
(z+1)"+2 te+2 442 2/ t2+2

5 6 t
= ZIn(t®+2) - — arctan(—) + ¢*¢
5 (2 +2) = - arctan( )
5 6 rz+1
= Zln(z? + 22+ 3) — — arctan + cte
- In( )= g aretan(* )
3- Calculer
2 ts}/diz
p 24 cosz
)
Soit le changement de la variable t = tan (g) , donc cosx = 72 et do =
2dt
1+ 2
2dt
/ dx B / 14+ ¢2 7/ 2dt 7/ 2dt
24 cosx 11—t ) 2+22 4112 | 3442
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Exercise 2 [8pts| I) On considére Uapplication f linéaire de R® dans lui-méme
définie par:

f:RSHRS; (x,y,z)Hf(x,y,z):(m+yfz,y+22,xfy)

Donner la matrice A associée & f dans la base canonique B. = {e1, e, €3}
de R3.

[1pts|La matrice associée & f dans la base canonique de R? peut étre obtenue
de deux manieres.

A= Matp,(f) = é 1 _21 @ [Méthode classique] ,
1 -1 0 €3
ou encore
[ R3—>R35 (x,y,2) = f(z,y,2) = (@ +y— 2,y +2z,2—y)
r+y—=z 1 1 -1 T
= y+ 2z =10 1 2 y | [2°"“Méthode] .
T —y 1 -1 0 z

Ceci n’est valable que dans les bases canoniques de R™ (n € N*).
IT) Etant donné l'ensemble B = {vy,v2,v3} avec v1 = (1,1,0),v2 = (1,0,1)
et vg = (0, —1,2)
*) Montrer que B = {v1,v2,v3} est une base de R?, en déduire le rang de B.
B = {v1,v2,v3} forme une base de R? ssi:

1) B est génératrice,
[0-5pts] { 2) B est libre.

est ceci équivalent a dire B = {v1,v2,v3} forme une base de R? ssi

1) Cardinal B = dimg R3 = 3,
[0-5pts] { 2) det {vy,v2,v3} # 0.

D’une part Cardinal B = {v1,vq,v3} = dimg R3 = 3,[0.5pts] et d’autre part

1 0
det {vy,va,v3} = 0 -1 |= ‘
1 2

O = =

0 —1 H 1 -1

L9 0 9 ‘:1—2:—1750.[0.5pts]



Par suite I'ensemble B = {v;,vs,v3} forme une base de R? (dite nouvelle base)
*) Ecrire la matrice de passage P (P = Pg, 5 le passage de B, a B)

1 V2 U3
N I R (A
PBC,B = 1 0 1 es [O.5pts]
0 1 2 es3

*) Calculer P~! (P~'= Ppg g, le passage de B a B.).

0 —1
+ —
1 2
15tP*1fPf1tCPf1t Lo
L5pts] P = o = Goipy s CPES = oy | 1 2]t
1 0
Tlo -] -
1t 1 -2 1 -1 2 1
:71 -2 2 -1 = 2 -2 -1
(=1) -1 1 -1 -1 1 1

*) Donner la matrice D associée a f dans la base B.

[1.5pts]La matrice associée & f dans la nouvelle base B de R?® peut étre
obtenue de deux maniéres.

f(o1) f(v2) f(v3)

D= Matg(f) = 0 o 10 o [Méthode classique]
2 1 —1 v
-1 3 7 V3
on encore
-1 2 1 1 1 -1 11
D = Matp(f)=P *AP=| 2 -2 -1 0 1 2 10
-1 1 1 1 -1 0 0 1
0 0 5 11 0 0 5 10
= 1 1 0 1 0 -1 |= 2 1 -1
0 -1 3 01 2 -1 3 7
ITI) [1.5pts]Calculer en utilisant les opérations élémentaires sur les lignes
[Gauss]
a b ¢ 1 1 1 Ly
a®> v Z|=abc| a b ¢ Lo
a® b a2 b 2 Ls
11 L
=abc| a b c Lo+ Ly —aly
a? b 2 L3 — Ly —a’L,

—__0 = O

O R R~ P~ O




1 1 1

= abc| 0 b—a c—a |=abc[(b—a)(c®—a®)— (b*°—a®)(c—a)

0 b?—a?® 2 —a?

= abel(b—a)(c—a) (c+a)— (b—a) (b+a) (c —a)]
= abc[(b—a)(c—a)[(c+a)—(b+al]
= abel(b—a) (c—a) (c— b)
a b ¢
a2 b 2 |=abc(a—b)(b—c)(a—c)
a®> v 3

Exercise 3 [6pts|Soit a résoudre le systéme (S,) suivant

ar+y+z= 1
(Sa)S z4+ay+z= 2 , a€R
r+y+az= 3

1 Ecrire sous forme matricielle le systeme (S,).

ar+y+z= 1 a 1 1 T

[Ipts] (Su)S z+ay+z= 2 & 1 a 1 Yy
z+y+az= 3 1 1 a z

A X

2 Pour quelle valeurs de a le systéme est de Cramer.

Le systeme est de Cramer ssi det A # 0[0.5pts]

a 1 1
a 1 1 1 1 a
detA:}?izala_‘1a+‘11
= a(@®-1)—-(a—1)+(1-a)=a(a®—1)—(a—1)—
= af (a+1)—=2(a—1)=(a—1)[a(a+1)—

a*+a— 2] =(a—1)°(a+2).[1pts]

Le systeme est de Cramer ssi a #1 et a # —2[0.5pts]

, a€R

W ow N~

(a—1)

3 Résoudre le systéme dans le cas contraire ( (Sg,) n'est pas de Cramer), et en

déduire le rang.



[1pts|Lorsque a =1

r+y+z= 1
(Sl) T+Y+z= 2 ’
T+y+=z 3

Le systéme est incompatible; ’ensemble des solutions est vide ® et le rang de
(S1) est 1, car on peut extraire de la matrice associée une sous-matrice 1 x 1 de
déterminant non nul.

[2pts|Lorsque a = —2

—2r+y+z= 1

(S(,g)) T—2y+z= 2,
r+y—2z= 3
La matrice augmentée s’écrit
-2 1 1 1 Ly
[A|B] & 1 -2 1 2 Lo
1 1 -2 13 Ls

[AB]e | 1 —2 1 |2 {LlHL?‘]

1 1 -213 L,
[AIBJ& |0 -3 3 | -1 Ly« Ly— Ly
0 3 -3 |7 L3« L+ 2L,
1 1 -2 13 Ly
[AB]e |0 -3 3 | -1 L,
0 0 0 6 L3 <—L3+L2

Le systéme est incompatible; ’ensemble des solutions est vide ® et le rang de
(5(72))est 2, car on peut extraire de la matrice associée une sous-matrice 2 x 2
de déterminant non nul.
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