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Chapitre 1

Le corps des nombres réels

1.1 Les ensembles de nombres usuels

Les nombres naturels N
— Définition : Ce sont les entiers positifs ou nuls : N=1{0,1,2,3,...}

— Remarque : I'addition et la multiplication sont définies dans N, mais pas la sous-
traction.

— Exemples : 3€ N, 0 € N, mais -1 ¢ N

Les entiers relatifs Z

— Définition : Ensemble des entiers positifs, négatifset nuls: Z = {...,—-2,—1,0,1,2, ...

— Opérations : Addition, soustraction, multiplication sont définies dans Z

— Exemples : -5 +7=2, -3 x4=-12

Les nombres décimaux D
- Définition : D = {1 |a € Z, n e N},

— Propriétés fondamentales

— Tout nombre décimal admet un développement décimal fini.
— L’ensemble DD est stable pour 'addition et la multiplication.
— La division n’est pas stable dans D

— Exemples :
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=0,333...¢D
7 =3,1415926535... ¢ D
V2 =1,4142135623 ... ¢ D

Wl =

1
- = 0,142857142857... ¢ D.

Les nombres rationnels Q
— Définition : Q = {p \pE€Z, q€ q;«éO}
q

— Remarque : Tous les nombres décimaux périodiques sont rationnels.
~ Exemples: 1 €Q, —1€Q,0,3=35€Q

Les nombres irrationnels

— Définition : Ce sont les nombres réels qui ne peuvent pas s’écrire comme quotient
d’entiers.

~ Exemples : vV2¢ Q, 7¢ Q,e¢ Q

Les réels (R)
— Définition : Un nombre réel est un nombre rationnel ou irrationnel.
~OnaNCZcCcDcQcCR.
— P’ensemble des nombres irrationnels est noté R \ Q.

— R est un ensemble continu c’est a dire entre deux réels, il en existe toujours un
autre.

- Exemples:QENCR,%GQCR,\/SER\@.
On note par R, 'ensemble des nombres réels positifs ou nuls
Ry ={zeR|z >0}
et par RY l'ensemble des nombres réels strictement positifs

R} ={z e R |z >0}

1.2 (R,+, x) est un corps commutatif

L’ensemble R, muni de 'addition et de la multiplication, vérifie les axiomes suivants :

Axiomes de ’addition (+)

Soient a, b, ¢ des éléments quelconques de R.
(A1) Associativité : (a+b)+c=a+ (b+c¢)
(A2) Commutativité : a+b=>b+a
(A3) Elément neutre : Il existe un unique élément de R, noté 0, tel que pour tout
acR, a+0=04+a=a.
(A4) Symétrie : Pour tout a € R, il existe un unique élément de R, noté —a, tel que
a+(—a)=(—a)+a=0.



Axiomes de la multiplication (x)

Soient a, b, ¢ des éléments quelconques de R.
(M1) Associativité : (a x b) x c=a x (b X ¢)
(M2) Commutativité : a x b=0bx a

(M3) Elément neutre : Il existe un unique élément de R, noté 1 (avec 1 # 0), tel que
pour touta € R,ax1=1Xa=a.

(M4) Symétrie : Pour tout a € R* (R* = R\ {0}), il existe un unique élément de R,
noté¢ a=' ou I, tel que ax a ! =at xa=1.
Axiome de distributivité

(D) Distributivité : Pour tous a,b,c € R, on a :
ax(b+c)=(axb)+ (axc)

La vérification de ces 9 axiomes confere a (R, +, x) la structure de corps commutatif.

1.3 (R, <) est un ensemble totalement ordonné

La relation binaire < sur R est une relation d’ordre total. Pour tous a,b,c € R :
O1) Réflexivité : a < a
02) Antisymétrie : Sia <bet b<a,alorsa=2>
0O3) Transitivité : Sia <bet b<c, alorsa <c
0O4) Totalité : Ona a <boub < a (ou les deux).

La structure algébrique (corps) et la structure d’ordre sont compatibles :

(
(
(
(

— Compatibilité avec I’addition : Pour tous a,b,c € R :
Sia<b alorsa+c<b+c

— Compatibilité avec la multiplication : Pour tous a,b,c € R :

Sia<betO<c,alorsaxc<bxc

De cette structure fondamentale, on déduit des propriétés essentielles :
— Sia<betc<d,alorsa+c<b+d.
— Sia<betc<0,alorsaxc>bxec.
— Pour tout a € R, a® > 0. En particulier, 1 = 12 > 0.

Remarque. A partir de la relation (inférieur ou égal <) définie précédemment, on peut
définir sa relation symétrique (supérieur ou égal >) de la maniére suivante :

Pour tous réels x,y € R; x >y si et seulement st y < x. La relation > est aussi une
relation d’ordre total sur R.

On définit la relation (strictement inférieur <) par : Pour tous x,y € R, x <y si et
seulement si (x < y) et (x #y).

Et la relation (strictement supérieur > ) par : Pour tous x,y € R, x > y si et seulement

si (x> y) et (z#y).



1.4 Intervalles
Définition 1.4.1. Soit I une partie de R. I est un intervalle de R si et seulement si :
Ve,ye ILVeeRio<c<y=cel.

Remarque. Soient I et J deux intervalles de R :

— L’intersection I N J est un intervalle
— La réunion I U J n’est pas toujours un intervalle

— Le complémentaire R\ I n’est pas un intervalle (sauf si [ =& ou I =R)

Exemples d’intervalles :

[a,b] = {z € R | a <z < b} (intervalle fermé).

la,b[={x € R | a < z < b} (intervalle ouvert).

[a,b[= {x € R | a <z < b} (intervalle semi-ouvert a droite).
la,b] = {zr € R | a < x < b} (intervalle semi-ouvert & gauche).
| —o00,a) ={x e R |z <a}.

| —o0,al={zr eR |z <a}.

[

]

a,+oo[={r eR|z>a}.
+oo[={z €R |z > a}.
R =] — o0, +00.

@ (I'ensemble vide est un intervalle).

a,

Contre-exemples (non-intervalles)
0,1]U[2,3] ={z€eR|0<z<1ou2<z<3}
Q = {z € R | x est rationnel}.
R\O0O={z eR |z #0}.
0,1]\;={zeR|0<z<1lz+#i}.

1.5 Valeur absolue, partie entiere
Définition 1.5.1. (Valeur absolue) La valeur absolue d’un nombre réel x, notée |x|, est
définie par :
T stz >0,
|z = .
—x stz <0.
Interprétation géométrique :

La valeur absolue |z| représente la distance du nombre x & l'origine sur la droite réelle.
Plus généralement, |z — a| représente la distance entre x et a sur la droite réelle.



y=|z—2|

distance = 2 distance = 2

9 1 1 (2200 3 4 5 6

Ce graphique montre que |z — 2| représente la distance entre z et 2.

Proposition 1.5.1. (Quelques propriétés de la valeur absolue) Pour tous x,y € R, on a
i): |xz| > 0.
it): |z =0<= 2z =0.
iii) : Soit a > 0 alors :
lz] <a <= —a<z<a.

w) eyl = [xfly].
v): |z +y| <|z|+y|. (inégalité triangulaire)
vi) |z = [yl < |z +yl.

Preuve : Démontrons I'inégalité triangulaire v). Utilisons la propriété suivante :
—lol <@ <fz[ et —fyl <y <yl
En additionnant ces inégalités membre a membre, on obtient :
—(z[+ ly) Sz +y < |z|+ ]yl
Ce qui équivaut a ( d’apres #ii)) :
|7+ y| < [z + [yl
O

Définition 1.5.2. (définition et caractérisation de la partie entiére d’un nombre réel)
Soit x un nombre réel. Le plus grand entier inférieur ou égal a x s’appelle la partie entiére
de x. Nous le noterons E(z) ou [x]. Autrement dit, [x] est ['unique entier qui vérifie :

[z] <z <[z]+ 1

Exemples : [5.32] =5, 1] =3, [-2.57] = =3, [§8] = 8,[—10] = —10.
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Le graphe de la fonction partie entiere

Proposition 1.5.2.

1. Pour tout z € R on a : [z +n] = [x] + n avec n € N.
2. Pour tous v,y € R on a : [z] + [y] < [z +y] < [z] + [y] + 1.

Preuve : Démontrons 2. : Par définition de la partie entiere, on a :
[Z] <z <[z]+1 et [yl <y<[y+1
En additionnant ces deux inégalités, on obtient :
]+ [yl <oty <[2]+[y] +2

Notons n = [z] 4 [y]. On a donc :

n<r+y<n4?2
Soit k := [x 4 y]. Par définition de la partie entiére, on a :

E<r+y<k+1
Combinons ces deux encadrements :

n<rx+y<k+1 et k<r4+y<n+2

De la premiere inégalité n < x 4+ y < k+ 1, on déduit que n < k+ 1, donc n < k (car
n et k sont des entiers).
De la deuxieme inégalité k < x +y < n+ 2, on déduit que £k < n+2, donc k <n+1
(car k et n sont des entiers).
Ainsi, on a :
n<k<n+1

C’est-a-dire :
2] + [y] < [z +y] <[] + [y +1

Ce qui complete la démonstration. [l



1.6 Majorant, minorant, borne supérieure, borne in-
férieure

Définition 1.6.1. (Majorant, minorant) Soit A C R une partie non vide de R.

e Un réel M € R est un majorant de A si :

Vee A, < M.

L’ensemble A est dit majoré s’il admet au moins un majorant.

o Un réel m € R est un minorant de A si :

Vee A, m<ux.

L’ensemble A est dit minoré s’il admet au moins un minorant.

Un ensemble A C R est dit borné s’il est d la fois majoré et minoré c’est a dire

Aest borné <= dm, M € R tels que m < x < M, Vx € A.

Définition 1.6.2. (Minimum et maximum d’un ensemble) Soit A C R une partie
non vide de R.

e Le minorant de A qui appartient a A est appelé le plus petit élément ou mini-
mum de A. On le note min(A). C’est-a-dire :

m = min(A)

m est un minorant de A, et
mée A

e Le majorant de A qui appartient a A est appelé le plus grand élément ou maxi-
mum de A. On le note max(A). C’est-da-dire :

M est un majorant de A, et

M =max(A) <=
M € A.

Exemples :
1): Soit A=1[2,5]={x e R |2 <z <5}
e 5 est un majorant de A, puisque Vo € A,z < 5. Tous les réels M > 5 sont des

majorants de A.

e 2 est un minorant de A, puisque Vx € A,z > 2. Tous les réels m < 2 sont des
minorants de A.

e max(A) = 5, puisque 5 est un majorant et 5 € A.
e min(A) = 2, puisque 2 est un minorant et 2 € A.

2): Soit B=]0,1[={zeR|0<x <1}
e Tous les réels M > 1 sont des majorants de B.
e Tous les réels m < 0 sont des minorants de B.
e max(B) : n'existe pas.

e min(B) : n’existe pas.



3) : Soit C = {—1,0,3,7}

e Tous les réels M > 7 sont des majorants de C'
e Tous les réels m < —1 sont des minorants de C.
e max(C) =T.

e min(C) = —1.

4): Soit D=R, ={x€R|z>0}.

e [l n’existe pas de majorants de D. On dit que D est un ensemble non majoré.
e Tous les réels m < 0 sont des minorants de ’ensemble D.

e max(D) n’existe pas, puisque D n’est pas majoré.

e min(D) = 0, puisque 0 est un minorant et 0 € D.

5) : SoitE:{%|n€N*}:{1,% L }

)30 4
e Tous les réels M > 1 sont des majorants de l’ensemble E.
e Tous les réels m < 0 sont des minorants de E.

e max(F) = 1.

e min(F) n’existe pas.

6) : Soit F' = {COS(:E) |z € [0, g}}

Pour tout z € [0, g}, on a cos(x) < 1 donc 1 est un majorant de C. Pour x = 0 €

[0, 5], cos(0) = 1 € C. Donc 1 est bien le max(C').

é,1)

Définition 1.6.3. (Bornes supérieure et inférieure)

Le plus grand minorant de A est appelé la borne inférieure de A. On le note
par inf(A). C’est-a-dire :

m est un minorant de A, et
m =inf(4) <~ {

m est le plus grand minorant de A.

Le plus petit majorant de A est appelé la borne supérieure de A. On le note
par sup(A). C’est-a-dire :

M = sup(A) M est un majomfzt de 'A, et
M est le plus petit majorant de A.

9



Exemples.

1) : Soit A = [0,1]. Les majorants de A sont tous les réels M > 1. Le plus petit des
majorants est sup A = 1.

2) : Soit B =]2, +00|. L’ensemble des minorants est | —oo, 2]. Le plus grand des minorants
est 2. Donc inf B = 2.

Théoreme 1.6.4. Toute partie non vide et majorée A C R admet une borne supérieure.

C’est-a-dire : Quel que soit A C R avec A# 0 ; si A est majoré alors sup(A) existe dans
R.

Corollaire 1.6.5. Toute partie non vide et minorée A C R admet une borne inférieure.

C’est-a-dire : Quel que soit A C R avec A # 0 ; si A est minoré alors inf(A) existe dans
R.

% ergnd SNt 5 oré)
‘ : e o
T inf(A)

Minorants

=Y

Exemple : A =[2,5] = inf(A) =2

Théoréme 1.6.6. (Caractérisation des bornes inférieures et supérieures)
Soit A C R une partie non vide de R. Soient m, M € R.

Ya € A, a > m,

1.
m = inf A <=
2. VYe>0, da€ A tel quea < m+e.

1. V A a< M
MzsupA<:>{ ac4 e M

2. Ve>0, da€ A tel quea > M —¢.

Preuve :
Preuve pour la borne inférieure :

(=) Sim = inf A, alors par définition m est le plus grand minorant. La condition (1)
est donc vérifiée. Pour la condition (2), supposons par l'absurde qu'’il existe €9 > 0 tel
que Va € A, a > m + gg. Alors m + ¢ serait un minorant de A plus grand que m, ce qui
contredit le fait que m est le plus grand minorant.

(<) Supposons que m vérifie les deux conditions. La condition (1) montre que m est
un minorant. Montrons que c’est le plus grand. Soit m’ un autre minorant de A. Sim’ > m,
prenons € = m’—m > 0. Par la condition (2), il existe a € A tel que a < m+e =m’, ce qui
contredit que m’ est un minorant. Donc m’ < m pour tout minorant m/’, et ainsi m = inf A.

Preuve pour la borne supérieure :

10



(=) Si M = sup A, alors par définition M est le plus petit majorant. La condition
(1) est donc vérifiée. Pour la condition (2), supposons par 'absurde qu’il existe €g > 0 tel
que Va € A, a < M —¢g. Alors M — gy serait un majorant de A plus petit que M, ce qui
contredit le fait que M est le plus petit majorant.

(<) Supposons que M vérifie les deux conditions. La condition (1) montre que M
est un majorant. Montrons que c’est le plus petit. Soit M’ un autre majorant de A.
Si M'" < M, prenons ¢ = M — M’ > 0. Par la condition (2), il existe a € A tel que
a > M —¢e¢ = M ce qui contredit que M’ est un majorant. Donc M’ > M pour tout
majorant M’', et ainsi M = sup A. U

Cas particuliers :

e SisupA € A, alors sup A = max A. Siinf A € A, alors inf A = min A.

e Si A admet un maximum alors sup(A) = max(A). Si A admet un minimum alors
inf A = min A.

Exemples :

1) : Soit A = {%, n e N*} . Montrer que inf A = 0 en utilisant la caractérisation de la
borne inférieure. Déterminer sup A.

Solution :

o infA=0-car:

1. VneN, 1>0
2. Ve > 0,3dng € N tel que nio < e =0+ . En effet, il suffit de choisir ng = [%] + 1.

e supA=?.0Ona

Vn e N, — <1.

SRS

Donc 1 est un majorant de A. De plus, comme 1 € A, onasup A =max A = 1.

2) : Soit B = {#1 'n e N}. Déterminer inf C' puis montrer que supC = 1 en
utilisant la caractérisation de la borne supérieure.

Solution :

e [l est clair que 0 est un minorant puisque

Vn € N, LZO.
n—+1

De plus, comme 0 € (', on a inf C' = min C' = 0.
e supC =1 car :

¥neN, -1 <1

2. Ve >0, dng € Ntel que % > 1 — . En effet, il suffit d’écrire
ng  __ 1 o 1

no+1 no+1

> 1 — e et choisir par exemple ny = [E — 1]+ 1.

Ici, 1 ¢ C car pour tout n € N, 5 < 1, donc sup C' n’est pas un maximum.
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1.7 Propriété d’Archimede dans R

Théoréme 1.7.1. (Propriété d’Archiméde) Pour tout nombre réel x > 0 et tout nombre
réel y, il existe un entier naturel n tel que :

n-xr >y

Preuve :

Soient x > 0 et y des réels quelconques. Supposons par ’absurde que pour tout entier
naturel n, on ait n-x < y.

Alors I'ensemble A = {n-x | n € N} est majoré par y. Comme A est non vide (0 € A)
et majoré, il admet une borne supérieure M = sup A.

Puisque £ > 0, M — x < M, donc M — x n’est pas un majorant de A. Il existe donc
n € N tel que :

n-x>M-—z

Mais alors (n+ 1) - x > M, ce qui contredit que M est un majorant de A. 0]

Interprétation géométrique : La propriété d’Archimede exprime le fait qu’en par-
tant d’un segment de longueur x et en le reportant suffisamment de fois, on peut dépasser
n’importe quelle longueur y donnée a I’avance.

La propriété d’Archimede peut s’exprimer de plusieurs manieres équivalentes :

1. Pour tout réel x > 0, il existe un entier n tel que n > x.
2. Pour tout réel z, il existe un entier n tel que n > .

3. L’ensemble N n’est pas majoré dans R.

4. Pour tout réel € > 0, il existe un entier n tel que % <e.

Corollaire 1.7.2. (Densité de Q dans R) Entre deux réels distincts, il existe toujours un
nombre rationnel.

Corollaire 1.7.3. Tout intervalle ouvert non vide de R contient une infinité de nombres
rationnels.
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