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Chapitre 2

Les nombres complexes

Les nombres complexes constituent une extension des nombres réels qui permet de
résoudre des équations qui n’ont pas de solutions réelles.

2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.1.1. Un nombre complexe z s’écrit de maniéere unique sous la forme :
z=a+1b

ou :
e a,beR.
e i est l'unité imaginaire vérifiant i2 = —1.
e a = Re(z) est la partie réelle.

e b= Im(z) est la partie imaginaire.
L’ensemble des nombre complexes est notée C.
Propriétés 2.1.2. Soient z=a+ib et 2/ =ad +ib :
— Addition : z+ 2 = (a+d)+i(b+ 1)
— Soustraction : z — 2 = (a—d)+i(b—1)
— Multiplication :
zx 2 = (a+ib)(a' +ib)
= (aa’ — bb') + i(ab’ + a'b)

— Conjugué : Z=a —ib
— Division : Pour 2’ # 0,

(a + ib)(a’ — i)
= a12 + b12

&\\ |

— FEgalité des nombres complexes : z =2 < a=d et b=V



Exemples 2.1.3. Soient z=2+3i et 2/ =1—2i

z+2=0241)+B-2)yi=3+1

z—2Z=2-1)+3—-(-2)i=1+5i

zxZ=(2-1-3-(=2)+i2-(-2)+3-1)
=(2+6)+i(—4+3)=8—1

Z2=2-3
z _ (24301 +2i) 2 + 4i + 3i + 6
2 (1—20)(142i) 1+4
24T7i—6 —4+7Ti 4 7.
5) 5) 5 D
Définition 2.1.4. (Module ) Le module de z = a + ib est défini par :
|z| = Va? + b2

Propriétés 2.1.5.

1. |z| >0et|z| =0< 2 =0.
2. |1z =2-%
3. |z =z - |7

/.

5. Inégalité triangulaire : |z + 2'| < |z| + |Z|.

— 1zl
Ed

z

Z/

pour z' # 0.

Exemples 2.1.6.

1. Pour z =3+ 43

2] = V32442 =9+ 16=v25=5

2] = 124 (-1)2 = V2

3. Vérification pour z=2+1i et 2/ =1 — 3i

2. Pourz=1-—1

lz2l=VA+1=+5
2= V1+9=V10

27 =2+0)(1-3i))=2—6i+i—3i*=5—>5i
|z 2| = V25 + 25 = V50 = 52
2] - 12'] = V5 - V10 = V50 = 5v/2

2.2 Représentation géométrique d’un nombre com-
plexe

Dans le plan d’Argand-Caussel, le nombre complexe z = a + ib est représenté par le
point M(a,b) ou par le vecteur OM.



Axe imaginaire

Axe réel

2.3 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Définition 2.3.1. Pour z=a+1tb #0, on a :
z = |z|(cos @ + isinf)
ot 0 = arg(z) est l'argument de z, défini modulo 2,

avec

b
cosH:i et sinf = —
2] |2

Exemples 2.3.2.

1. z=1+1
2] = V12 +12 =2
0 1 V2
cosf) = — = —
V2 2
g L V2
_\/5_ :
:>«9:% modulo 27
z:\/§<cosz+isinz>
2. z=—-1+4+1iV3
o = V(=12 + (V) = vI+3 =2
1
cos@——§
. V3
sinf = —
2
27
:>9:? modulo 27
2< 27r+_, 27T)
z=2(cos — 4+ isin —
73 3



2] = /02 4 (—1)2 =1

cosf =0
sinf = —1
T
=0 = —5 modulo 2w

(3)+im ()
Z=cos|—= vsin | ——
2 2

2.4 Formules d’Euler et forme exponentielle

2.4.1 Formules d’Euler

Pour tout 8 € R :

e = cosf + isind
e = cosf —isinf
Inversement : , ‘ . .
629 + 6719 619 o 6719
cos=—— et sinf=—
2 21

2.4.2 Forme exponentielle

Tout nombre complexe non nul peut s’écrire :
z=re

our = |z| et O = arg(z).

2.4.3 Propriétés de la forme exponentielle
o cif . i — (il6+0)
Y 6?0 — ei(ef(b)

e?®)" = e? (Formule de Moivre)

o ¥ =1.

—~

Exemples 2.4.1.

1. Les fameuses identités d’Fuler
e = —1 (Identité remarquable)

e™+1=0 (Identité d’Euler)

2
140 =27
—14iV3 =2¢F
—7/ = e—i%



2.5 Racines n-iemes d’un nombre complexe
La recherche des racines n-iemes, c’est-a-dire la résolution dans C de ’équation :
w"=2z avecz€ CetneN

est un probléme fondamental. Contrairement au cas réel ou un nombre peut avoir aucune,
une ou deux racines, le corps des complexes C est algébriquement clos : tout polynéme de
degré n y admet exactement n racines (comptées avec leur ordre de multiplicité). Ainsi,
tout nombre complexe non nul z possede exactement n racines n-iémes distinctes.

2.5.1 Les racines rarrées d’un nombre complexe (Cas n = 2)

Commencons par le cas particulier n = 2, qui peut étre traité efficacement par identi-
fication.

Proposition 2.5.1. Tout nombre complexe non nul z = a +ib (a,b € R) admet deux
racines carrées dans C.

Preuve : méthode par identification : On cherche w = = + iy (z,y € R) tel que

(.L)QZZ.

(x +iy)? =a+ib

En développant et en identifiant les parties réelle et imaginaire, on obtient le systeme :
=y’ =a (1)
2y =b (2)

Pour résoudre ce systéme, on lui adjoint une troisiéme équation en considérant le
| =|z],ona:

P =vVa2+b2 (3)
En additionnant (1) et (3), on trouve 2z% = a + v/a? + b2, ce qui donne :

Q_a—l—\/m
-

module. Puisque |w

T

De méme, en soustrayant (1) de (3), on trouve :

5  —a++Va?+b?
’y e
2

Conclusion : Les racines carrées de z = a + ib sont :

w—:l:( a+vVa2+b b —a+\/m>

SRERART 2

ou le signe de la partie imaginaire est choisi pour respecter 1’équation (2) : le produit 2zy
doit avoir le signe de b. [J



Exemple 2.5.1. Trouver les racines carrées de z = 3 + 4i.

Onaa=3,b=4, et Va®>+b* =5.
3+5
3

=4= =242
9 x
—3+5
2= ; =1=y=+1

L’équation 2xy = 4 > 0 impose que x et y soient de méme signe. Ainsi, les deux racines
carrées sont wy =2 +1 et wo = —2 — 1.

2.5.2 Cas général : racines n-iémes

Pour n > 3, la méthode par identification devient trés lourde. La méthode la plus
puissante utilise la forme trigonométrique (ou exponentielle) des nombres complexes.

Théoréme 2.5.2. Soit z = re®® un nombre complexe non nul (r >0, 0 € R). Alors les n
racines n-iemes distinctes de z sont données par :

; x 0 2k 0 2k
we = U GHEE) = o [cos ( + W) + isin ( + W)]
non

n n

pour k=20,1,2,...,n—1.

Preuve : On cherche w = pe' tel que w" = 2.

<pez¢)n — Tei@ = pneimj) — Tei@

Par identification des modules et des arguments (modulo 27), on obtient :

pr=r
ng =0+2kr, keZ

La premiere équation donne p = /7 (la racine n-ieme réelle positive). La seconde donne
O = %—1—2’“7”. Les valeurs de k sur un intervalle de longueur n (par exemple k = 0,1, ..., n—
1) donnent des arguments distincts modulo 27, et donc n solutions distinctes. [

2.5.3 Interprétation géométrique et racines de 'unité

Les n racines n-iemes de z ont une interprétation géométrique remarquable : - Elles
ont toutes le méme module {/7. - Leurs arguments forment une progression arith-
métique de raison 27”

Ainsi, dans le plan complexe, les images de ces racines sont les sommets d’un po-
lygone régulier & n codtés, inscrit dans le cercle de centre O et de rayon /7.



Exemple 2.5.3. : racines cubiques de ['unité
Cherchons les racines cubiques de 1 (n = 3). Ce sont les solutions de w® = 1. En
appliquant la formule avecr =1, 0 =0 :

3 2km
wy=¢"3 pourk=0,1,2
;2m . Am .
wo=¢e" =1, wlzeZT:—%%—z@, WQ2613:—%—Z§.

2.6 Méthode de résolution des équations du second
degré dans C

Une équation du second degré dans C s’écrit :

az> +bz+c=0 aveca,bceCeta0.

Méthode de résolution :

1. Calcul du discriminant : A = b? — 4ac.

2. Calcul des racines carrées de A : on cherche les complexes ¢ tels que 62 = A.

—=b46 _ =b=0

5.0, 22 = —5—, oll § est une racine carrée de A.

3. Formules des solutions : z; =

Cas particulier : Si les coefficients a, b, c € R, alors A € R.

b+ VA

2a

— Si A > 0: 2 solutions réelles

z

— Si A =0 : 1 solution réelle double

b

Z=——
2a

— Si A <0 : 2 solutions complexes conjuguées

 —b+iV=A

& 2a



Exemples 2.6.1.

1. Résoudre dans C ’équation : 2> — 2z +5 = 0.

A= (-2)2-4(1)(5) =4—-20=—16

2+4/-16  2+4i
a 2 2

z =1x2

2. Résoudre dans C léquation : 2* — (3+ i)z + (24 2i) = 0.

A= (3+14)?—4(1)(2+2i) = (9+6i +i*) — (8 + 8)
= (8 + 6i) — (8 + 8i) = —2i

Les racines carrées de —2i sont : wg = —1+1 et wy = 1 —i. Ainsi les solutions de
I’équations sont :

Z_(3+i)+(—1+z’)_2+22’
1= 2 T2
(3+14) — (=1 +14) 4_,

5=2.

=141

22: =

2

2.7 Exercices :

Exercice 1 : Pour tout I'exercice, on considere le nombre complexe z = 8i.

1. Forme trigonométrique

(a) Déterminer le module et un argument de z.

(b) Ecrire z sous forme trigonométrique.
2. Racines cubiques

(a) Déterminer les trois racines cubiques de z.
(b) Ecrire ces racines sous forme algébrique a + ib.
(c) Vérifier que la somme des trois racines cubiques est nulle.

3. Interprétation géométrique
(a) Représenter dans le plan complexe les images des trois racines cubiques.
(b) Montrer qu’elles forment un triangle équilatéral.
Corrigé de I’exercice 1 :
1. Forme trigonométrique

(a) Module et argument de z = 8i :

Le module est : |z| = |8i] =8
Un argument est : arg(z) = § car z est situé sur I'axe des imaginaires purs
positifs.

(b) Forme trigonométrique :

8( " s ﬁ)
Z = COS — 7 S11 —
5 5

9



2. (a) Les racines cubiques de z sont données par :

, T+ 2k T+ 2k
Wy = V8 |cos 3 Tk +7sin gt ohm
3 3
pour £k =0,1,2

Soit : wy =2 [COS (% + %TW) +isin (% + 2k7r>}
(b) Forme algébrique :

Pourk:():wo:2<cos%+isin%) :2(\?4—@% =3+
Pourk:zl:cul:Q(cos%—i—isin%) :2<—73—|—z'%) :_\/§+@
Pourk:2:w2:2<cos3§+isin3§) =2(0—1)=—2i

(c) Vérification de la somme :

wo+wl+W2:(\/§+i)+(—\/§+i)+(—2i)20.

La somme des racines cubiques est bien nulle.
3. Interprétation géométrique

(a) Représentation graphique :

(b) Preuve que c’est un triangle équilatéral :
Calculons les distances :

lwo — wi| = [(V3+14) — (—V3 +1)| = [2v3] = 2V3
wp — wa| = |(=VB +i) = (=20)| = | = VB3 +3i| = /(=V3)2 + 32 =3+ 9=V12=2V3
lwa — wol = [(=2i) — (V3 +i)| = | — V3 —3i] = /(—=V3)2 + (—=3)2 = vV3+ 9 = VI2 = 2V/3

Tous les c6tés mesurent 2v/3, donc le triangle est équilatéral.

Exercice 2 : Résoudre dans C I’équation : 2* + 422 +4 = 0.
Corrigé de I’exercice 2 : On reconnait une équation bicarrée. Posons Z = 22 :

72 4+47 +4=0

Discriminant : A =16 — 16 = 0, donc Z = _74 = -2
On doit donc résoudre : 22 = —2
Forme trigonométrique de —2 : —2 = 2(cos w + isin )

10



Les racines carrées sont :

Y= N [cos <7T —|—22]€7T> +isin <7r —l—22k:7r>1

pour k£ =0,1

zo—\/i(cosg—kisinw =1iV2

2
3 3
= \/Q(cos; —l—isin;) =|—iV2

Ce sont des racines doubles.
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