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CHAPITRE 1

Espaces vectoriels topologiques

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X toute partie

7 de P(X) vérifiant les axiomes suivants
(O) ber, XeT;
(Os) pour tout A, BeT, ANB€eT.;
)

i€l
e Les éléments de T s’appellent les ouverts ou les parties ouvertes de X.

e L’ensemble X, muni de la topologie T, est appelé espace topologique, on le note
quelquefois (X, 7).
Soit (X, 1) un espace topologique.
e On dit que A C X est un fermé ou une partie fermée de X si le complémentaire de
A dans X est ouvert. Autrement dit, si l'on a C{ € T.
e Soit x un point de X. On dit qu’une partie V de X est un voisinage de x s’il existe
un ouvert O de 1 tel que x € O C V.

On note V(x) la famille des voisinages de z,

V(x)={VcX, I0er, €O CV}



1.1. Espaces topologiques

e Soit Ty et 7o deux topologies définies sur un ensemble X. On dit que 1 est plus faible

ou moins fine que 1, si T, C 1. Cela définit une relation d’ordre sur les topologies de

X.

Proposition 1.1.1. Soit (X, 7) un espace topologique et A C X. A est un ouvert si et

seulement s’il est un voisinage de chacun de ses points.

Définition 1.1.2. Soit (X, 7) un espace topologique.
e On appelle base d’ouverts toute partie B C 7 telle que tout ouvert est réunion d’ou-

verts de B, i.e.,

\V/O € T, EI(BZ>ZEI C B, O == U Bz
iel
o Soit x € X. On appelle systeme fondamental de wvoisinages de v ou base de

voisinages de x, toute partie B, de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de

x, il existe B € B, tel que B C 'V, i.e.,
vV eV(x), ABe B, BCV.

Définition 1.1.3. Un espace topologique (X, T) est dit séparé ou de Hausdorff si la pro-
priété suivante est vérifice, dite propriété de séparation de Hausdorff
(H) Pour tous x,y € X distincts, il existe deux ouverts contenant respectivement x et y,

d’intersection vide.

Proposition 1.1.2. Un espace topologique X est séparé si et seulement si pour tout point

x € X, lintersection de tous les voisinages fermés de x se réduit a {z}.

Corollaire 1.1. Soit (X, 7) un espace topologique séparé et soit x € X. Le singleton {z} est
fermeé.

Remarque 1.1.1. La propriété de Hausdorff est équivalente a

(H;y) Pour tous z,y € X distincts, il existe V € V(z) et W € V(y), tels que VN W = 0.

Définition 1.1.4. Soit (X, 7) un espace topologique et A C X.
e On dit qu’un point v € X est intérieur a A si A est un voisinage de v dans X.

e [’ensemble des points intérieurs a A s’appelle L’intérieur de A et se note Int(A)

(ou bien ;1) Alors

reInt(A) e AeV(x)< 0 er, €0 C A
)



1.1. Espaces topologiques

e On dit qu’un point x € X est adhérent a A si pour tout V€ V(z), VN A#(.
e [’ensemble des points adhérents a A s’appelle ’adhérence (ou fermeture) de A et

se note A. Alors

reAsVV eV(x), VNA#£D.

e On appelle frontiére de A et on note Fr(A), l’ensemble

Fr(A)=ANC4L =AnCiM® = A\ Int(A).
La frontiére de A est donc un fermé de (X, ).

Proposition 1.1.3. Soit A et B deux parties d’un espace topologique (X, 7). Alors, on a
1. Int(A) est le plus grand des ouverts contenus dans A ;
2. A est le plus petit fermé qui contient A.
3. A est ouvert si et seulement si A = Int(A);
4. A est fermé si est seulement si A=A ;
5. si A C B alors on a Int(A) C Int(B) et AC B;
6. C')I(m(A) = Cf et C4 = Int(C) ;
7. Int(AN B) = Int(A) N Int(B);

8. Int(A) U Int(B) C Int(AU B)

9. AUB=AUB;
10. AnNBC ANB.
Si B, est une base de voisinages d’un point x € X alors
1. x € Int(A) si et seulement s’il existe V € B, tel que V C A.
2. x € A si et seulement si pour tout V€ By, VNA#Q.
Définition 1.1.5. Soit (X, 7) un espace topologique. Soit (x,)nen une suite d’éléments de
XetlelX.

1. On dit que ¢ est une limite de la suite (z,)nen quand n tend vers linfini si pour tout
voisinage V de { dans X, il existe ng € N tel que pour tout n € N et n > ng, x, € V.
Cela se résume en

YWV eV, IngeN, VneN, n>ny=x, €V.
6



1.1. Espaces topologiques

2. La suite (x,)nen est dite convergente si elle a une (ou plusieurs) limite, divergente

st elle n’a pas de limite.

Proposition 1.1.4. Soit (X, 7) un espace topologique séparé, alors toute suite (T,)nen @ au
plus une limite.
Si une telle limite { € X existe, on dit que { est la limite de la suite (x,)nen ou que la suite

(n)nen converge vers ¢ quand n tend vers l'infini et on note lim x,, = £.
n—oo

Définition 1.1.6. Soient (X, 7) et (Y,0) deux espaces topologiques, f : X — Y une appli-
cation et xo € X.
On dit que [ est continue au point xq si elle vérifie ['une des conditions équivalentes sui-
vantes.
1. Pour tout voisinage W de f(xq) dans Y, f~Y(W) est un voisinage de xo dans X.
2. Pour tout voisinage W de f(x¢) dans Y , il existe un voisinage V de xo dans X tel
que f(V)C W.

On dit que [ est continue sur X si elle [’est en tout point de X.

Définition 1.1.7. Un homéomorphisme d’un espace topologique (X, T) sur un autre es-
pace topologique (Y, 0) est une application f : X — Y bijective continue et dont l’inverse
1Y — X est continue.

On dit que deux espaces topologiques X et'Y sont homéomorphes s’il existe un homéomor-

phisme entre eux, et on note X =Y.

Proposition 1.1.5. Soient (X, 7) et (Y,0) deux espaces topologiques et f : X — Y une

application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) f est continue.
(ii) Pour toute partie A de X, f(A) C f(A).
(iii) Pour tout fermé S de'Y, f~(S) est un fermé de X.

(iv) Pour tout ouvert O deY, f~1(O) est un ouvert de X.

Définition 1.1.8. Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute applica-

tion d : X x X — R, vérifiant les axiomes suivants.
7



1.1. Espaces topologiques

1. Séparation. Pour tous x,y € X, d(z,y) =0z =y.
2. Symétrie. Pour tout xz,y € X, d(x,y) = d(y, x).
3. Inégalité triangulaire. Pour tous x,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Le couple (X,d) est appelé un espace métrique.

Définition 1.1.9 (Boules). Soient (X, d) un espace métrique, xo € X et r > 0.

e On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r ’ensemble
B(.Z'o,?“) = {y S X7 d($07y) < 7”}.

e On appelle boule fermée de centre xq et de rayon r ’ensemble

B(zo,7) = {y € X, d(xo,y) <r}.
e On appelle sphére de centre xq et de rayon r l’ensemble
S(xo,r) ={y € X, d(zo,y) =r}.
On remarque que B(zg,7) = B(xg,7) U S(x0,7).

Proposition 1.1.6. Soit (X, d) un espace métrique et soit 74 la famille de sous ensembles
de X définie par
n={ACX, Yxe A Ir>0, B(z,r) C A}.

Alors 14 est une topologie sur X appelée la topologie associée a d. (X,d) est donc un

espace topologique.

Proposition 1.1.7. Soit (X, d) en espace métrique.

Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule et fermée est un fermé.

Proposition 1.1.8. Tout espace métrique est séparé.

Définition 1.1.10. On appelle suite de Cauchy toute suite (z,,),, d’éléments de X vérifiant
Ve >0, dng € N, Vn,m € N, m >n > ng = d(x,, x,) <&,

i.e., lim (T, Tr) = 0.
m>n



1.1. Espaces topologiques

Proposition 1.1.9. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Définition 1.1.11. Un espace métrique (X, d) et dit complet si toute suite de Cauchy dans

(X, d) est convergente.

Définition 1.1.12. Un espace topologique (X, T) est dit compact s’il est séparé et s’il vérifie
la propriété suivante dite axtome de Borel-Lebesgue.
De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e.,
V(Oi)ier C 1, X = UOi =3dJCl, J fini; X = U O;.
iel icJ
Théoréme 1.1.10. Un espace métrique (X, d) est compact si seulement s’il vérifie l’assertion
suivante dite axiome de Bolzano- Weirstrass :

De toute suite d’éléments de (X, d) on peut extraire une sous suite qui converge.

Définition 1.1.13. Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R Vv C.

On appelle norme sur E toute application N : E — R, vérifiant les axiomes suivants.
1. Séparation. Pour tout x € E, N(z) =0 =z = 0.
2. Homogénéité. Pour tout x € E et tout A € K, N(Az) = |A|N(z).
3. Inégalité triangulaire. Pour tout x,y € E, N(x +vy) < N(z) + N(y).

Le couple (E, N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Remarque 1.1.2.
e N(0) =0 (en prenant A = 0 dans 2.).

e On note la norme N par || - ||, c-a-d, N(x) = ||z]|.
Proposition 1.1.11. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. L’application d : Ex E — R,
définie par
d(:v,y) = Ha:_yH7 vx??/EE

est une distance sur E appelée distance induite par la norme. La topologie induite par

cette distance est dite topologie associée a la norme.



1.2. Généralités sur les espaces vectoriels topologiques

1.2 Généralités sur les espaces vectoriels topologiques

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C et soit 7 une topologie
sur F.

(E,T) est dit espace vectoriel topologique (e.v.t) s’il vérifie les ariomes suivants :
1. L’origine {Og} est fermé dans E ;

2. les applications suivantes

ExE — FE
(I'addition)
(z,y) — z+y

et
KxE — E
(la multiplication par un scalaire)
Nz) — Az

sont continues (les ensembles Ex E et Kx E étant respectivement munis des topologies

produits).

Exemple 1.2.1. Tout espace normé est un e.v.t.
En effet, si (E, || -||) est un espace vectoriel normé, alors {Og} est fermé dans E. Aussi,

pour (x,y),(a,b) € Ex E ete >0, ona
[z +y) = (a+b)|| = [lz —all + [ly = bl| = [|(z,y) — (a,0)]|.

Donc, si ||lv —al < 5 et|y—0] <5 onall(x+y) —(a+bd)| <e. Clesta dire que, pour

5:

, on a

N[O

(z,y) € B((a,b),6) = [[(z +y) — (a+b)[| <e.

Ce qui prouve que (x,y) — x + y est continue. Finalement, pour (A, x),({,a) € Kx E on a
M—Cfa=A=-¢&)@@—a)+AN=Ea+&(r—a).

Alors, pour § >0 et (x,y) € B((£,a),6) on a

Az = &all < [A=¢lllz = all + [A = &lllal] + [¢][[z — all
< 0%+ (Jlall + [¢])o.

10



1.3. Propriétés des voisinages de Op dans un espace vectoriel topologique

—(lall+1€D++/ (lall+1€])*+4e
2

Soit ¢ > 0. Alors, §g = est solution de ’équation

6% + (llall + &])d — & = 0.
C’est a dire
(z,y) € B((§,a),00) = [[Az — &all < & + ([lall + [§])00 = e.
Ce qui prouve que (A, x) — Az est continue

Corollaire 1.2. Soit (E,T) un e.v.t et soient a € E et X\ € K.

1. Soit U un ouvert de E et AC E. Alorsa+U et A+U = U (x+U) sont des ouverts
€A

de E et \U est un ouvert de E si A # 0.
2. Soit F' un fermé de E. Alors a + I et A\F' sont des fermés de F.

3. Soit K un compact de E. Alors a + K et AK sont des compacts de E.

Proposition 1.2.1. Soit (E,7T) un e.v.t.
1. Pour tout a € E, la translation T, : x — a + x est un homéomorphisme de E.
2. Pour tout A € K*, I’homothétie M)y : x — \x est un homéomorphisme de F.

3. L’application (x,y) — = —y est continue de E x E dans E.

Proposition 1.2.2. Tout espace vectoriel topologique est séparé.

Preuve.

Soit (F,7) un e.v.t et soient xg,y9 € E tels que z¢ # o, alors xy — yo # 0p. Puisque
{0g} est fermé dans E, alors E \ {Og} est un ouvert de E qui contient xy — yo. Puisque
lapplication (z,y) — x — y est continue de E x E dans E, il existe un voisinage V' de z et
un voisinage W de yg tels que V.— W C E\ {0g}, d'oa VN = (). Par consequent, (F,7)

est, separé. ]

1.3 Propriétés des voisinages de Or dans un espace vec-
toriel topologique

Définition 1.3.1. Soit (E,7) un e.v.t.
11



1.3. Propriétés des voisinages de Op dans un espace vectoriel topologique

e Un sous ensemble A C E est dit borné si pour tout voisinage V' de zéro il existe s > 0
tel que A C sV.
o AC X estdit équilibré si NA C A pour tout A € K tel que || < 1.

e Une base locale de E est une base de voisinage de Op.

Proposition 1.3.1. Soit (E,T) un e.v.t.

1. Soit a € E. Les voisinages de a sont de la forme a+ V', ou V représente un voisinage
de 0g. Ainsi, la topologie d’un espace vectoriel topologique est entierement déterminée

par ’ensemble des voisinages de Og.

2. Soit A\ € K*. Soit V' un sous-ensemble de E. Alors V' est un voisinage de Og dans E

si et seulement si AV est un voisinage de Op dans E.

3. Si B est une base locale de E, alors tout élément de B contient ’adhérence d’un élément

de B. En particulier, E posséde une base locale formée d’ensembles fermés.
4. E posséde une base locale formée d’ensembles équilibrés.

5. Soient V' un voisinage de O et (a,)n>0 une suite dans K telle que nh_)rgo || = 400.

Alors ona E= U «,V.

n>0

Preuve.

Les propriétés 1. et 2. résultent de la Proposition [1.2.1.
3. Soit U € B. Puisque l'application (x,y) — x — y est continue de E x E dans FE, elle est
continue en (0g,0g) et comme O — O = O, il existe V;, V2 deux voisinages de Og tels que
Vi =V, C U. Or, V] N V; est voisinage de Og et B est une base locale de E alors il existe
un voisinage ouvert V de Og tel que V.C Vi NV, et donc V -V C V; — V5, C U. Donc
V-V NCY =10, ce qui est équivalent & V N (C% + V) = (. Puisque C% + V est ouvert dans

E, alors on a

VNCL+V)=0 & (CL+V)cCCy
& (CY+V)cInt(Ch) =C)

& V@l +V)=10

et comme O € V

VNneL cvn(og+V)
12



1.3. Propriétés des voisinages de Op dans un espace vectoriel topologique

donc V N CY = 0. Autrement dit, on a V C U.

Comme V est un voisinage de O, il existe B € B tel que B C V et donc BCV C U.

4. Soit U un voisinage de 0p. Puisque I'application (A, z) — Az est continue de K x F dans

E, elle est continue en (0,0g) et comme 0-0g = Op, il existe € > 0 et un voisinage V' de Og

tels que aV' C U pour tout o € K tel que || < €, alors ‘ L|J aV C U. On pose W = | L‘J aV,
al<e al|<e

alors W est un voisinage équilibré de Og tel que W C U. En effet, si A € K tel que |A| <1

alors pour tout « € K tel que |a| < ¢, on a
[aA] = |af|]A] < o] <e.

Donc A\W = U XaV C W.

lal<e
5. Soit x € E. Puisque la suite <ai)n>0 tend vers O, alors il existe ng > 0 tel que -* €V,
n = no
d’ou z € a,, V. Par conséquent, ona £ = U o, V. O

n>0

Proposition 1.3.2. Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel topologique (E,T).

1.OnaA= N (A+V)= N (A+V) ou B est une base locale de E.
Vev(o) VeB

2. Si A est convexe, alors A est conveze.

3. Si A est convewe tel que A # 0, alors pour tout vy € A et pour tout x € A, on a

[zg, z[C ;1 En particulier, ;1 est conveze.
4. Pour tout N € K, NA = \A et si A\ # 0, A = M.

5. Si A est équilibré, alors A est équilibré. Si de plus, on a 0 € A, alors A est équilibré.

Proposition 1.3.3. Soit (E,T) un e.v.t.
1. Tout sous ensemble compact de E est borné.

2. Soient V un voisinage borné de Og et (6,) C RY. une suite décroissante, alors la famille

{6,V; n > 1} est une base locale de E

Preuve.

1. Soit K un sous ensemble compact de E et soit V un voisinage ouvert équilibré de Og

dans E. D’aprés la Proposition 1.3.1, on a £ = |J nV, donc K C U nV. Comme K
n>0 n>0

p
est compact, alors il existe p > 1 tel que K C U nV . Comme V est équilibré, alors
n=1
pour tout n > 0, on anV C (n+ 1)V, d’ou K C pV. Donc K est borné.
13



1.4. Types d’espaces vectoriels topologiques

2. Notons d’abord que pour tout n > 0, 9,V est un voisinage de Og. Soit U un voisinage
équilibré de Og. Puisque V' est borné, il existe un réel s > 0 tel que V' C sU. La suite
(80n)n>0 tend vers 0, donc il existe ng > 0 tel que s|d,,| < 1, d’ott on a s6,,U C U. Par
conséquent, on a V' C sU C iU, d’ou 4,V C U. Donc (6,V),>0 est une base locale

de F.

1.4 Types d’espaces vectoriels topologiques

Définition 1.4.1. Une distance d sur un espace vectoriel E est dite invariante par trans-

lation, si pour tous x,y,z € E, on a
d(z + 2,y + 2) = d(z,y).

Définition 1.4.2. Soit (E,7) un e.v.t.

1. E est dit localement convexe s’il existe une base locale dont les éléments sont

CoOnveres.

I\S)

. E est dit localement borné si Op admet un voisinage borné.

Co

. E est dit localement compact si O admet un voisinage relativement compact.
4. E est dit métrisable si T est induite par une certaine distance d.

5. FE est dit un F-espace si T est induite par une certaine distance invariante par trans-

lation d par rapport a laquelle E est complet.
6. E est dit un espace de Fréchet si E est un F-espace localement compact.
7. E est dit normable s’il existe une norme sur E dont la topologie associée est T.

8. E possede la propriété de Heine-Borel si tout sous-ensemble fermé borné de E est

compact.
Proposition 1.4.1. Soit (E,T) un e.v.t.

1. Si E est localement borné, alors E admet une base locale dénombrable.

2. E est métrisable si et seulement si £ admet une base locale dénombrable.
14



1.4. Types d’espaces vectoriels topologiques

3. E est normable si et seulement si E est localement convexe et localement borné.
4. E est de dimension finie si et seulement si E est localement compact.

5. St un espace localement borné E posséde la propriété de Heine-Borel, alors E est de

dimension finie.

15



CHAPITRE 2

Théoremes Généreaux D’Analyse Fonctionnelle

2.1 Généralités

Soit (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces normés.

Proposition 2.1.1. Une application (opérateur) linéaire f : E — F est continue si et

seulement si il existe ¢ > 0 tel que
If@)llr < cllzle, Ve kE.

L’ensemble des applications linéaires continues est noté L(E, F), c’est un espace vectoriel.

Lapplication f — ||f|zer) définie sur L(E, F) par

1f (@)l

I flleery = sup ||f(z)|lr= sup |[f(z)]lr= sup ||f(x)|r= sup :
lzll <1 lz]z<1 ]| p=1 w20 ||7||E

est une norme sur l'espace L(E, F).

Si (F,|| - ||r) est un espace de Banach, alors (L(E,F),|| - || ze,r)) l'est aussi.

Définition 2.1.1.

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire définie sur E a valeurs dans

K.

On appelle dual topologique de E, et on le note E', ’espace vectoriel des formes linéaires

continues sur E, c’est-a-dire, E' = L(E,K).

16



2.2. Théoréme de Baire

E’ est muni de la norme duale

e = s O g @)

z€E\{0p} [Edp _ze§(0,1)
ot B(0,1) désigne la boule unité fermée de E.
Lorsque f € E' et x € E, on notera généralement (f, x) au lieu de f(x). On dit que (-, -) est
le produit de dualité entre E’ et E.
Comme (K, | - |) est un espace de Banach, I’espace normé E' = L(F,K) estlui aussi un

espace de Banach.

2.2 Théoréme de Baire

Théoréme 2.2.1 (Baire). Soit X un espace métrique complet. Soit (F,),>1 C P(X) une

suite de fermés. On suppose que
Int(F,) =0, pour chaque n > 1.

Alors
Int (U Fn> = 0.
n=1
Preuve.
On pose, pour tout pour tout n > 1, O, = C%". Alors O,, est un ouvert, de plus, puisque

Int(F,) = 0 pour tout n > 1, on a

0, = CE = ol — ¢ = X,

Donc chaque O,, est dense dans X.
Montrons que G = ) O, est dense dans X.
n>1

Soit V' un ouvert non vide de X. On va prouver que V NG # (.

Soit zg € V et soit ry €]0, 1] tel que
E(Io,’f‘o) C V

Puisque O est dense dans X, on a

B(xg,70) N O1 # 0.
17
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On choisit z1 € B(xg,r) N Oy et r; > 0 tels que

( —
! B(a:l,rl) - B($07T0> N Ol,
L 0< m < %)
Ceci est possible puisque O; est ouvert. Ainsi, par recurrence, on construit deux suites (z,,)

et (r,) telles que

v B(Tpg1, Tag1) C B(x,, ) N Opyt,
(Tnt1,Tn41) C B( ) s
k0<7’n+1<%.

Il en résulte que la suite (z,,) est de Cauchy, car par construction, pour tout p € N
Tnip € B(zp, 1), (2.1)

Donc

A(Tpp, Tp) <1 <277 — 0.

n—oo
Comme X est complet, la suite (z,,) converge vers un certain ¢ € X. On obtient de (2.1), en
faisant tendre p — oo

(€ B(x,,ry), Vn > 1.

Ainsi, £ € G. De plus, £ € B(xg,79) CV, donc VNG # 0. O
Un énoncé équivalent au Théoréme de Baire en passant au complémentaire O, = C&

est le suivant.

Théoréme 2.2.2 (Baire, géme version). Sois X un espace métrique complet. Alors l'in-

tersection d’une famille dénombrable d’ouverts denses dans X est aussi dense dans X.

2.3 Théoréme de Banach-Steinhaus

Dans le résultat suivant, on déduit une estimation uniforme a partir d’une estimation

ponctuelle.

Théoréme 2.3.1 (Banach-Steinhaus, Uniform Boundness Principle). Soient E et
F deux espaces de Banach et soit (T});cr une famille quelconque d’opérateurs linéaires et

continus de E dans F. On suppose que

sup ||T;z||p < 400, V€ E. (2.2)
i€l
18
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Alors

sup 1Tl (e r) < o0 (2.3)
S

Autrement dit, il existe une constante C > 0 telle que
|\ Tix||r < Cllz||p, Yx € E, Viel. (2.4)

Preuve.

Pour la preuve, on utilise le théoréme de Baire. Pour tout n € N*, on pose

F, = {x € E; sup||Tiz||r <n}
il

= {z ek |Tz|r <n Viel}

= (z e E; |Tizllr <n}
el

= N,; @&, ={zekb; Tl <n}.
el

(1) F), est fermé pour tout n € N*.

Pour i fixé, on a
P, ={z € E; Txe B(O,n)} =T""(B(0,n)).

Or, T; est continu et B(0,n) est fermé donc, ®! est fermé. D’ou F), est fermé comme inter-

section de fermés.

(2) U F,=E.
neN*
Soit x € E, alors par (2.2), il existe N € N* tel que sup,¢; | T;x||r < N. Donc z € F,, C

U F,. Ainsi U F,=F.

neN* neN*

(3) Application du théoréme de Baire.
Puisque E est un espace de Banach, il est métrique et complet. En utilisant le théoréme de

Baire, il existe ng > 1 tel que Int(F,,) # 0.

(4) Extraction d’une borne uniforme.
Soit zg € Int(F,,), alors, il existe r > 0 tel que Bg(xq,r) C F,,. Donc, puisque Bg(xg,r) =

xo+rBg(0,1), on a

ITi(xo +1y)||Fp <ng, Viel, Vyée Bg(0,1).
19
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Or, par la linéarité de T;, i € I,

| Ti(zo +ry)|lr = IT5(x0) + rTi(y)||F > || T3 (o)l — 7| T3 (y) | ] -

Donc, on a

—_

IT@e < 7 (mo+ supl el ) Vo € Be(0.1).

Ainsi,

1
sup | Tilee =sup sup [T0)le < 5 (mo-+ sup Tzl ) < +oc
i€l i€l yeBg(0,1) r iel

T

et en posant C' = 1 <no + sup HTZ(QS())HF> , on obtient (2.4).
el

Ceci termine la preuve du théoréme. [

Corollaire 2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T,), une suite d’operateurs
linéaires et continus de E dans F' telle que pour chaque x € E, la suite (T,x) converge dans

F vers une limite notée Tx. Alors,
a) sup || Tullc(e,r) < +00;
b) T € L(E,F);
¢) [Tl eez.ry < Hminf [T com,r)-

Preuve.

a) Pour tout z € E, la suite (7,,x) converge, donc elle est bornée, i. e., sup || T,z||r < +o0.
n

Il en résulte par le théoréme précédent que
sup [| Tl o) < +00
D’ot a).
b) De a), il existe ¢ > 0 tel que
|\ Twzl|r < c||z||g, Vn, Vz e E.
En passant a la limite quand n — oo, on obtient

ITz||F < cl|z]|g, Vxe E.
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D’autre part, il est clair que T est linéaire, en effet, pour tout z,y € F et tout A € K,

on a
Tz +y) = lim T,(Az +y)
— i (Vo) + To(w)
= Nl'(z)+ T(y).
D’ou b).

c¢) Pour tout n et tout € E on a
1Tazlle < [[Tallccz.mllzlle-
D’aprés a), la suite (||| z(x,7)) est bornée, alors lim inf |75 2, F) existe et on obtient
Tz p = lim Tz r < (lminf |7l cem ) o] e

D’ou

1Tl e(e) < liminf [ Tl ez

2.4 Théoréme de 'application ouverte

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de ’application ouverte). Soient E et F' deuz espaces de
Banach et soit T un operateur linéaire continu et sujectif de E dans F. Alors, il existe une

constante ¢ > 0 telle que

Br(0,¢) C T(Bx(0,1)). (2.5)

En conséquence, T est une application ouverte, i.e., pour tout U ouvert de E, T(U) est un
ouvert de F'.

Preuve.

Etape 1. On pose F, = nT(Bg(0,1)). Comme T est surjectif, on a F = T(E), or
E = U nBg(0,1), donc

n>1

F=T(|J nBg(0,1)) = | nT(Bg(0,1)) € |J nT(Bx(0,1)) C F,
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de sorte que F' = L>J F,,. Comme F' est complet, par le théoréme de Baire, il existe ng € N
tel que Int(F,,) ;él@ Il en résulte que Int(T(Bg(0,1))) # 0, puisque la multiplication
par ng est un homéomorphisme. Soit y € Int(T(Bg(0,1))), alors il existe r > 0 tel que
B(y,r) C T(Bg(0,1)). Comme on a z € T(Bg(0,1)) si et seulement si —2 € T(Bg(0,1)),
on en déduit que B(—y,r) C T(Bg(0,1)). Soit z € Bp(0,r), on a z = 3[(z +y) + (z — y)],
avec z +y € Bp(y,r) et z —y € Bp(—y,r). Puisque T(Bg(0,1)) est convexe, on en déduit
que z € T(Bg(0,1)). Donc on a Bp(0,7) € T(Bg(0,1)).

Etape 2. Montrons que pour ¢ = ¢, on a

Soit y € Br(0,¢), alors 2y € Bp(0,r) C T(Bg(0,1)). Donc,

Ve > 0, BF(0> Qy) A T(BE<07 1)) 7é @
& 3y € Brp(0,2y) Ay € T(Bg(0,1))
& Jy € Brp(0,2y) A 32 € Bg(0,1) tel que ¢ =T(2')
=2 1
& JzeFEtelque |ly—Tz|lr<e A |2 <3
On choisi € = § et on obtient z; € E avec

1 c
[z1]] < 5 et ly = Tz|r < 5

En appliquant le méme procédé avec y —T'z; au lieu de y et avec € = {, on obtient un 2o € F
tel que

1 c
lzall < 7 et I(y = T21) = Tallr < 7.

Ainsi de suite, on construit par récurrence une suite (z,) telle que, pour tout n

n"

1 n
[2nll < on €t H?J -7 (Z Zz> <
=1 F

Pour tout n > 1 on pose z, = Z zi et x = Y z,, alors la suite (:En) converge vers x dans
1=1 n>1

E'; en effet,

>

i>n

e — oz = <znzzuE<z2l — -~ 0 quand n — oc.

om
>N >N
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Puisque 'on a

>

n>1

lellz =

1
<Y lalls <Y 5o =1,

E n>1 n>1

alors © € Bg(0, 1) et puisque T est continue, on a

ly = Tallr = lim Hy ~r(3)

i=1

F

d’ott y = Tx. donc on a
Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).
O
Remarque 2.4.1. Soient E, F' deux espaces normés et T : E — F une application linéaire

ouverte, alors T" est surjective. En effet, T'(E') est un sous espace vectoriel ouvert de F', donc

T(E) = F (puisque un sous espace vectoriel distinct de F est d'intérieur vide).

Corollaire 2.2 (Théoréme d’isomorphisme de Banach). Soit E et F' deux espaces de
Banach et soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de E dans F. Alors, T~1 est continu
de F' dans E, i. e., T est un homéomorphisme.

Preuve.

De la relation (2.5), et puisque T est bijectif, on a
1 -1 T bijectif
T (Br(0,c)) c T (T(Bg(0,1))) * =" Bg(0,1),

c’est a dire que si ||y||r < c alors [T~ (y)||z < 1.

Soit z € F\{0}, alors e € Br(0,¢), donc
cz 2
e (g )| < 1= 1 < el
2||zllF /| g ¢
et puisque 7! est linéaire, il est continu. O
Corollaire 2.3. Soient || - ||y et || - ||2 deuz normes sur un méme K-espace vectoriel E. On
suppose que (E.|| - ||1) est un espace de Banach et qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que pour tout x € E, on ait ||z||2 < c||z||1. Alors les deux normes sont équivalentes si et
seulement si (E,|| - ||2) est de Banach.

Preuve.
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On applique le corollaire précédent a 'application identité

(E7 “ ’ ||1) - (Ev H ’ “2)

r = X

qui est linéaire bijective et continue. [

Théoréme 2.4.2 (Théoréme du graphe fermé). Soit E et F' deux espaces de Banach et

soit T un opérateur linéaire de E dans F'. Alors T est continu si et seulement si son graphe
G(T) ={(v,y) € Ex F; y=Tx} ={(,Tx); v € E}

est fermé dans l'espace de Banach E x F.
Preuve.
Supposons d’abord que T' est continu, et montrons que G(T') est fermé dans ’espace

normé produit F x F. Soit (z,y) € G(T), comme E x F' est un espace normé, alors il existe

une suite (2, T(z,))n>0 dans E x F' qui converge vers (x,y). D’o1,

lim z, =z et lim T(z,) =yv.

n—oo n—oo

Or, T est continu en x, alors on a lim T'(x,) = Tx. Par unicité de la limite dans un espace
n—oo

topologique séparé, on a Tx = y, d’ou (z,y) € G(T). Par conséquent, on a G(T) = G(T),
donc G(T') est une partie fermée de E x F.
Réciproquement, supposons que G(T') est fermé dans E x F. On définit sur £ une

deuxiéme norme || - |7 par
|zl = [lzlle + [Tz, Vze E.

On a ||z||g < ||z||r, pour tout € E. D’autre part, comme G(T) est fermé dans E x F,
(E,||-|l7) est complet. En effet, soit (z,,), une suite de Cauchy dans (E, ||-||r), alors (z,,), est
une suite de Cauchy dans (E, || - ||g) et (T'x,), une suite de Cauchy dans (F, || - ||z). Comme
(E,||-||z) et (F,||-|lr) sont de Banach, (z,), converge dans (F, || -||g) vers un certain x € £
et (T'z,), converge dans (F, || - ||#) vers un certain y € F. Or, G(T') est fermé dans E x F,
cela entraine que y = T'z. Par conséquent, (z,), converge vers un = dans (F, || - ||r). D’ou,
(E,| - ||r) est complet.
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2.5. Théoréme de Hahn-Banach

En utilisant le Corollaire 2.3, les deux normes || - ||g et || - || sont équivalentes et il existe
C > 0 tel que

lellz < Cllells, VreE,

soit

|72 < Clle|e, Ve € E.

D’ou le résultat. 0

2.5 Théoréme de Hahn-Banach

2.5.1 Forme analytique : prolongement des formes linéaires

Soit F un espace vectoriel sur R.
Le résultat suivant concerne le prolongement d’une forme linéaire définie sur un sous

espace vectoriel de E en une forme linéaire définie sur £ tout entier.

Théoréme 2.5.1 (Hahn-Banach, forme analytique). Soit p : E — R, une application
vérifiant

(p positivement homogéne) p(Ax) = A\p(x), Vz € E et VA > 0, (2.6)

et

(p sous-additive) p(x +vy) < p(z) +ply), Vz,ye€ E. (2.7)

Soit G un sous espace vectoriel de E et g : G — R une application linéaire telle que

g(x) <p(z), Vred. (2.8)
Alors, il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g, i.e.,

g(x) = f(x), Vzeg,

et telle que
f(z) <p(x), VerekE. (2.9)

Pour la preuve de ce théoréme, nous aurons besoin du Lemme de Zorn.
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Commencons tout d’abord par préciser quelques notions de la théorie des ensembles
ordonnés.
Soit X un ensemble. Une relation R sur X s’appelle relation d’ordre si elle satisfait

aux axiomes suivants.
1. R est réflexive, i. e., Vx € X, zRx;
2. R est anti-symétrique, i. e., Vr,y € X, 2Ry AN yRx = x =y;
3. R est transitive, i. e., Vx,y,z2 € X, 2Ry N yRz = 2Rz.

Elle est souvent notée <.

X muni d’une relation d’ordre < est appelé ensemble ordonné, on le note (X, <).

Exemple 2.5.1. (R, <) et (P, C) sont des ensembles ordonnés.
Soit X un ensemble ordonné et A C X.
e On dit que A est totalement ordonné si Vz,y € A, z <y ou bien y < z (x et y sont

comparables).

Exemple 2.5.2. (R, <) est totalement ordonné.
e On dit que M € X est un majorant de A si Vo € A; = < M.
e On dit que M € A est un élément maximal de A si Vo € A tel que M < x on a
x=M.
e On dit que X est inductif si tout sous ensemble totalement ordonné de X admet un

majorant.

Lemme 2.1 (Zorn). Tout ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément mazi-
mal.
Preuve du Théoréme 2.5.1.

On considére 'ensemble

( h; h:D(h) C E — R avec D(h) s.e.v de E, h linéaire, !

X:{ }

L G C D(h), hprolonge g et h(z) <p(z), Vo € D(h)

On munit & de la relation < définie par

(h1 < hy) & (D(hy) C D(hy) et hy prolonge hsy).
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Il est clair que X n’est pas vide, car g € X.
Montrons que < est une relation d’ordre sur X
1. Vh e X, D(h) C D(h) et h se prolonge, donc h < h. D’otu, < est réflexive.

2. Yhy, hy € X,

hlghQGthQShl =4

Donc, < est anti-symétrique.

3. Vhy, o, hs € X,

( D(hs) C D(h3)

hi<hsethy<hy & et{
hi(x) = ho(z) Vo € D(hy) L 12(2) = hs(x) Vo € D(he)

= h1 < h3

Donc, < est transitive.
De 1., 2. et 3., (X, <) est un ensemble ordonné.
Montrons que X est inductif.

Soit A C X un sous-ensemble totalement ordonné, on note A = | {h;}. On définit

i€l
h:D(h) C E — R comme suit

D(r) = D(h)
et

h(z) = hi(z) si xe€ D(h;), Viel.

On vérifie que cette définition a bien un sens, que h € X et que h est un majorant de A.
En effet, comme A est totalement ordonné, pour tous hq, ho € A, hy et hy sont comparables.
Soit x € D(h), alors, il existe iy € I tel que © € D(h;,).

Si iy, ig € I tels que @ € D(hy,) et € D(h;,), alors

h(z) = hi,(x), Yo € D(h;,)
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et
h(z) = hi,(z) Yo € D(hy,).

Or, h;, et h;, sont comparables, c’est a dire, soit h;, < h;, ou bien h;, < h;,. Supposons que
hi, < hi,, alors D(h;,) C D(hy,) et h;, (x) = hyy(z) = h(z), pour tout x € D(h;,) N D(h;,) =
D(h;,), d’ont h est bien défini.
Pour montrer que h € X', on commence a montrer que D(h) est un sous espace vectoriel de
E. Soit x,y € D(h) et A € R, alors, il existe i,i5 € I tels que z € D(h;,) et y € D(hy,). Or,
hi hi, € A, donc elles sont comparables, d’ou D(h;,) C D(h;,) ou bien D(h;,) C D(h;,), c’est
a dire, il existe j € {i1,42} tel que z,y € D(h;) et comme D(h;) est un sous espace vectoriel
de E,on a Ax+y € D(h;) C D(h). Par conséquent, D(h) est un sous espace vectoriel de E.
De plus,

h(Ax +y) = hj(Az 4+ y) = Ahj(x) + hj(y) = Ah(z) + h(y).
D’ou h est linéaire, et on a : G C D(h;) C D(h) et h(z) = h;, () = g(x). Donc h prolonge g
et h(z) = hy, () < p(x). Par conséquent, h € X.
Finalement, pour tout ¢ € I, D(h;) C D(h) et h prolonge h;, D’otl h est un majorant de A.
Ainsi X est inductif. En vertu du lemme de Zorn, X admet un élément maximal f.

Pour terminer la preuve, on montre que D(f) = E. Raisonnons par I’absurde et supposons

que D(f) # E. Soit zy & D(f). On définit h: D(h) C E — R par
D(h) = D(f) + Raxy

et
h(x +txg) = f(z) +ta, Vo € D(f), Vt € R,

ou « est une constante qui sera fixé ultérieurement de maniére a ce que h € X. Il est facile
de vérifier que D(h) est un sous espace vectoriel de £ qui contient G et que h est une forme

linéaire qui prolonge g (puisque f € X). On doit donc s’assurer que
f(z) +ta < p(z +txg), Ve D(f), VteR.

Grace a (2.6), il suffit de vérifier que

(
! f@)+aspera) (oo
| f@) = a < pla—a0)
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En effet, on aura alors

flx) +ta =

{( t(f(5) + ) <tp(F + x0) = p(x + tag), sit >0,
L (SO (F5) —a) < (=0)p(=F — x0) = p(@ + txg), sit <O,

(et sit=0: f(z) < p(z) car f € X). Il suffit donc de choisir « tel que

wp(ﬂw—p@—wd)ﬁaé mgxmw+mﬂ—ﬂ@)

yeD(f) z€D(

Un tel choix est possible car de (2.7) on a (puisque f est linéaire), pour tous x,y € D(f)

flx)+ f(y) flz+y)

IN

p(z +y)

< pl@+x0) + p(y — 20)-
D’ou
f(y) = ply —x0) < plx+x0) — f(2), Vr,y€ D(f).

Alors,
sup (f(y) = ply—0)) < inf (p(e+0) = f(x)).

yeD(f) z€D(

On conclut que f est majorée par h € X et que f # h, ceci contredit la maximalité de f [J

Théoréme 2.5.2 (Hahn-Banach, forme analytique). Soit E un espace vectoriel sur K

et soit p: E — Ry une application positivement homogene et sous-additive. Soit G un sous

espace vectoriel de E et g : G — K une application linéaire telle que

l9(x)| < p(z), Vzed. (2.10)

Alors, il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g, i.e.,
g(x) = f(x), Vzrea,

et telle que

|f(@)| < p(z), VzekF. (2.11)
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Corollaire 2.4. Soit (E,|| - ||) un espace normé, soit G un sous-espace vectoriel de E et
g : G — K une forme linéaire continue. Alors, il existe f € E' (i.e., une forme linéaire

continue sur E) qui prolonge g tel que

1flle = llgller

Preuve.

Définissons la fonction p : £ — R, par
p(z) = llgllellzll, Vo e E.

Alors, p vérifie (2.6)) et (2.7). En effet, pour tout z,y € E et A >0, on a
A>0
p(Az) = llglle Azl = Mgl 2] = Ap(2),

px+y) = lgllellz +yll < llgllellzll + llglle lyll = p(z) + p(y).
De plus (2.10)) et vérifiée. En effet, pour tout € G, on a

T

jo(2)] = \g (

z€Bg(0,1)
M) el "€ gl el = pla):

Dongc, en appliquant le Théoréme 2.5.2; il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g
et telle que

[f(2)] < p(z), VeeFE.
Or, si z € Bg(0,1), on aura

[f(@)] < p(x) = llglle-

D'ow, || flle < |lg]lg- D’autre part, comme f prolonge g, on a f(z) = g(x) pour tout x € G,

donc
GCE
lgller = sup fg(x)l = sup |f(z)] < sup |f(2)] =[]
2€B(0,1) 2€Bg(0,1) 2€By(0,1)

En combinant les deux inégalités on obtient || f||z = |9/ O
Corollaire 2.5. Soit (E, || - ||) un espace normé. Pour tout xy € E, il existe fo € E' tel que
Ifollr = lloll et {fo, o) = Iloll*.

Preuve.
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Soit xg € E\{0g}. Posons G = Kzq = {txo; t € K} et définissons g : G — K par
g(tzo) = t||zo]|?, Vt € K.
1l est clair que ¢ et linéaire et continue. En effet, pour tous ¢,#', A € K, on a
9(Atwy +t'zg) = g((At + t)z) = (At + 1) [[zo]|* = Atl|zol|* + ¥'[Jzo]|* = Ag(tzo) + g(t'wo),
et |g(txo)| = ||zol|-|[txo||- Calculons sa norme,

lgller = sup [g(tzo)| = sup |lzoll.[[tzoll < lzoll
l[tzoll<1 l[tzoll<1

1
llzoll?

Or, pour t = on a g(txg) = ||zol|, dont ||g]ler = ||zo]|-

Par le Corollaire 2.4, il existe un prolongement f, € E’ de g tel que

[follzr = llgller = llzoll

En particulier, puisque xg € G, on a (fy, z0) = g(xo) = ||zol*.

Pour ¢ = 0, il suffit de prendre fy, = 0.

Corollaire 2.6. Soit (E, || -||) un espace normé. Pour tout x € E,
[zl = sup  [{f,z)] = max [(f )]
f€BL(0,1) feBR(0,1)
Preuve.

Si z = 0p, ’égalité est évidente.

Soit xy € E\{Og}. Pour tout f € E' on a

()| < [ f 1l ]

Ainsi, pour tout f € Bg/(0,1),
[(fs )] < =]
D’ou

sup  [(f, @) < =],
fEBE/(O,l)

et par le corollaire précédent, il existe fy € E’ tel que

foller = ll=ll et (fo, ) = [l*.
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On pose f; = ﬁfm alors on a || fi| =1 et
o) = (o for ) = = (fo, )2
1, ) = (o, ) = —{fo, )| Z]].
] ]
Diow, o = max [(f,a)]. -
f€BR(0,1)

Corollaire 2.7. Soit G un espace de Banach et soit B un sous ensemble de G. On suppose
que

Vf e, Lensemble f(B) = |J{(f.,x)} est borné dans R.

z€B

Alors, B est borné.
Preuve.
On applique le Théoréme 2.3.1avec E =G', F=Ket I = B.
Pour chaque b € B, on pose Tyf = (f,b), f € G'. 1l est clair que, pour chaque b € B,
T, € E' = G". De plus, puisque f(B) est borné pour tout f € G’, on a
sup [T;(f)| = sup |(f, b)[ < oc.
beB beB
Alors, par le Théoreme 2.3.1, il existe une constante ¢ > 0 telle que
|<f7b>’§CHf”G’7 vaGla Vb € B.

Par le corollaire 2.7, pour chaque b € B, on a

[bllc = sup [{f,0)] < sup ¢ fller =c.
fEGI feGl
Ifller<1 I Fllgr <1

D’ou B est borné. O

2.5.2 Formes géométriques : séparation des ensembles convexes

On commence par quelques préliminaires sur les hyperplans.

Soit E un espace vectoriel normé réel.
Définition 2.5.1. Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme
H={zeE; f(z)=a},

ou f est une forme linéaire sur E non identiquement nulle et o € R.

On dit que H est un hyperplan d’équation [f = «].
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Proposition 2.5.3. L’hyperplan d’équation [f = a] est fermé si seulement si f est continue.

Pour la preuve de cette proposition on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.5.4. Soit E et F' deux espaces vectoriels nommés. Une application linéaire
T et continue st et seulement si elle est bornée sur la boule unité de E.

Preuve de la Proposition 2.5.3.

Il est clair que si f est continue alors H = f~!({a}) est fermé.
Réciproquement, supposons que H est fermé. Le complémentaire de H, CH est un ouvert
non vide (comme f # Op, il existe vy € E tel que f(vg) # 0, alors {f(tvg); t € R} = R,
donc pour ¢ € R\{a}, il existe t € R tel que ¢ = f(tvg) donc tvy € CH). Soit xy € CH, alors
f(zo) # a. Supposons que f(zg) < a (si f(zg) > «, on prend (—f) au lieu de f). Comme

CH est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(zo,r) C CH. Montrons que
f(z) < o,V € B(xg,). (2.12)

En effet, supposons le contraire, alors, il existe x; € B(xg,r) tel que f(x;) > a. Posons
xy = (1 —t)xg + tzy, t € [0,1]. Le segment [xg,z1] = {xy; ¢t € [0,1]} et contenu dans

B(zg,r) (puisqu’elle est convexe) et donc f(x;) # «, pour tout ¢ € [0,1]. Or, f(z;) = a pour

t = %, c’est a dire, x; € H, contradiction. Donc (2.12) est démontré. Il résulte de
(2.12) que

flzg+7r2) <a, Vze B(0,1),
(car B(xo,r) = 2o+ rB(0,1)). D'ow, f(2) < *=l,

En changeant z en —z, on en déduit que

1f(2)] < Oé—f(fo)’

r

c’est a dire que f bornée sur la boule unité. Par conséquent, f est continue. On en déduit
que f € E' et || fllpr < p(a— f(zo0)). O
Définition 2.5.2. Sois A et B deux sous ensembles de E. On dit que l’hyperplan H d’équa-

tion [f = a| sépare A et B au sens large si l'on a
flz)<a, VeeA et f(x)>a, VeeB.
On dit que H sépare A et B au sens strict si il existe € > 0 tel que

flz)<a—¢e, Ve e A e f(xr)>a+e Ve B.
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Théoréme 2.5.5 (Hahn-Banach, premiére forme géomeétrique). Sois A et B deuz
sous ensembles convexes, non vides et disjoints de E. On suppose que A est ouvert. Alors,
il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

La preuve du Théoréme 2.5.5/ est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2 (Jauge d’un convexe). Soit C' un sous ensemble convexe ouvert de E avec

O € C. Pour tout x € E, on pose
p(z) =inf{a > 0; o'z € C}.

On dit que p: E — R, est le jauge de C ou bien la fonctionnelle de Minkowsk: de
C. Alors,

1. p vérifie (2.6) et (2.7);

2. il existe M > 0 tel que

0 <p(z) < Mllzl|, Vre E;

3. p est continue ;
4. C={z € E; p(x) < 1}.
Preuve.

1. Soit x € Eet A >0.0On a
p(Az) = inf{a>0; a ')Az € C}

= inf{a>0; (%)
= inf{A\3>0; B 'z € C}

1
x e C}

20 Ninf{3 > 0; glw e )

= Ap(z).
Soit z,y € E. On prend a > 0 et 3 > 0 tels que
alzreC et pBlyec.
Puisque C' est convexe et -5 €0,1[, on a

et (1— —2 )5y e
ax+ ( a+ﬁ>5 y

«Q
a—+ 0
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Or,
atr 4+ (1 -

a
a+ 3

1y (. Ceci montre que

a+p3

donc
{a>0,atzeC}+{B>0;, plycCyc{y>0;, v (z+y) €C},

et donc, p(z + y) < p(z) + p(y).
2. Comme O0p € C, on a p(0g) = 0, de plus C est ouvert, alors il existe r > 0 tel que
B(0,r) C C.

Or, pour tout o € F\{0g} on ariZ € B(0,7) C C et donc 2l € {a > 0; o~z € C},

llzll
c’est a dire,
0 < p(z) < llzll
r
Ce qui montre 2. avec M = %

3. Soit x,y € E. Par la sous additivité de p on a

px)=plx—y+y) <plx—y)+ply) et ply)=ply—z+z)<ply—=z)+p)
D’ou
p(@) —ply) <plx—y) et ply) —plr) <ply— ).

Donc, par 2., on a

Ip(z) — p(y)| < max{p(z —y),ply —x)} < M|z —y].

Par conséquent, p est de Lipschitz, d’ou 3..

4. Soit x € C\{0g}. Comme C' est ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) C C. Or,

B(x,r) =2 +7B(0,1) et H$|| e B(0,1),
xXr

alors pour & = 7, on a (1 4+ ¢)x € C. Donc, p(z) < l—ie < 1. Si z = 0O, alors

Réciproquement, si p(x) < 1, alors il existe a €]0, 1] avec £ € C. Mais

x:(l—oc)-OE—i-oz'f
«

et donc z € C car C est convexe.
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O

Lemme 2.3. Soit C C E conveze ouvert et non vide et soit xg € E avec xy & C. Alors, il
existe f € E' telle que
flz) < f(xg), Vxel.

En particulier Uhyperplane d’équation [f = f(xo)] sépare {zo} et C au sens large.

Preuve.

Soit yo € C. Par translation par —yg, on se raméne au cas O € C. Donc, on peut
introduire le jauge de C' noté p. On considére G = Rz et la forme linéaire g définie sur G
par

g(tzg) =t, VteR.

Montrons que

g(tzo) < p(tzo), ViER.

Sit <0, l'inégalité et évidente car p(txg) > 0.
Sit =1, alors g(xy) = 1, et puisque xy ¢ C, d’aprés (iv) du lemme précédent, g(zg) =1 <
p(xo). Enfin, si t > 0, alors

g(txg) =t < tp(xg) = p(txo).

Grace au Théoréme 2.5.1} il existe une forme linéaire f sur E, qui prolonge g et telle
f(z) <p(x), Vrek.
En particulier, f(xg) = g(zo) = 1 et par le lemme précédent (i7), il existe M > 0 tel que
flz) < M|z|, Vxe€E.

Donc f est continue, ce qui montre que f € E’ et pour tout = € C, par (iv), on a

f(x) < p(z) <1 = f(zo).

Preuve du Théoréme 2.5.5.
Soit

C=A-B={a—-b,acA AN be B}
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e C est un ouvert. Ona C = |J (A —b) et chaque A —b est un ouvert, donc C est ouvert
beB

comme union quelconque d’ouverts.

e (' est un convexe. Soit z,y € C et t € [0,1], il existe aj,as € A et by, by € B tels que

T =ay — by et y = as — by. Alors,
tr+ (1 —t)y = (tag + (1 —t)ag) — (tby + (1 — t)be) € A — B,

car A et B sont convexes.
e 0p ¢ C. Par contraposition, si O € C, alors il existe (a,b) € A x B tel que Og = a — b.
Donc, a = b, c’est a dire, AN B # 0.

Par le lemme précédent, il existe f € E’ telle que
f(z) < f(0)=0, VxeC.

Par conséquent,

f(a) < f(b), ¥(a,b) € Ax B.

Posons a = sup f(a) (ou bien o = inf f(b)), on a donc
acA beB

fla) <a < f(b), V(ab) € Ax B,
et donc, 'hyperplan fermé H d’équation [f = a] sépare A et B au sens large. O

Théoréme 2.5.6 (Hahn-Banach, deuxiéme forme géométrique). Soit A et B deuz
sous ensembles de E convexes, non vides et disjoints. On suppose que A est fermé et que B
est compact. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.
Preuve.
Pour € > 0, on pose A, = A+ B(0,¢) et B. = B+ B(0,¢). On a
A. = |J(a+ B(0,¢))
a€A
et
B. = |J(b+ B(0,¢)).

beB
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Alors A, et B. sont ouverts. De plus, puisque A, B et B(0,¢) sont convexes et non vides,
A. = A+ B(0,¢) et B. = B+ B(0,¢) le sont aussi.

D’autre part, il existe gy > 0 tel que A., N B, = (). En effet, si on suppose le contraire, alors
Ve >0, A.N B, # 0,

en particulier pour € = £, n € N*. Alors,

n’

1 1
Vn € N*, J(an,b,) € A x B, Ju,,v, € B(0,1); a, + —u, =b, + —v, € A1 N B1.
n n n n

Comme B et compact, on peut extraire a (b,) une sous suite notée (b,(,)) qui convergent
vers b € B, de plus, puisque la suite (1) converge vers 0 et les deux suites (u,) et (v,) sont
bornées, les deux suites (%un) et (%vn) convergent vers 0. Donc, puisque pour tout n € N*,
Ap(n) = bpm) + ﬁ%(n) — ﬁuﬂn), la suite (ay(n)) converge aussi vers b. Or, A est fermé,
par conséquent b € A, ce qui est absurde car AN B = ().

En utilisant le Théoréme 2.5.5, il existe un hyperplan fermé [f = a] qui sépare A., et B,

au sens large. On a donc
flx) <a< fy), Y(z,y) € Ay X B,
Or, pour tout (a,b) € A x B et tout u € B(0,1) on a a+ eou € A, et b — gou € Be,. Alors
fla+eou) <a< f(b—egou), V(a,b)€ Ax B, Yue B(0,1)
et comme f est linéaire, on aura
fla)+eof(u) <a< f(b)—cof(u), V(a,b) € Ax B, Yue B(0,1).

Il suite que,

fla) +eollfller < a < f(b) —eol fllzr,  V¥(a,b) € Ax B.

On conclut que A et B sont séparés au sens strict par ’hyperplan [f = «] puisque || f|| g # 0.
O

Corollaire 2.8. Soit G C E un sous espace vectoriel tel que G # E. Alors, il existe f €
E\{0g } tel que (f,x) =0, pour tout x € G.

Preuve.
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Soit 79 € E tel que zo € G. On applique le théoréme prédédent avec A = G et B = {x¢}.
Dong, il existe f € E'\{0} tel que ’hyperplan fermé d’équation [f = «] sépare au sens strict
G et {xg}. Par suite

(f,x) <a<(f,zg), Vregd.

Puisque G est un sous espace vectoriel, on a (f,0) =0 < « et pour tout € > 0

1
(fyi‘g@ <a, VYred.
Donc
(f,x)| <ea, VreG, Ve>O0.
D’ou (f,x) = 0, pour tout = € G. 0

2.6 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Soit (X, dy) et (Y,ds) deux espaces métriques et on note par C(X,Y’) Iensemble des
applications continues de X dans Y.

Rappelons que C'(X,Y’) est muni de la distance

dos(f,9) = supda(f(2),9(x)), Vf, g € C(X,Y).

zeX
La topologie associée a d,, est notée 7., et appelée la topologie de la convergence uniforme.
On va voir dans cette section des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une partie K
de (C(X,Y),ds) soit relativement compacte. C’est la notion d’équicontinuité qui va nous

en fournir une classe importante.

Définition 2.6.1 (Equicontinuité). Soit K un sous ensemble de C(X,Y). On dit que K

est équicontiny st
Ve>03n>0, VfeK, Ve,y € X avec di(z,y) <n, on ady(f(x), f(y)) <e.

Exemple 2.6.1. 1. Si k > 0, alors l’ensembles des applications k-lipschitziennes d’un

espace métrique dans un autre est équicontinu.

2. Soient X =[a,b], Y =R, k>0 et

K ={f:]a,b] = R, dérivable telle que |f'(t)| < k pour tout t €]a, b[} .
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Alors K est sous ensemble équicontinu de C([a,b],R).

Théoréme 2.6.1 (d’Ascoli-Arzeld). On suppose que X est compact et Y est complet. Soit
K un sous ensemble de C(X,Y). Alors, K est relativement compact si, et seulement si, les

deux conditions suivantes sont satisfaites.
1. Pour tout x € X, l'ensemble K (x) = {f(x); f € K} est relativement compact dans'Y .
2. K est équicontinu.
Corollaire 2.9. On suppose que X est compact et'Y est complet et soit (f,), C C(X,Y) une
suite équicontinue (i. e., l'ensemble {f.;n € N} est équicontinu). Alors, si (f,)n converge

simplement vers une application f, alors elle converge uniformément vers f. En particulier,

f est continue.
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CHAPITRE 3

Topologies faibles, Espaces réflexifs

3.1 Topologie initiale

Soient X un espace topologique et (Y;, 7;);cr une famille d’espaces topologiques et pour
chaque ¢ € I, soit ¢; : X — Y; une application.

La topologie discrete sur X rends continues toutes les applications ¢;, mais on cherche
ici a construire la topologie 7 la moins fine sur X rendant continues toutes les applications
¢; (c’est & dire, construire la topologie 7 sur X avec le minimum d’ouverts, la topologie la
plus économiques, qui rend continue toues les ¢;, i € I).

Soit O% un ouvert de Y;, alors ¢; '(O$) est un ouvert pour la topologie 7 (car ¢; est
continue).

Lorsque Of décrit 7; et que i décrit I, les ;' (O%) constituent une famille de sous

ensembles de X qui sont ouverts pour la topologie 7. Notons cette famille par (Uy)xea

ot Uy = ¢; 1 (09).

Proposition 3.1.1. Soit 7 une famille de sous ensembles de X telle que
( )
T = U ﬂ Uyx; Ne Ay
qque finie
Alors, T est une topologie sur X appelée la topologie initiale. De plus, c’est la topologie la

moins fine sur X qui rend continues toutes les applications p;, i € I.

Preuve.
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e Ona X=yp; (V) eTet=y;'(0)er.

e Il est clair que 7 est stable par union quelconque.

e Pour montrer que 7 est stable par intersection finie, on a besoin du lemme suivant
Lemme 3.1. Soit F' un ensemble fini, (J;)icr une famile d’ensembles quelconques,

alors

N U4=UNAww

i€F jEJ; YEF i€F

ou F est l'ensemle de toutes les applications ¢ ;i € F +— (i) € J;.
Revenons a la preuve de la Proposition 3.1.1.
Du Lemme 3.1}, pour rour (4;);cp C 7, F fini, on a pour tout i € F, A; = Uygue N finie U

donc

Na=UNNUer

el qque i€ F finie

D’ou 7 est une topologie sur X.
Montrons que 7 est la topologie la moins fine sur X rendant les applications (¢;)ier

continues.
Considérons une autre topologie 7’ telle que toutes les applications ; soient continues pour
7. Soit O un ouvert quelconque de Y;, alors ;' (O%) € 7' et comme 7' est une topologie
sur X, elle est stable par intersection finie et réunion quelconque, et donc,

U N e'oner

qque finie
Ainsi, tout ouvert pour 7 est un ouvert pour 7, ce qui montre que 7 est une topologie moins

fine que 7’. O
Exemple 3.1.1. Soient (X1, 1), (X2, ) deux espaces topologiques, X = X1 x Xy et

pi=Projx,: X — X,
=12
x = (x1,29) — Projx,(z) =

Pour tout Oy € 7, on a
P11 (0F) = {z = (21,22) € X 1 pu(x) € OF} = OF x X,

et

0, H(09) = {x = (z1,12) € X : pox) € OF} = X, x OF.
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Donc

ﬂ 9071 Oa

finie

< ) 1 (07) > a < N %1(03))

finie finie

fznze finie

<ﬂ OaXX2> <X1X ﬂ Og)

finie finie

— <ﬂ O?) X <ﬂ Og) =V xW,
finie finie

avec V € 7 et W € 1, donc V x W est un ouvert élémentaire, on obtient que l’ensemble
des intersections finies est [’ensemble des ouverts élémentaire. Donc

T:{U VaXWa, Va€7'1 VAN WQETQ},

qque

c-a-d, la topologie initiale ici est la topologie produit.

Proposition 3.1.2. Soit x € X, alors, la famille suivante constitue une base de voisinages

de x pour la topologie initiale.

B, ={ ¢;i'(Vi); J C 1 fini, V; € V(gi(x))}.

e

Proposition 3.1.3. Soit (X, 7) et soit (z,,) une suite d’éléments de X et x € X. Alors,

T, — T < pi(r,) — pi(x), Yiel

Preuve.
Supposons que z,, — x. Puisque chaque ¢; est continue, on aura ;(x,) — ¢;(x), Vi € I.
Réciproquement, supposons que, pour tout i € I, @;(x,) — ¢;(z). Soit V € B,, alors
V=N ;' (V;) avec J C I fini et pour tout i € J, V; € V(p;(x)), donc,
i€J
N, e NVn e N, n > N; = ¢i(z,) € V.
On pose N = max N;, alors

Vie J,¥n €N, n> N; = pi(x,) € Vi =z, € 0; (V).

D'ou x, N ;' (V;) = V. Par conséquent, z,, — . O
e
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Proposition 3.1.4. Soit Z un espace topologique et soit 1 : Z — X une application. Alors,
Y est continue si et seulement si p; 0 est contiue de Z dans'Y; pour chaque i € I.

Preuve.

Si 1) est continue, @; o 1 I'est aussi pour chaque ¢ € [.

Réciproquement, soit u un ouvert de X et montrons que 1 ~1(U) est un ouvert de Z.
On sait que U est de la forme Uygue Nfinie 9 ' (OF) avec OF € ;. Dot

vHU) = U N (pio) (07
qque finie

est un ouvert de Z, donc v est continue. 0

3.2 Topologie faible

Soit E un espace de Banach réel et soit f € E'.

On désigne par ¢; : £ — R I'application définie par

or(r) = (f,2), Vx € E.

Lorsque f décrit £', on obtient une famille (¢y)rep d’application de E dans R.

Définition 3.2.1. La topologie faible o(E, E") sur E est la topologie la moins fine sur E
rendant continues toutes les applications (@) rep (au sens de la Section 3.1 avec X = E,
Yi=RetlI=FE).

On appelle les ouverts (resp. fermés) par rapport a cette topologie les ouvert (resp. fermés)

faibles.

Proposition 3.2.1. Soit g € E ; on obtient une base de voisinages de xy pour la topologie
o(E, E'"), en considérant tous les ensembles de la forme V = {x € E; |(fi,x—z0)| <e¢, i € I}
ou I est fini, (fi)iecr C E' et e > 0.

C’est a dire que la famille
B, ={V CE; 3¢ >0,3I finiet (f;)iec; CE tqV ={x € FE; |{fi,xr—x0)| <e, i €1}}

constitue une base de voisinages de xy pour la topologie o(F, E').

Preuve.
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Soit I un ensemble fini, (fi)icr C E' et € > 0. On a

V = {z€eE; [{fi,xr—mx)| <e, i €I}

= (Hz € E; [{fi,x) = (fi,z0)] <&}

i€l
= ﬂl{x € E; (fi,xo) —e < {(fi,x) < {fi,z0) + €}

ic
En posant, pour tout i € I, a; = (f;, zo), on obtient V = ﬂl @El(]ai —&,a; +¢€|).
Comme |a;—¢, a;+¢[ est un ouvert contenant a; = ¢y, (o) eltegofi est continue sur (E,o(E, E')),
<pJ71,1 (Ja; — €, a; +€]) est un ouvert faible contenant x(, donc, V' est un ouvert faible contenant
xp, d’ott il est voisinage de xy pour la topologie faible.
Soit U un voisinage de xy pour la topologie o(FE, E'), alors par la Proposition [3.1.2} il existe
W un voisinage de xy pour la topologie faible tel que W C U de la forme 'ﬂl %:j(vi) ou [
un ensemble fini et V; € V(a; = ¢y, (x0)). Donc, il existe ¢ > 0 tel que |a; iee,ai +e[C V,
Vi € I. Donc, il existe V = iQI 07 (Ja; — £, a; + €) tel que ifg[ o7 (Jla; —e,a;+e[) CW CU.

D’ou le résultat. 0

Proposition 3.2.2. La topologie faible o(E, E") est séparée.

Preuve.

Soit x,y € E tels que x # y. Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe f € E’ tel que
(f,x) # (f,y), c’est a dire, pr(z) # 5 (y).
On pose a = gf(x) et b = ¢¢(y). Comme R est séparé, il existe € > 0 tel que Ja — ¢,a +
e[N]b —¢e,b+¢[=0, donc

oi'la—ea+elNb—eb+el) =¢;'(la—e,a+el) N (lb—e b+e]) = 0.

De plus, ¢;'(Ja —&,a + ¢[) est un ouvert faible qui contient = et ¢;'(Jb —&,b+ €[) est un

ouvert faible qui contient y. D’ot o(E, E') est séparée. O

Remarque 3.2.1. De la proposition précédente, on peut munir un espace normé (FE, || - ||) de
deux topologies séparées,

e la "topologie forte" associée a la norme de F';

e la "topologie faible" o(E, E’).
De plus, par définition, la topologie faible o(F, E’) est moins fine que la topologie forte, i.

e., application identité Id : (E,|| - ||) — (E,o(E, E")) est continue.
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Notation. Etant donné une suite (z,,) de E, on désigne par x, — z la convergence de
(x,) vers x pour la topologie faible o(E, E') et x,, — x la convergence de (x,) vers x pour
la topologie forte, alors, si x,, — z, on dit que (z,) converge faiblement vers z et si x,, — x,

on dit que (z,) converge fortement vers x

Proposition 3.2.3. Soit (z,,) une suite d’éléments de E. Alors
1.z, =z (f,x,) — (f,z), Vf € E.
2. Six, — x, alors , — .

3. Si x, — x alors (||z,]]) est bornée et
o] < lim i [l
4. Sixy, =z etsif,— fdans E' (i.e. ||fn — fller — 0), alors (fn,xz,) — (f, ).
Preuve.
1. Par la Proposition 3.1.2, on a

T, =1 = @p(r,) — @(x), Vf € E

& (fiz,) — (f,x), Vf e E.
2. Comme z,, — x, on a ||z, — z|| — 0. Or, pour tout f € E' on a

(s 2n) = ()| < | fllellen — 2] — 0.

Dong, par 1., x, — =.

3. Soit (z,,) une suite d’é¢léments de E telle que =, — z, alors (f,z,) — (f,z), Vf € E'.
Donc, pour tout f € E', la suite ((f,x,)), est bornée dans R.

Pour tout n € N, on pose

T,:F — R
o= T.f= <f ) xn>
Toutes les applications T}, sont linéaires et continues sur E’ (En effet, il est clair que

T,, est linéaire et pour tout f € E', |T,,f| = [{f, zn)| < | fll||xnl|)- De plus, pour tout
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3.2. Topologie faible

f € FE, sup|T,f| =sup|{f,x,)| < +o0. Donc, par le Théoréme de Banach-Steinhaus,
sgg ||Tn||7§/l/w< +00. l\r/LIGaI\i]s, par le Théoréme de Hahn-Banach,
n

[ Taller = sup [{f, zn)| = [lza].-

£l <t

Done, (||z,]|) est bornée.
Soit f € E'. On a, pour tout n € N, [(f,z,)| < ||fllellznll, et puisque (||z,|) est
bornée,

tn (f, )| < /] lim e [

n—oo
d’ont
(o) < 1]l timin [z, ).
Par conséquent

|| = sup )| < liminf ||z,||.
ol = s 1{f.4)] < lim uf o

4. Pour tout n € Non a

[(frs o) = (fr )] = [fos@n) = (f00) + (f,70) — (f, )]
|<fn>$n> - <f,l’n>’ + |<f7xn> - <f,$>’
< fa = fllellzall +1Cf, 2n) — (f, )]

IN

Comme (||z,||) est bornée et ||f, — fllzr — 0, on a ||f, — flle||zn]] — 0 et puisque

x, — z,on a |(f,z,) — (f,z)| — 0. D’ou, (f,,z,) — (f,x) quand n — oc.

Exemple 3.2.1. Soit E l’espace des suites réelles x = (x,,)m de limite nulle, c-a-d,
E=c(R) ={z = (zm)n CR; lim 2, =0},
munt de la norme
|Z||o = sup ||, Vz € co(R).
meN

Son dual E est l’espace

gl(R) = {90 - (@m)m CR; Z |90m| < OO},

m>0
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munt de la norme

lell =" loml, Vo€ C(R).

m>0

On a pour tout x € E et tout p € L*(R), on a (p,x) = 3,50 PmTm- Alors, pour (z"),>0 C E

avce " = (x])m>0 et © € E, on a
" —xdans E & {(p,a") — (p,2), Yo € [1(R)

S N onal = Y Pntm, Yo € ((R).

m>0 m>0

Pour tout n > 0, soit e" = (el )m>o0 tel que e, =

N

Alors, e" — 0 dans E.

En effet, pour tout n > 0 et tout m > 0, si m > n alors e}, = 0, donc lim e = 0. D'ou

m—0o0

(en)nzo C E

D’autre part, pour tout p € F’,

(@, €") =" omen, = pnep = on, ¥n > 0.

m>0
Puisque 3,,5q |¢n| < 400, on alim, .. ¢, =0, par conséquent, e™ — 0.
Majis, pour tout n > 0,
[e"]|c = sup |ep,| = 1.
m>0
D’ow lim |lep|loc =170, donc (") ne converge pas fortement vers 0.

Exemple 3.2.2. 1. Si E = H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (-,-),
alors H' = H et donc

x, = x dans H < (x,,y) — (x,y), Yy € H.

2. Soit (X, %, u) un espace mesuré. Pour 1 < p < 400 et pour p =1 lorsque u est o-finie,

on a
N p q
fo— f dans LP(u) (:)/ fngdp —>/ fgdu, Vg€ Li(u),

ot q est le conjugué de p (zl? + % =1).
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3.2. Topologie faible

Proposition 3.2.4. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E,E") et la
topologie forte coincident.
En particulier, une suite (x,,), converge faiblement si et seulement si elle converge fortement.
Preuve.
On suppose que E est de dimension n et on note 7). la topologie forte.
La topologie faible a toujours moins d’ouverts que la topologie forte, alors o(E, E') C 7.
Réciproquement, nous devons vérifier qu’un ouvert fort est un ouvert faible. On sait qu’un
ensemble est ouvert si et seulement s’il est le voisinage de chacun de ses points, dong, il suffit
de montrer que pour tout x € E, tout voisinage de zy pour la topologie forte est voisinage
de zy pour la topologie faible.

Soit g € F et soit U un voisinage de xg pour la topologie forte, alors
Ir > 0; B(xzo,7) C U.
On choisit une base {ey,...,e,} de E, alors,
n
Ve e E,(xy,...,z,) €ERY x=)" xie;.

=1

Comme FE est de dimension finie, toute les normes sur E sont équivalentes, alors, on peut

supposer que F est muni de la norme || - ||;.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note
fi:EF — R
T =T,

alors f; € E'. On pose
V={zek, |<fi,x—x0>|<%, Vie{l,...,n}}

Par la Proposition 3.2.1, V' est un voisinage de xy pour la topologie faible. De plus, pour
tout x € V on a
n n
lz = @olls = |wi — 2| = Y [ fisz —zo)| <1
i=1 i=1
Donc, z € B(xg,r) C U, dou V C U, c’est a dire que U est un voisinage de z, pour la

topologie faible. O
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3.3. Topologie faible*

Remarque 3.2.2. Les ouverts (resp. fermés) de la topologie faible sont aussi ouverts (resp.
fermés) pour la topologie forte.

Lorsque E est de dimension infini la topologie faible est strictement moins fine que la to-
pologie forte, i. e., il existe des ouvert (resp. fermés) pour la topologie forte qui ne sont pas

ouverts (resp. fermés) pour la topologie faible (voir la série de TD N* 3).

Proposition 3.2.5. Soit E un espace de Banach. Muni de sa topologie faible, E est un

espace vectoriel topologique localement conveze.

Théoréme 3.2.6. Soit A C E convexe. Alors, A est faiblement fermé si et seulement s’il
est fortement fermé.

Preuve.

Supposons que A est fortement fermé et montrons qu’il est faiblement fermé.

Soit xg & A, alors, d’aprés le Théoréeme 2.5.0, il existe f € E' et a € R tels que

(f,x0) < a < (f,y), Vy € A.

Posons V = {z € E; (f,z) < a} = ¢;'(] —o0,af). Alors, 20 € Vet VN A = (), don
V C C4, et comme V est un ouvert de o(E, E’), alors, C4 est un voisinage de x pour la
topologie faible.

Puisque zg est arbitraire dans O, C4 est un ouvert faible, alors A est faiblement fermé. [J

Théoréme 3.2.7 (Banach-Mazur). Soit (E, || - ||) un espace de Banach et soit (x,) une
suite d’éléments de E qui converge faiblement vers x € E (i.e. x, — x). Alors, il existe une

suite (y,) dans E avec, pour tout n
Yn € co{zy; k> n})

qui converge fortement vers x

3.3 Topologie faible*

Soit £ un espce de Banach. On sait que E’ est aussi un espace de Banach. On note E”

I’ensemble des formes linéaires continues sur E’. C’est encore un espace de Banach appelé
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3.3. Topologie faible*

bidual de E.
Alors, par la section précédente, on peut munir £’ de deux topologies séparées :

e la "topologie forte" associée a la norme de £,

e la "topologie faible" sur E’, notée o(E’, E").
La deuxiéme topologie est en géneral (en dimension infinie) strictement moins fine que la
preumiére : elle a moins d’ouverts et de fermés. En contrepartie, elle posséde plus de com-
pactes et de suites convergentes.
On souhaiterait munir £’ d’une troisiéme topologie séparée suffisamment faible pour que
Bp/(0,1) devienne compacte méme si E est de dimension infinie.
Avant d’introduire cette nouvelle topologie, on va définir un sous-espace vectoriel de E” par
le procédé suivant :

A tout & € E, on associe une forme linéaire &, sur E’ en posant
& E — R
[ &) =(f=).
On a pour tout x € F et f € F,

& (P = 120 < [ f 1]l

Donc, &, € E” et par le Corollaire 2.6, ||&,||gr = ||z]|.

On note
J:E — B

x o~ J(x)=¢E.

Il est évident que J est linéaire, de plus, comme
1T (@) = €l = llzll, V€ E,

alors J est une isométrie.
L’application J est aussi injective, donc bijective de E dans J(E) et on peut identifier £ a

J(E).

Définition 3.3.1. On appelle topologie faible*, qu’on note o(E', E), la topologie la moins
fine rendant toutes les applications (§;)zcp continues (au sens de la Section!3.1), la topologie
initiale, avec I = E,Y; =R et X = FE').

Comme E « J(E) C E”, il est clair que o(E’, E) est moins fine que la topologie o (E’, E").
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Proposition 3.3.1. On obtient une base de voisinages d’un point f € E' pour la topologie

o(E',E) en considérant tous les ensembles de la forme
V= {f € El? ’<f - f07$i>| <ég, Vi € [}7
ou I est fini, (z;);e; C E ete > 0.

Proposition 3.3.2. La topologie o(E', E) est séparée

Notation. Etant donnée une suite (f,) C E' et f € E’, on désigne par f, — f la
convergence de (f,,) vers f pour la topologie faible* o(FE’, F).
Proposition 3.3.3. Soit (f,) une suite de E'. On a

1. fo > f & (fu,r) — (f,7), Vo € E.

2. 8i f, — f dans E' alors f, — f et si f, — f alors f, = f.

3. Si fo > f alors (|| fullzr) est bornée et
£l < liminf || fol 2

4. Sifn > f etx, — x dans E, alors (fn, xn) — {f, ).

Exemple 3.3.1. Soit E = ¢y(R) muni de la norme || - ||oo, son dual est E' = (*(R) muni de
la norme || - |1
Le bidual E" est l’espace {>*°(R) des suites réelles bornées u = (un)n>0 muni de la norme

Pour tous © = (T4)n>0 C E, © = (¢n)n>0 C E' et u= (up)n>0 C E”, on a

(o) =D ontn €t (U, 0) =D Unn.

n>0 n>0

st n>m

3=

(
On considére dans E' lélément e, = (€l')m>o0 tel que el = { La suite
(

1 st n<m.
(en) me converge pas fortement vers 0 (la suite de terme géneral 0) car pour tout n > 1,

llenll = ”m_:loi =1, elle ne converge pas non plus vers O pour la topologie faible, puisque,
si lon prend U’élément uw € E" tel que u,, = 1, pour tout n > 0, alors

n—1 1
(u,en) = > —=1+0=(u,0),
m:On
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mais elle converge vers 0 pour la topologie faible*, puisque pour tout x = (z,)n>0 € E (donc

lim z, =0) on a

n—oo

n—1 1 1 n—1
(en ) = D €ntm= > —Tym=—> Tpy —0=(0,2) (parle théoreme de Cesiro).
m>0 m=0 " n m=0

Théoréme de Cesaro. Soit (uy,)n,>1 une suite de nombres réelles qui converge vers | € R U

{£o0}, alors la suite des moyenne (Sp)n>1, i €., S, = %221:1 Uy, CONVETge aussi vers [.

Proposition 3.3.4. Si I est de dimension finie, les topologie forte 7, faible o(E', E")
et faible* o(F', E) coincident sur FE'.

Proposition 3.3.5. (E',0(E', E) est un espace vectoriel topologique localement conveze.

Théoréme 3.3.6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La boule unité fermée de E’
Bp(0,1)={f € E' ||fle <1}

est comdcte pour la topologie faible® o(FE', EF).

Remarque 3.3.1. On sait que dans les espaces vectoriels topologiques, la boule unité fermée
est compacte seulement en dimendion finie, alors qu’elle n’est jamais compacte pour la
topologie forte en dimension infinie. On comprend alors 'importance fondamentale de la

topologie faible*.

Corollaire 3.1. Toute partie bornée, pour la norme de E’, est relativement o(E', E')-compacte.
En particulier, les parties de E' qui sont bornées, pour la norme, et o(E', E)-fermées sont
o(E', E)-compactes.

Preuve.

Soit K une partie bornée pour la norme de E’. Alors, il existe r > 0 tel que rK C
Bp/(0,1), il en résult que rK est relativement o(E’, E)-compact. Comme (E’,o(E', E) est
un espace vectoriel topologique, alors M 1 est un homéomorphisme de (E’,o(E’, E) donc K

est relativement o(E’, F)-compacte. O

Lemme 3.2. Soit E un espace de Banach. Alors J est un homéomorphisme de E, muni de

la topologie o(E, E"), sur J(E) muni de la topologie induite sur o(E", E").

53



3.4. Espaces réflexifts

3.4 Espaces réflexifs

Définition 3.4.1. On dit que E est réflexif si J(E) = E", c’est a dire, si J est surjective.
Lorsuque E est réflexif, on identifie £ a E”.
L’importance fondamentale de la réflexivité provient d'un résultat de compacité obtenu par

Kakutai :

Théoréme 3.4.1 (Kakutani). Soit E un espace de Banach. Alors, E est réflexif si et

seulement si Bg(0,1) est compacte pour la topologie o(E, E').

Théoréme 3.4.2. Soit E un espace de Banach réflexif et soit M C E un sous espace

vectoriel fermé. Alors, M muni de la norme induite par E est réflexif.

Proposition 3.4.3. Soit E un espace de Banach. Alors, E est réflexif si et seulement si E’

est réflexif.

Proposition 3.4.4. Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K un sous ensemble convexe,
fermé et borné.
Alors, K est compact pour la topologie o(E, E').

Preuve.

Par le Théoréme 3.2.6., K est faiblement fermé. D’autre part, puisque K est borné, il
existe m > 0 tel que m > 0 tel que K C mBg(0,1). Or, par le Théoréme de Kakutani,
Bg(0,1) est compact pour o(E, E’), et puisque (E,c(E,E’)) est un espace vectoriel to-
pologique, donc I'application = — mazx est continue de (E,o(E, E’)) dans lui méme. D’ou

mBg(0,1) est compact pour o(E, E’). Par conséquent, K l'est aussi. O

3.5 Espaces Séparables

Définition 3.5.1. On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous ensemble

D C E dénombrable et dense.
Exemple 3.5.1. 1. Soit 1 < p < +oo. L'espace (P(R) est séparable et l’espace (*(R)
n’est pas séparable.

2. Soit 1 < p < +oo. L'espace LP(R) est séparable et l'espace L>°(R) n’est pas séparable.
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Proposition 3.5.1. Soit E un espace de Banach.

Si E' est séparable alors E [’est aussi.

Proposition 3.5.2. Soit E un espace de Banach. Alors, E est réflexif et séparable si et

seulement si E' est réflexif et séparable.

Proposition 3.5.3. Soit E un espace de Banach séparable et soit K C E’ un sous ensemble

o(E', E)-compact, alors K est métrisable pour la topologie o(E', E).

Corollaire 3.2. Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,), une suite bornée dans

E'. Alors, il existe une sous suite (fp, )r qui converge pour la topologie faible*.

Théoréme 3.5.4. Soit E un espace de Banach. Alors, E est séparable si et seulement si

Bp/(0,1) est métrisable pour la topologie o(E', E).

Corollaire 3.3. Soit E un espace de Banach séparable. Alors, E' muni de la topologie faible*

o(E', E) est séparable.

Théoréme 3.5.5. Soit E un espace de Banach. Alors, E' est séparable si et seulement si

Bg(0,1) est métrisable pour la topologie o(E, E').

Corollaire 3.4. Soit E un espace de Banach réflexif et séparable. Alors, Bg(0,1) est mé-

trisable et compact pour la topologie o(E, E').

Corollaire 3.5. Soit E un espace de Banach réflexif et (x,), une suite bornée dans E.

Alors, il existe une sous suite (T, ), qui converge faiblement.

Théoréme 3.5.6 (Eberlein-Smulian). Soit A un sous ensemble d’un espace de Banach
E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. A est (relativement) faiblement compact.
2. A est (relativement) faiblement séquentiellement compact®.

Lemme 3.3. Soit E un espace de Banach tel que E' est séparable pour o(E', E). Alors,

toute partie K C E o(FE, E")-compact, est métrisable pour la topologie o(E, E').

1Soit (X, 7) un espace topologique et A C X. On dit que A est séquentiellement compact si toute suite

de points de A admet une sous suite qui converge vers un point de A
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