CHAPITRE 1

ESPACE PROBABILISE

1.1 Théorie des probabilités

C’est une théorie mathématique qui permet la modélisation des phénomenes aléatoires, et
qui étudie les lois réagissant ces phénomenes.
Un phénomene est aléatoire si on ne peut pas prévoir avec certitude le résultat de sa réalisation.
C’est a dire méme reproduit maintes fois, il se déroule chaque fois d’une maniere différente, de

sorte que le résultat de I’expérience change d’une fois a I’autre aléatoirement.

1.2 La probabilité

La probabilité est une valeur numérique associée a un évenement aléatoire qui exprime le
degré de chance que cet événement se réalise.
Autrement dit, la probabilité permet de mesurer sous forme d’un nombre, I’incertitude liée a la

réalisation d’un évenement donné.
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Exemples :

Dans la vie courante, nous sommes souvent confrontés a des phénomenes dont 1’issue n’est
pas déterminée a 1’avance, par exemple :
— Quel éleve sera classé premier dans une épreuve donnée ?
— Y aura-t-il un accident de circulation dans une ville donnée ?
Il est clair que dans chaque cas il est impossible de donner une réponse précise, car ces phéno-
menes dépendent de nombreux facteurs variables et imprévisibles.
Cependant, bien qu’on ne puisse pas prévoir avec certitude le résultat de tels phénomenes, on

peut constater que leurs issues possibles sont en nombre limité et bien déterminé.

1.3 Expérience aléatoire (Random experiment)

C’est toute expérience dont le résultat n’est pas prévisible, autrement dit le résultat de
I’expérience ne peut pas €tre prédite avec certitude avant son exécution lorsque on répete
I’expérience dans les mémes conditions.

— On ne peut pas prévoir les résultats de I’expérience d’avance.

— Les résultats dépendent du hasard.

Exemples :

— Le lancer d’une piece de monnaie.
— Le lancer d’un dé.

— Le tirage d’une carte.

1.4 Espace des événements, Events, Space

Pour une expérience aléatoire donnée, I’ensemble des résultats possibles est appelé I’espace
des événements que nous noterons (). Chaque résultat d’expérience est un point de {2, ou un

élément de (2.
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Exemples :

e Pour le lancer d’une pi¢ce de monnaie, {2 = { P, F'} avec P désigne "pile" et F’ désigne "face".
e Pour le lancer d’un dé, Q2 = {1,2,3,4,5,6}.

) peut étre fini, infini, infini dénombrable ou infini non-dénombrable.

1.5 Evénements, Events

e Un évenement A est un sous-ensemble de (2.

e ’événement {a} constitué par un seul point de €2, donc par un seul résultat {a} € Q est appelé
évenement élémentaire.

e L’ensemble vide () ne contient aucun des résultats possibles est appelé événement impossible.
e [’événement () qui contient tous les résultats possibles est I’événement certain.

On distingue les événements simples et les événements composés.

Exemples :

1. Jeter un dé deux fois de suite.
—Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}.
A = {(1,2)} est un événement élémentaire simple.
B =1{(1,2),(1,4),(1,6)} est un événement composé.

Dans cet exemple 2 étant fini et donc dénombrable.

2. Jeter une picce de monnaie jusqu’a ce qu’on obtienne pile, dans ce cas :

Q=1{1,2,...,n,...} est un ensemble infini dénombrable.

1.6 Opérations sur les événements

On peut combiner des événements entre eux pour former de nouveaux évenements. Soient

A et B deux événements de {2, on a :
1. AU B : A ou B est réalisé.
2. AN B : A et B sont réalisés tous les deux.

3. A¢(ou A) : An’est pas réalisé, c’est I’événement contraire de A.
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4. A\ B (ou A — B) : événement caractérisé par la réalisation de A et la non-réalisation

de B,ona: A\ B=AnNB".

5. A A B:événement caractérisé par la réalisation d’un éveénement et d’un seul, réalisation

de Aoude B,ona: AAB=(AUB)—(ANB).

Evénements incompatibles

Si deux événements A et B ne peuvent étre réalisés simultanément et on note AN B = (),

on dit qu’ils sont incompatibles.

Systeme complet d’événements

On dit que les événements A;, A, .. ., A, forment une famille compléte si les A; constituent

une partition de {2, c’est a dire si :

1. Les évenements sont deux a deux disjoints :

2. Ils couvrent tout I’espace : J A; = (2

1.7 La tribu des événements o-algebre

Soit 2 un espace des événements d’une expérience aléatoire, et soit .4 une famille de parties
de Q2.

On dit que A est une tribu si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. Qe A
22.VAe A= Ac A
3. V(A,B) e A= AUB € A.

o0
4. Pour toute suite (A;);>o d’éléments de A, ona: |J A; € A.
=0
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Remarque :

e On désigne par P(£2) I’ensemble de toutes les parties possibles de (2,

AEP(Q) = ACQ

. # On peut prendre A = P(Q).

1.8 Espace probabilisable

e Le couple (£2, A) est appelé espace probabilisable.
e Si on définit une probabilité P sur (2, A), le triple (2, A, P) sera dit espace probabilisé.

1.9 Regles de calcul des probabilités

1.9.1 Définition d’une probabilité
Une probabilité P sur €2 est une fonction (ou application) de A dans I’intervalle [0, 1].
P:A—10,1]

qui vérifie les quatre axiomes suivants :
a;) 0 < P(A) <1 pour tout événement A € (.
az) P(Q) =1.
as) VA, Be A: ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B).
ag) V(Ap)nen;Vi#AjeN:ANA =0=P < U An) = Y P(A,).

neN neN

Si €2 est un ensemble fini, il suffit de montrer les trois premieres axiomes pour que P soit une

probabilité.
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1.9.2 Propriétés importantes

1. P(0) = 0.

2. VA€ A: P(A°) =1— P(A).

3.VA,Be A: AC B= P(A) < P(B).

4. YA,Be€ A: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).

5. V(Ap)ners : P ( U An> < 3 P(4,).

neN neN

Exemple :
Soient A et B deux événements tels que :
3 1 1
P(A)=-, P(B)==, PAUB)=-.

Calculer P(A°), P(B¢), P(AU B), P(A°N B) et P(A°U B°).

1.9.3 Illustration de quelques ensembles probabilisés
1.9.3.1 Ensemble probabilisé fini

Soit 2 = {ay,as,...,a,} un ensemble fondamental fini. On probabilise cet ensemble en
attribuant a chaque point a; un nombre p;, probabilité de 1’événement élémentaire {a; }, tel que :
prt+pet--+p=1

La probabilité d’un évenement quelconque A est la somme des probabilités des a; qu’il

contient :

P(A>:sz‘

a; EA
Exemple :
On jette 3 pieces de monnaie et on compte le nombre de "face" obtenu, dans ce cas :

Q=1{0,1,2,3}
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e On probabilise cet ensemble fini en donnant des valeurs pg, p1, pa, p3 aux événements {0},

{1}, {2}, {3}.

e Considérons 1’événement A tel qu’on ait au moins 2 fois "face" , alors A = {2, 3}, d’ou

P(A) =p2 +p3

1.9.3.2 Ensemble fini équiprobable

C’est un ensemble fini probabilisé tel que les évenements ont la méme probabilité.
On dit aussi qu’il s’agit d’un espace probabilisé uniforme.
Q={ay,ag,...,a,tetona:p; = P({a1}), po = P({az}), .. ..pn = P({an}),

Danscecas:py =py =+ =p, =

|

n°

Définition :

On appelle probabilité uniforme sur (£2,.4) la probabilité P définie comme suit :

P({a:}) = Car;(m, =T

VA€ A: P(A) = card(A)  nombre de cas favorables

card(Q2)  nombre de cas possibles

Exemple :

On jette un dé :

1. Déterminer I’espace des éveénements ).

2. Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit :
a) Impair.
b) Pair.

c¢) Premier.
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Solution :

1. Q= {17273747576}9 Card(Q) :6’271 =DP2 =P3 =P4=Ps5s = Ps =

2. Soient les événements suivants :

e A : "Le nombre obtenu est impair", donc A = {1, 3,5}.

_card(4) 3 1

( )—card(Q) 6 2
e B : "Le nombre obtenu est pair", donc B = {2,4,6}.
_card(B) 3

1
P(B) = card(Q) 6 T2

e (' : "Le nombre obtenu est premier", donc C' = {2, 3, 5}.

_card(C) 3 1
Py = card(Q) 6 2

1.9.3.3 Ensemble probabilité infini

a) Cas dénombrable :

L’espace des événements dans ce cas est de la forme

Q:{al,aQ,...,an}

—_

6.

Cet ensemble est probabilisé en affectant a chaque élément a; une probabilité (valeur réelle) p;,

telle que :

pi>0 et > p=1
=1

La probabilité d’un événement quelconque est la somme des probabilités p; correspondant a ses

éléments.

Exemple :

On jette une piece et compte le nombre de jets jusqu’a ce qu’on obtienne un "pile", €2 dans

ce cas est un espace infini dénombrable,

Q={1,2,...,n,...} =N".
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1>n—1 1 1
2 on’

¥n €N, p, = P({a,}) = PPNPN---APNAP) = P(F)"'. P(P) = (2

1) T est clair que Vn € N* : p, > 0.

n . 1—(3)"
2) i p = S (1) = im 5L =1

NI
Il
—_

Donc p est une probabilité sur (2, .A).

b) Cas d’un ensemble infini non dénombrable :
Dans ce cas, on considere que ’espace () possede une forme géométrique mesurable : une
longueur, une surface ou un volume.
La probabilité d’un événement A (c’est-a-dire que le point choisi appartient a A) est alors définie

par le rapport de la mesure de A a celle de 2 :

mesure de A

P(A) = ——.
(4) mesure de ()
Ainsi :
1 de A
P(A) = ONBUCUTCE 2L i la mesure est une longueur.
longueur de €2
face de A
P(A) = % si la mesure est une surface.
1 de A
P(A) = YOUMECC 2 i la mesure est un volume.
volume de 2
Exemple :

On choisit au hasard un point a I’intérieur d’un cercle.

Trouver la probabilité que le point choisi soit plus proche du centre que du périmetre du cercle.

1.10 Probabilité conditionnelle et indépendance

1.10.1 Probabilité conditionnelle

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et soient A et B deux événements quelconques.

On s’intéresse a ce que devient la probabilité de A lorsqu’on apprend que B est déja réalisé.
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Définition :

La probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé est notée P(A | B) et est
définie par la relation suivante :

P(ANB)

P(4|B)=—p

Exemple :

On jette une paire de dés bien équilibrés (espace équiprobable), on observe une réalisation
de I’évenement {somme de dés = 6}.
Quelle est la probabilité pour qu’un des deux dés ait donné le résultat 2 ?

Soient :
B =1{(2,4),(4,2),(3,3),(1,5),(5,1)}, A = {au moins un des deux dés donne 2}.

Ona:
ANB=1{(2,4),(4,2)}.

Donc :

_ P(AnB) card(ANnB) 2
P(A]B) = P(B) card(B) 5

1.10.2 Théoreéme de la multiplication

D’apres la définition des probabilités conditionnelles, on a :

P(ANB)

P(AIB) = =5

On en déduit facilement :
P(AnB)=P(A|B)-P(B).

Cette équation peut se généraliser facilement selon le théoréme suivant :

10
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Théoreme :

Soient Ay, A,, ..., A, des événements quelconques d’un espace probabilisé tels que
n—1
P ( N Ai> L0
i=1
Alors on a :

P(iﬁlAi) :P(Al)-P(A2|A1)-P(A3|A10A2)---P<An|jﬂ11Ai>.

Formule générale des probabilités

Soient Ay, As, ..., A, des événements qui forment une partition de €2 tels que P(A;) # 0
pour toutz = 1, n.

Alors pour tout B € A, ona:

1.10.3 Théoreme de Bayes

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé, et A;, Ay, ..., A, une partition de (.
Soit B un événement quelconque tel que P(B) > 0.On s’intéresse a la réalisation de I’événement
A; (pour un i fixé dans {1,2,...,n}), sachant que I’événement B est réalisé.

Autrement dit, on cherche a calculer P(4; | B).

Théoreme :

En supposant que les événements A;, Ao, ..., A, constituent une partition de €2, alors :

P(B|A)-P(A) _ P(B|A)-P(A)

P(A;| B) = P(B) T X7 P(B|A)-P(A)

Vi=1,n.

11
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1.10.4 Indépendance entre événements

On dit que deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de A n’est pas modifiée

par le fait que B se soit produit. En termes de probabilité :

P(A| B) = P(A) «= P(ANB) = P(A)- P(B).

Remarques :

1. Si A C B, alors si A est réalisé, B ’est aussi.
Donc: P(AN B) = P(A).
o _ P(AnB) _ _ P(ANB) _ P(A)
Parsuite : P(B | A) = 53> = L et P(A| B) = 55~ = 55
A et B ne sont pas indépendants.

2. Si AN B = () (événements exclusifs), alors si A est réalisé, B ne peut pas 1’étre.
Donc : P(AN B) = P(() = 0.

Etalors: P(A | B) = ngég?) = 0.

De méme, A et B ne sont pas indépendants.

O

12
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VARIABLES ALEATOIRES

Introduction

Dans un phénomene aléatoire, le résultat d’une expérience se traduit le plus souvent par une
grandeur mathématique qui est représentée par un nombre réel. La notion mathématique qui
représente efficacement cette situation est celle de variable aléatoire (v.a).

— On s’intéresse a la valeur numérique fonction du résultat d’une expérience, plutot qu’au détail
de ce résultat.

On peut se demander quel est le nombre de pannes d’un ordinateur sur une durée d’un an, sans
étre intéressé par les dates auxquelles ont lieu ces pannes.

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire sur cet espace toute appli-
cationde 2 dans R telleque : X : 2 — R

— A chaque événement élémentaire w € (2, on associe un nombre réel = associé a la v.a. X,

c’est-a-dire : w — X (w)

X:0—R

wr— X(w)

— Cette application crée un nouvel univers X (£2) de réels.
e Si X (Q2) est fini ou dénombrable, on dit que la v.a X est discrete.

e Si X () est infini, on dit que X est continue.

13
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2.1 Variables aléatoires discretes

Définition :

Une variable aléatoire X est dite discrete si elle est application de 2 dans un sous-
ensemble discret de R, le plus souvent N ou une partie de N. Les valeurs de X (2) sont

discontinues dans un intervalle donné.

— Toutes les variables qui résultent d’un dénombrement ou d’une numérotation sont de type

discretes.

Exemple :

On considere 1’épreuve aléatoire suivante : « lancer de 3 picces de monnaie », et on introduit
une variable aléatoire X qui associe a chaque éveénement w le nombre de piles obtenu.

Onaalors: Q= {PPP,PPF,PFP,FPP,PFF,.. } et X(Q2)=1{0,1,2,3}.

Loi de probabilité de X :

Une variable aléatoire X est caractérisée par I’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre et
par I’expression mathématique de la probabilité d’obtenir ces valeurs. Cette expression s’appelle
la loi de probabilité de X .

— Laloi de probabilité d’une v.a discrete X est déterminée par les probabilités p; des évenements

{z = x;}. Elle est donc donnée par les couples (z;,p;), z; € X(Q),p; = P(X = ;).

Z; T1 | T2 | ... | Ty
piIP(X:xi) pPr | P2|---| Pn

pi >0, Vi=1n

Z?:l pi=1

A condition que :

14
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Exemple :

Reprenons I’exemple précédent de lancer de 3 pieces. La probabilité d’avoir pile égale a la
1
probabilité d’avoir F est R

La loi de probabilité du nombre de piles apparues est :

z; 1011123
pilslslsls
P(X =0)= P(FFF) = (1)’ =1
P(X =1) = P(PFP,FPF,FFP) =3
P(X =2) = P(PPF, PFP,FPP) = 3
P(X =3) = P(PPP) =}

On remarque que : Vi =0,n,0 < p; < 1

3 1,3,3,1
.;]pi:p0+p1+p2+p3:g+g+§+§:1

Donc la loi donnée par les couples (x;, p;) est une loi de probabilité.

Représentation graphique d’une loi de probabilité :

La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete X se représente graphiquement a 1’aide
d’un diagramme en batons. A chaque valeur de X est associé un baton (un trait) dont la hauteur
est proportionnelle & P(z;) = P(X = ;). Pour I’exemple précédent, le tableau de la loi de

probabilité se représente comme suit;

Diagramme en batons

04

Px
03

0z
I

0.1

0.0 05 10 15 20 25 3.0

15
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Fonction de répartition

C’est un autre outil permettant de caractériser la loi d’une variable aléatoire X . La fonction de
répartition est utile lorsqu’on s’intéresse a obtenir une valeur inférieure ou égale a z : P(X < x)

Son importance pratique est qu’elle permet de calculer la probabilité de tout intervalle dans R.

Définition :

On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X la fonction Fy telle que :

Fx R — [0,1]
x+— Fx(x) = P(X <x)

:fjp(xzi)

1=xq

e Concretement, F'x correspond a la distribution des probabilités cumulées. Le plateau atteint
par F'x correspond a 1, car ) P, = 1.

e F'x est le cumul des probabilités individuelles.

P(X<z)=P

—~

X=xpouX =xj0u...0uX =2x)

I
=z
>

=z9)+PX=x1)4+ -+ P(X =12)

I
[M]=

P(X=i)=Y P(X=ug)

o z;<T

.
Il

— Si X prend un nombre fini de valeurs zq, xs, ..., 2, avec z1 < 29 < ... < 2, alors :

16
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0 six < xy
P(z4) sizg <x <y
P(x1) + P(x2) sizg < < 3

P(zy)+ P(zy)+ -+ Pz, —1) siz, 1 <zx<uz,

1 siz, <x <400

Propriétés d’une fonction de répartition

Soit F'x la fonction de répartition d’une variable aléatoire X .

l.VzeR, 0< Fy(z)< 1.
2. Fx est croissante sur R, c’est-a-dire : si a < b, alors Fx(a) < Fx(b)
3. ml_l)r_{loo Fx(x)=1

4. lim Fy(z)=0

T—r—00

5. P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) pour touta < b

En effet :
(1) résulte de la définition d’une probabilité.
(2) sia < b,alors {X < a} C {X < b}, ainsi

P(X <a) < P(X <b) (inclusion).

(3) méme raison que (1).

(4) Ona:
{X<b}={a< X <D}U{X <a}

ainsi :

P(X <b)=Pla< X <b)+P(X <a)
= Pa< X <b)=P(X <b)— P(X <a)= Fx(b) — Fx(a)

17
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Représentation graphique de F'x :

La fonction de répartition est une fonction en escalier. Ses valeurs sont constantes sur les

intervalles [x;_1, x;[ et elle aura un saut de taille P(z;) en z;, pouri = 1,2, ...

Exemple :

On continue avec le méme exemple précédent ou la variable aléatoire X désigne le nombre

de piles obtenues dans un lancer de piece 3 fois de suite. On a vu que la loi de probabilité de X

est :
x 011123
p=P == {[§]1]3
D’ou
0 siX <0
: si0< X <1
Fx(r)={1l4+3=1 sil<X<2
d43=17 si2<X <3
T+1=1 siX>3

18
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0.875

05

F()

0125 1

Calculons les probabilités suivantes :

P(X <2)=1 car2€[2,3] donc P(X <2)=Fx(2)

P(X <25)=¢, car2.5 € [2,3] donc P(X <2.5)= Fx(2.5)

P15 <X <25 =PX <25 -P(X<15)=I-1=

lw

Sinon,on a:

P(X <2)=P(X
P(X <25)=P( 0 1
P(X<15)=PX=0+P(X=1)

[
e
_l’_
s
>
[
_l’_
3
>
[
C

Espérance et variance d’une variable aléatoire discrete

— L’espérance (ou moyenne) d’une variable aléatoire discrete X est définie comme suit :
E(X)=> 2 P(X =1;) =) _xipi
x; Zq
— La variance de X est donnée par :

V(X) = B(X?) - [E(X))*

ou E(X?) =Y, 27 P(X = ;) — [E(X)]?), le moment d’ordre 2.

— Son écart-type est :  o(X) = /V(X).

19
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Exemple :

Reprenons 1’exemple précédent.

e EX)=Y, 2z PX=2)=0x3)+1x2)+2x2)+Bx3) =2=15
e E(X) =3, #?P(X =2;)=(0)+ (1> x 3)+ (22 x ) + (3Z x 1) =32 = 21 — 3
o V(X)=E(X?) — [E(X)2=3—(1.5)2=3—225=0.75.

o o(X) = /V(X) = 0.75 ~ 0.86.

2.2 Variables aléatoires continues

Définition :

Une variable aléatoire X est dite continue si I’ensemble de ses valeurs est un intervalle
ou une réunion d’intervalles. En général, toutes les variables qui résultent d’une mesure

sont de type continu.

Exemples :

— Le taux de glucose dans le sang.
— La masse corporelle des individus pour une espece animale donnée.

— La hauteur exacte de plantes en mm, etc.

Remarque :

e Dans le cas d’une v.a. continue, la probabilité associée a I’événement {X = a} est
nulle, car il est impossible d’observer exactement cette valeur.
e On considere alors la probabilité que X prenne des valeurs dans un intervalle [a, b],

telle que : P(a < X <0b),P(X <b)...etc

20
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Fonction densité de probabilité

Soit X une variable aléatoire continue. On appelle densité de probabilité toute application

continue f définie sur R telle que :

f:R—=R
x> f(x)

et qui satisfait les deux conditions suivantes :

l. f(z) >0, VxeR

+oo
2. flz)dr =1

—00

Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire continue ayant une densité de probabilité f. La fonction de

répartition F' de X est définie par :

et qui possede les propriétés suivantes :
1. Fx est continue et croissante, Sia < b, alors Fx(a) < Fx(b).

2. lim Fx(x)=0et lim Fx(z)=1.

T——00 r——+00

Réciproquement
Une variable aléatoire X définie sur () est dite absolument continue s’il existe une fonction

densité de probabilité f telle que :

VreR, P(X<z)= / F(8) dt = F()

—0o0
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Propriétés :

1. Pour tout 1,29 € R,ona:

/xz f(z)dx = P(x1 < X < x9)

= F(z2) — F(z1)
= /_w:of(x) dx — /_:: f(z)dx

2. La densité de probabilité est la dérivée de la fonction de répartition F'. On écrit :

_ dF()
 dx

fx(z)

Espérance mathématique et variance

Soit X une variable aléatoire continue de fonction de densité f.

e [’espérance mathématique de X est donnée par :

Bx) = [ " flx) da

— 00

e La variance de X est :

avec B(X?) = [T 2% f(2) dx

Remarque :

La variance est toujours positive V' (X) > 0.
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Propriétés :

- E(X+Y)=EX)+E(Y)
- E(aX):aE(X)
— E(a) =
~ V(aX)=a*V(X)
(

~ V(aX +b)=a®V(X),car V(b) =0

— Si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes ( Cov(X,Y") = 0), alors :

VIX+Y)=V(X)+ V(YY)

Exemple :
Soit X une variable aléatoire de fonction densité de probabilité donnée par :

flz)=¢e" x>0

1. La fonction de répartition

On a par définition :

Donc :

2. Espérance mathématique

EX)= [Pz f(x)dx = [ ve*dx

On integre par parties :
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Onpose:u=2 = u=1 vV=e? = v=—e"

—+oco
= E(X):uv—/ u'v
0

_x};roo + A+OO e~ dr

[—ae
-]

3. La variance

Ona:V(X)=E(X? — [E(X))?
Calculons F(X?) :

E(Xz) — fj;f 2 f(x)de = 0+°° x?e® dx = 2 (intégration par parties).

D’ou

V(X)=2-1"=1

o=/V(X)=1
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