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Exercice 1 :
Soit E un espace de Banach et soit B un sous-ensemhle de E ′. On suppose que, pour tout
x ∈ E l’ensemble Bx =

S
f∈B{〈f, x〉} est borné (dans K).

Montrer que B est borné.
Exercice 2.

Soit E un espace de Banach et soit (εn)n≥1 une suite de nombres strictement positifs telle
que lim

n→∞ εn = 0.
Soit (fn)n≥1 ⊂ E ′ une suite qui vérifie la propriété suivante¨ ∃r > 0, ∀x ∈ E avec ‖x‖E < r, ∃C(x) ∈ R;

〈fn, x〉 ≤ εn‖fn‖E′ + C(x), ∀n ∈ N∗.

1. Pour tout n ∈ N∗, on considère gn = 1
1+εn‖fn‖E′

fn. Montrer que (gn) est bornée.

2. Montrer que (fn) est bornée.
Exercice 3 :

Soit F = `2(R) = {x = (xi)i∈N∗ ⊂ R;
P

i∈N∗
x2

i < ∞} muni de la norme ‖ · ‖2 définie par

‖x‖`2 =

 X
i∈N∗

x2
i

! 1
2

.

Soit E = {x = (xi)i∈N∗ ∈ `2(R); xi = 0 sauf pour un nombre fini de i} un sous espace
vectoriel de F .
On note x = (xi)i∈N∗ un élément arbitraire de F . Soit, pour n ∈ N∗, Tn : E → F definie
par : Tnx = (yi)i∈N∗ où

yi =

¨
0 si i 6= n
nxn si i = n.

On note A = {Tn; n ∈ N∗}, Ax = {Tnx; Tn ∈ A}.
– Montrer que pour chaque x ∈ E, Ax est borné dans F , mais que A n’est pas borné

dans L(E, F ).
– Expliquer pourquoi le théorème de Banach-Steinhaus ne s’applique pas.
Exercice 4.

Soit E = C([0, 1],R) muni de la norme ‖ · ‖ telle que (E, ‖ · ‖) soit complet et

‖fn − f‖ → 0 ⇒ (fn)n converge simplement vers f.
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Soit ‖ · ‖∞ la norme de la convergence uniforme sur E.
Pour t ∈ [0, 1] et f ∈ E, on pose Lt(f) = f(t).

1. Montrer que Lt est une forme linéaire continue sur E.
2. En utilisant le théorème de Banach-Steinhaus, montrer qu’il existe une constante C > 0

telle que
‖f‖∞ ≤ C‖f‖, ∀f ∈ E.

3. Déduire les deux normes ‖ · ‖∞ et ‖ · ‖ sont équivalentes.
Exercice 5.

Soit E = C([0, 1],R). On considere les deux espaces normes X = (E, ‖·‖∞) et Y = (E, ‖·‖1).
On designe par I l’application identité de X dans Y .

1. Montrer que I est bijective, continue. Quelle est sa norme ?
2. Montrer que I−1 n’est pas continue (on pourra utiliser la suite fn(t) = tn).
3. En deduire que Y n’est pas complet.
Exercice 6.

Soit E = C1([0, 1],R) et F = C([0, 1],R), tous deux munis de la norme ‖·‖∞. Soit T : E → F
defini par ∀f ∈ E, Tf = f ′.

1. Montrer que G(T ) est fermé dans E × F .
2. Montrer que T n’est pas continue (on pourra utiliser la suite (fn) ⊂ E, fn(t) = tn).
3. Expliquer le resultat.
Exercice 7.

Soit E et F deux espaces de Banach et T : E → F un opérateur linéaire.
On suppose pour tout f ∈ F ′, la forme linéaire f ◦ T : E → R est continue. En utilisant le
théorème du graphe fermé, montrer que T est continu.

Exercice 8 :
Soit E un espace vectoriel normé.
1) Soit x ∈ E tel que f(x) = 0, pour tout f ∈ E ′. Montrer que x = 0.
2) Montrer que le dual de E ′ sépare les points de E, i.e., pour tous x, y ∈ E, x 6= y, il existe
f ∈ E ′ telle que 〈f, x〉 6= 〈f, y〉.

Exercice 9 :
Montrer qu’il existe une forme linéaire f sur l’ensemble des suites réelles bornées E = `∞(R)
telle que pour toute suite a = (an)n∈N, on ait

lim inf
n→∞ an ≤ f(a) ≤ lim sup

n→∞
an.
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