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Corrigé Travaux dirigés N°3

Exercice 01
L’equation de Lagrange des systémes suivants :

1

B = Eléz = %m,lzéz et E, = —mgh = —mglcos6

Pour les faibles oscillations sin@~8 et cos@=1-6/2

L’énergie potentielle s’€crit :

mgl

E, = —mgl +792

Et le Lagrangien :

L= imlzéz —%mglez + mgl

dL 2/ d(aL) 158
Py ml=6 — 35 ml=6

dL w

En remplacant dans 1’équation de Lagrange :

mi26 +mgld =0 =6+36=0

Et la pulsation libre wy = \/%

1. 1 1., 1
aazajaaau/ EC=Emy2 Ep=zky2 L= my*—ky
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3

di e
Ec = Emag =V dq = de—;dq = le.dl =

1 .2_1 5D
2L1, —2Lq

Ep = Eetec = Vedq = f%dq =%q2

; 1,.5 1
Le Lagrangien : L = Equ — qu

L’équation de Lagrange s’écrit :

ac(aq) =2, =
=l = a(a) =L
aL 1

2q = 4

L’équation différentielle de mouvement :

- q _ 3% i _
Lq+c—0 = q+ch—0

Et la pulsation propre : wg = \/g
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3
]

L’équation du mouvement

L ’énergie cinétique

e — mez

L ’énergie potentielle:
1, .. 1,

Pour les petites oscillations :

x = b0, y=al

y.a_o_a

x b 27 b

gr — 1 2 5 3 a 2_
Donc.U—zklx +2k2(bx) =

+ Le lagrangien :
L=T—i}
Donc:L = %m:’cz —%(kl + k, Z—z) x2
Le formalisme de Lagrange
d (6L> L
dt\dx) odx
d (6L>
de \ox

a2
= _<k1 +k2b_2>x

dL
Ox

1
2

(ks + ks Z—)xz

- r . .. 2
D’ou I’équation du mouvement s’écrit : m¥ + (k1 + k, Z_Z) x=0

2
a
k1+k2b_2

= La pulsation propre : w, = m
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1 N2 2 2
Ec = Ecrot = E]me , Jm = m(L)" = mL

1 .
EC = E mL292

Ep = Ep) + Epg) + Epx)

1 1
Kx? + —Kx? + =Kx?
+2 +2

N =

E, =
Faibles amplitudes 6 < = sinf = 0

x=Lsin0=>x=L60
1 il 1
E, = EK(LG)2 - EK(LG)2 + EK(LG)2

E KL262

N W

p:.

Le Lagrangien:

1 .. 3
L= Ec~Ep =L =7 ml?6? —-KI26?

2
d (6L) JdL _
dt\gd/ 90
JdL . d /0L .
00 dt\oo
JdL _ 3 KiZe
00 4

L’équation du mouvement s’écrit :

w3
mL26 +ZKL29 =0

é+3Ke—0
4m =
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Ec = Ecw =302 Ju = M(2L)? = 4ML?

1 : g
Ee =5 (4ML)0? = E, = 2MI267
Ep = Epamy + Epk)
1.2
Ep = Mgh + 5 Kx

e : o _ — A
Faibles amplitudes 6 < = sinf = 6, cos 8 = /1 —sin?(0) = 1 g

x=Lsin0=>x=L6

2

()
h=2L(1—cosG)=>h=2L<1—1+7>=>h=L62

E, = Mgh 1KL292
p=Mgh+5

i 1
E, = MglL6? + 5 KL?0% = E, = > (2MgL + KL?)6?

d(@L) aL_O d(aEC) aEp_O
dc\98) "0~ " ac\oa) T a0 T
d (0E;\  OE,

% (38) * 7% -

d_Ec__ 25 . .i & _ o

dé = 4ML"0 ; dt(de)_ 4ML"0

o 2

—2 = (2MgL + K1?)8

5o 5 . (2MgL + KL%
AML“0 + (2MgL +KL9)8 =0 = 6+W

=>é+(9+ K)e—o
2L 4aM)
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Exercice 02
Trouver la pulsation propre des vibrations des systémes suivants :

Iu =3

1 . 1, .- 1 . 3. o 1 .
Ec=3]y6®+;Mv? +_M(L—R)*6% = M R?0% + ;M(L — R)*6?
02
Ep =mgl(1—cos0) = mgl—

, . . 2
L=>MR?0? +M(L - R)*6? —mgl™

mgl

3. s o2\ _ _ [ mgt
(ZMR +M(L-R) )0+mg19 0 @ M RZ+M(L-R)?

™ g

X(t)
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1- I'énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E;, :
Ec=Em+En

Ec =5]6% +5ms?  avec x = RO =% = R0
—1(1vn2)h2 o 1...p2A2
EC-E(EMR)G +5mR20
1/M :
EC=§(7+m)R262
- — 1.2 — 1yp2pn2
Ep—Ep(K)—sz = Ep—sze
2- Fonction de Lagrange :
L=E.—Ep
1/M ’ 1
- 202 _ Z1.R2A2
L 2<2+m)R9 _kR20

L’équation différentielle du mouvement :

d(aL) 6L_

dt\od 90

Gg) = (F+m)re = () = (F+m)res
96) \2 "™ dc\ge) — \2TM
aL— kR20

5=

Donc:( +m)R26+kR26—0=> 6+M2mG=O

3- la pulsation propre wy, la période propre T, et la fréquence propre f; :

K o= / = /1_20 = 6,324 rad.s™!
M+2m M+2m 3
La période propre To: Tp = — fM+2m 21 /1—20 = 0,992 s

La fréquence propre fo : fo = ; il /12 = 1,007 Hz

La pulsation propre :w3 =
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y
4
I, —1, Cosﬂt _ L
g
m 1 L
I
5 cos & —
[y bl
12
X0 T |, cos @
4
- m,

a)Energie potentielle :

E

syst __ myq mo ma ressort
pr =ML ET L B LB

E,™ = —m,gl,sinf = —m,gl,0 / 0 <
E,™ = —m,gl,(1 — cos 6)

E," = m3gl3sin@ = mygl6 / 6 <<

s 1 |
B, = Zk[(xo + 5 sin 0)?]

syst 1 R Energie potentielle
E,**" = (magl; —mygl;)0 —mygl,(1 — cos ) +Ek(l39 + x0) du systéme

p

1 i 1
E, st = —m,gl,(1 — cos 0) +§kl3292 + Cst = EpsySt = —Englzgz +Ekl3292 + Cst

1 E
EcsySt = Ec,nl + Ecnlz + Ecnlg = E(mlllz + mzlzz + m3l32)92

_1 2 2 2\N2 1 22
ll—a(mll1 +myl,” +m3l3™)0 +m2glz(1—c059)—§kl3 6° — Cst

dJoc] 0L
e — | — — = 0 =équation du mouvement
Yaclas] ~ 20 q

= (Ml + myly® + myly®)0 —mygl, sin@ + kl;20 = 0

= [(m, ;" + myly* + m3l3*)0 + (kl;* — mygl,)6 = 0] équation de mouvement

. kly2 — m,gl .
St —————e———0=0 = O+ w,20=0
myl© +myl,® + myly

kly* — mygl,

= (‘)02_

= >0
m1112 + mzlzz + m3132
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o Equilibre statique

®

SRR AR

1- Energie cinétique et potentielle :

1

Es = ;m,yz = %m(lé)z avec y=Isin@~10

E, = Epy + By = Shiy? +5koy3 avee y=lising~1,6)

Eyp =5 k1 (1,0)% + 2k (1,0)?
1 . i 1
R — Emlzez _Ek1[%62 —Ekzlgﬁz

2- L’équation de Lagrange est donnée par :

By o

dt \ao 60

JdL 2/ d(aL) 22
— =ml = —|—)=ml
= ml-6 =53 ml<6
oL

3- L’équation du mouvement s’écrit :

Vo=I,5in6 ~ 1,6

mi2g + (k2 +y13)0 = 0 = § 4+ Gl g _ g

_ kil2+k,13
Et la pulsation propre : @y = \’( - ,lnlzz :
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¢ Im= _;-]"19.2 ou J,= m(zr)Z = 4mr?
¢ Tem = %]2"192 ou Jom = ;(Zm)rz = mr?

Dotic = T = %(m)rzé2

1

o Ty =3Jub? ol Jy = =ML = =M(4r)* = ZMr?
Donc: Ty, =§GM) r26?
1 4 : 1 4 .
AL —(4m+m+—M) Fege = E(Sm +—M) reg-

2 3 3
+ L’énergie potentielle :
0 0
Utor = U + Uz, + Uy + Ukl £ Ukz
e U, =-mgh,, avec h,, = 2rcosf
Donc : U, = —2mgrcos6

1
o Uy, =;k1x12 avec x; =16

o Uy, =%k2x§ avec X, = 2r0
Donc : Uy, = %(41{2)1‘292
L = %(kl + 4k,)r?6? — 2mgrcosf
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