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corrigé Travaux dirigés N°5 
 

Exercice 01 
𝑵 = 𝟑 (𝒙, 𝑿, 𝜽)  𝒓 = 𝟐( 𝒙 = 𝑹𝜽     𝑿 = 𝟐𝑹𝜽)       𝒅𝒅𝒍 = 𝑵 − 𝑹 = 𝟑 − 𝟐 = 𝟏                

 L’énergie cinétique : 

𝑬𝒄 = 𝑬𝒄𝒅𝒊𝒔𝒒𝒖𝒆 + 𝑬𝒄𝟐𝒎 + 𝑬𝒄𝒎 =
𝟏

𝟐
𝑱𝜽̇𝟐 +

𝟏

𝟐
(𝟐𝒎)𝒙̇𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒎𝑿̇𝟐    

𝑬𝒄 =
𝟏

𝟐
൬

𝟏

𝟐
𝑴(𝟐𝑹)𝟐൰ 𝜽̇𝟐 +

𝟏

𝟐
(𝟐𝒎)𝑹𝟐𝜽̇𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒎(𝟐𝑹)𝟐𝜽̇𝟐           𝑬𝒄 = (𝑴 + 𝟑𝒎)𝑹𝟐𝜽̇𝟐 

 L’énergie potentielle :𝑬𝒑 = 𝑬𝒑𝑲 + 𝑬𝒑𝟐𝒎 + 𝑬𝒑𝒎 =
𝟏

𝟐
𝑲𝑿𝟐 + 𝟐𝒎𝒈𝒙 − 𝒎𝒈𝑿   

𝑬𝒑 =
𝟏

𝟐
𝑲(𝟐𝑹𝜽)𝟐 = 𝟐𝑲𝑹𝟐𝜽𝟐 

 La fonction de dissipation : 𝑬𝑫 =
𝟏

𝟐
𝜶𝑿̇𝟐 =

𝟏

𝟐
𝜶൫𝟐𝑹𝜽̇൯

𝟐
= 𝟐𝜶𝑹𝟐𝜽̇𝟐     

 Le Lagrangien : 𝑳 = 𝑬𝒄 − 𝑬𝒑 = (𝑴 + 𝟑𝒎)𝑹𝟐𝜽̇𝟐 − 𝟐𝑲𝑹𝟐𝜽𝟐      

 L’équation de Lagrange : Le système est libre amorti    

⇒
𝒅

𝒅𝒕
ቆ

𝝏𝑳

𝝏𝜽̇̇
ቇ −

𝝏𝑳

𝝏𝜽
+

𝝏𝑬𝑫

𝝏𝜽̇̇
= 𝟎 

1. L’équation différentielle du mouvement : 

𝜽̈ +
𝟐𝜶

(𝑴ା𝟑𝒎)
𝜽̇ +

𝟐𝑲

(𝑴ା𝟑𝒎)
𝜽 = 𝟎          

2. La pulsation propre 𝝎𝟎 et le coefficient d’amortissement 𝜹 : 

L’équation differentielle est de la forme : 𝜽̈ + 𝟐𝜹𝜽̇ + 𝝎𝟎
𝟐 𝜽 = 𝟎       

Par identification : 

𝝎𝟎 = ට
𝟐𝑲

(𝑴ା𝟑𝒎)
= ට

𝟐 𝒙 𝟐

(𝟏ା𝟑 .𝟎,𝟓)
= 𝟏, 𝟐𝟔𝟓 𝒓𝒅/𝒔             

𝟐𝜹 =
𝟐𝜶

(𝑴ା𝟑𝒎)
  ⟹ 𝜹 =

𝜶

(𝑴ା𝟑𝒎)
=

𝟖

(𝟏ା𝟑 .𝟎,𝟓)
= 𝟑, 𝟐 𝒔ି𝟏         

3. La nature de mouvement : 

𝜹𝟐 − 𝝎𝟎
𝟐 = (𝟑, 𝟐)𝟐 −  (𝟏, 𝟐𝟔𝟓)𝟐 = 𝟖, 𝟔𝟒 > 𝟎   𝑳´𝑨𝒎𝒐𝒓𝒕𝒊𝒔𝒔𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒔𝒕 𝒇𝒐𝒓𝒕 ⇒   

 Le mouvement est apériodique    

4. Pour avoir des oscillations : 

𝜹𝟐 − 𝝎𝟎
𝟐 < 𝟎       ⇒ 𝜹 < 𝝎𝟎          ⇒  

𝜶

(𝑴 + 𝟑𝒎)
 < ඨ

𝟐𝑲

(𝑴 + 𝟑𝒎)
  ⟹ 

𝜶 < ඥ𝟐𝑲(𝑴 + 𝟑𝒎)              𝜶 < ඥ𝟒 . 𝟐, 𝟓  ⟹ 𝜶 < 𝟑, 𝟏𝟔 𝑵𝒔/𝒎    
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5.   Dans ce cas :    𝜽̈ +
𝟐𝜶

(𝑴ା𝟑𝒎)
𝜽̇ +

𝟐𝑲

(𝑴ା𝟑𝒎)
𝜽 = 𝑭  

Exercice 02 
 

 L’énergie cinétique :    𝑬𝒄 =
𝟏

𝟐
𝑴𝒙̇𝟐    

 L’énergie potentielle :𝑬𝒑 = 𝟐 ቀ
𝟏

𝟐
𝑲𝒙𝟐ቁ = 𝑲𝒙𝟐   

 La fonction de dissipation : 𝑬𝑫 =
𝟏

𝟐
𝜶𝒙̇𝟐     

 Le Lagrangien : 𝑳 = 𝑬𝒄 − 𝑬𝒑 =
𝟏

𝟐
𝑴𝒙̇𝟐 − 𝑲𝒙𝟐      

 L’équation de Lagrange :   
𝒅

𝒅𝒕
ቀ

𝝏𝑳

𝝏𝜽̇̇
ቁ −

𝝏𝑳

𝝏𝜽
+

𝝏𝑬𝑫

𝝏𝜽̇̇
= 𝟎    

 L’équation différentielle du mouvement : 

𝒙̈ +
𝜶

𝑴
𝒙̇ +

𝟐𝑲

𝑴
𝒙 = 𝟎          

 La pulsation propre 𝝎𝟎 et le coefficient d’amortissement 𝜹 : 

L’équation differentielle est de la forme : 𝒙̈ + 𝟐𝜹𝒙̇ + 𝝎𝟎
𝟐 𝒙 = 𝟎       

Par identification : 

𝝎𝟎 = ට
𝟐𝑲

𝑴
= ට

𝟐 𝒙 𝟑,𝟖

𝟎,𝟏𝟓
= 𝟕, 𝟏𝟐 𝒓𝒅/𝒔             

 

𝟐𝜹 =
𝜶

𝑴
  ⟹ 𝜹 =

𝜶

𝟐𝑴
=

𝟎,𝟔

𝟐 .  𝟎,𝟏𝟓
= 𝟐 𝒔ି𝟏         

 

𝜹 < 𝝎𝟎 : Système faiblement amorti   (Régime pseudopériodique). 

 

1. Le déplacement et la vitesse : 

Dans ce cas, la solution générale est de la forme :           

𝒙(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝜹𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝝎𝑨𝒕 + 𝝋) 

𝝎𝑨 = ඥ𝝎𝟎
𝟐−𝜹𝟐 = ඥ(𝟕, 𝟏𝟐)𝟐−𝟐𝟐 = 𝟔, 𝟖𝟑 𝒓𝒅/𝒔 

𝒙(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) 

𝒙̇(𝒕) = 𝟔, 𝟖𝟑. 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐜𝐨𝐬(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) − 𝟐. 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) 

A et  𝜑 sont des constantes déterminées par les conditions initiales : 
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൜
𝒙(𝒕 = 𝟎) = 𝟎

𝒙̇(𝒕) = 𝒗𝟎
        

⇒      ൜
𝒙(𝟎) = 𝑨 𝐬𝐢𝐧(𝝋) = 𝟎

𝒙̇(𝟎) = 𝟔, 𝟖𝟑. 𝑨 = 𝒗𝟎 = 𝟒
           

⇒ ൜
𝝋 = 𝟎

𝑨 = 𝟎, 𝟓𝟖
           

𝒙(𝒕) = 𝟎, 𝟓𝟖 .  𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕)      [𝒄𝒎] 

𝒙(𝒕) = 𝟓𝟖 . 𝟏𝟎ି𝟒  𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕)      [𝒎] 

𝒙̇(𝒕) = 𝟒 𝒆ି𝟐𝒕  𝐜𝐨𝐬(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕) − 𝟏, 𝟏𝟔  𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕)      [𝒄𝒎/𝒔] 

𝒙̇(𝒕) = 𝟒. 𝟏𝟎ି𝟐𝒆ି𝟐𝒕  𝐜𝐨𝐬(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕) − 𝟏, 𝟏𝟔 . 𝟏𝟎ି𝟐 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕)      [𝒎/𝒔] 

2. Solution pour le système forcé : 

 L’équation différentielle du mouvement : 

𝒙̈ +
𝜶

𝑴
𝒙̇ +

𝟐𝑲

𝑴
𝒙 = 𝑭𝟎 𝐬𝐢𝐧 𝝎𝒕          

 

 La solution homogène :    𝒙𝒉(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) 

 La solution particulière :    𝒙𝒑(𝒕) = 𝑨𝑷  𝐬𝐢𝐧(𝝎 𝒕 + 𝝋𝑷) 

La détermination de l´amplitude 𝑨𝑷 et la phase initiale 𝝋𝑷 se fait par la méthode des 

nombres complexes.  

𝑭(𝒕) = 𝑭𝟎𝒆𝒊(𝝎𝒕) 

𝒙𝑷(𝒕) =  𝑨𝑷𝒆𝒊(𝛚𝒕ା𝝋𝑷) = 𝑨𝑷 𝒆𝒊𝝋𝑷 𝒆𝒊𝛚𝒕 = 𝑨𝑷 𝒆𝒊𝛚𝒕 

En remplaçant, on trouve :  

𝑨𝑷 =
𝑭𝟎

ට൫𝝎𝟎
𝟐 − 𝛚𝟐൯

𝟐
+ (𝟐𝜹𝛚)𝟐

 

𝝋𝑷 = −𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ቈ
𝟐𝜹𝛚

𝝎𝟎
𝟐 − 𝛚𝟐

቉ 
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                            𝒙𝑷(𝒕) =
𝑭𝟎

ට൫𝝎𝟎
𝟐ି𝛚𝟐൯

𝟐
ା(𝟐𝜹𝛚)𝟐

𝐜𝐨𝐬 ൬𝛚𝒕 − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ൤
𝟐𝜹𝛚

𝝎𝟎
𝟐ି𝛚𝟐

൨൰      

        A.N :   

         𝒙𝑷(𝒕) =
𝟏𝟎

ට൫𝟕,𝟏𝟐𝟐ି𝟏𝟓𝟐൯
𝟐

ା(𝟐.𝟐.𝟏𝟓)𝟐

𝐜𝐨𝐬 ቀ𝟏𝟓𝒕 − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ቂ
𝟐.𝟐.𝟏𝟓

𝟕,𝟏𝟐𝟐ି𝟏𝟓𝟐
ቃቁ 

𝒙𝑷(𝒕) =
𝟏𝟎

ඥ(𝟕, 𝟏𝟐𝟐 − 𝟏𝟓𝟐)𝟐 + (𝟐. 𝟐. 𝟏𝟓)𝟐
𝐜𝐨𝐬 ൬𝟏𝟓𝒕 − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ൤

𝟐. 𝟐. 𝟏𝟓

𝟕, 𝟏𝟐𝟐 − 𝟏𝟓𝟐
൨൰ 

𝒙𝑷(𝒕) = 𝟓, 𝟒. 𝟏𝟎ି𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟓𝒕 + 𝟎, 𝟑𝟑) 

𝒙𝒉(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) 

𝒙𝒈(𝒕) = 𝒙𝒉(𝒕) + 𝒙𝑷(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) + 𝟓, 𝟒. 𝟏𝟎ି𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟓𝒕 + 𝟎, 𝟑𝟑) 

 

𝒙̇𝒈(𝒕) = −𝟐𝑨 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) + 𝟔, 𝟖𝟑𝑨 𝒆ି𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 + 𝝋) − 𝟎, 𝟖𝟏. 𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟓𝒕 + 𝟎, 𝟑𝟑) 

ቊ
𝒙𝒈(𝒕 = 𝟎) = 𝟎

𝒙̇𝒈(𝒕) = 𝟎, 𝟎𝟒
   

     ⇒  ቊ
𝒙𝒈(𝟎) = 𝑨 𝐬𝐢𝐧(𝝋) + 𝟓, 𝟒. 𝟏𝟎ି𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝟎, 𝟑𝟑) = 𝟎

𝒙̇𝒈(𝟎) = −𝟐𝑨 𝐬𝐢𝐧(𝝋) + 𝟔, 𝟖𝟑𝑨 𝐜𝐨𝐬(𝝋) − 𝟎, 𝟖𝟏. 𝐬𝐢𝐧(𝟎, 𝟑𝟑) = 𝟎, 𝟎𝟒
 

⇒ ൜
𝑨 𝐬𝐢𝐧(𝝋) = −𝟎, 𝟎𝟓𝟏𝟑

𝑨 𝐜𝐨𝐬(𝝋) = 𝟎, 𝟎𝟑
           

⇒ ൜
𝑨 𝐬𝐢𝐧(𝝋) = −𝟎, 𝟎𝟓𝟏𝟑

𝑨 𝐜𝐨𝐬(𝝋) = 𝟎, 𝟎𝟑
    

൜
𝝋 = −𝟏, 𝟎𝟔
𝑨 = 𝟎, 𝟎𝟔

 

𝒙𝒈(𝒕) = 𝟎, 𝟎𝟔 𝒆ି𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧(𝟔, 𝟖𝟑 𝒕 − 𝟏, 𝟎𝟔) + 𝟓, 𝟒. 𝟏𝟎ି𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟓𝒕 + 𝟎, 𝟑𝟑) 


