Régulation et commande des procédés
Chapitre 1 : Analyse de la commande linéaire des systémes continus
1- Introduction aux systémes de commande

Dans plusieurs applications en industrie, il est important de garder a des valeurs fixes,
certaines grandeurs physiques (vitesse de rotation d’un moteur, température d’un four, ...etc.)
. On est donc amené a concevoir des systemes qui commandent (ajustent) ces grandeurs
physiques jusqu’a atteindre la valeur souhaitée (consigne) et la maintenir constante, quel que
soient les conditions de I’environnement.

La commande des systemes permet avant tout de réaliser des opérations répétitives et
difficiles qui ne peuvent pas étre confiées a ’homme, pour différents motifs. Parmi celles-ci :
- La précision : limitée dans le cas de I’intervention humaine.

- L’impossibilité d’effectuer des tAches dans certains environnements.

- La complexité : a partir d’une certaine échelle (grand nombre de paramétres), la commande
manuelle n’est plus envisageable.

- La répétitivité de taches

- La diminution des codts et ’augmentation des rendements : en remplagant la main d’ceuvre
par des robots.

- La recherche de performances élevées (productivité, colt, qualité et régularité des produits,
rapidité des réponses, ...etc.)

A- Definition d’un systéme de commande :

Un systeme de commande est un assemblage de constituants physiques branchés ou
reliés les uns aux autres de telle sorte qu’il puisse commander une grandeur physique sans
I’intervention de 1’étre humain (se régler par lui-méme). Un exemple de systeme de commande
est I’appareil de chauffage (fourneau) a thermostat qui régle la température d’une piéce.

La température de référence qu’on souhaite avoir dans la piéce constitue la consigne de
ce systeme. On la fixe généralement en réglant le thermostat de maniéere appropriée. La
température effective de la piéce constitue la grandeur de sortie.
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Figure 1 : Systeme de commande de la température d’une piéce par un fourneau a
thermostat



Quand le thermostat constate que la tempeérature de référence est plus grande que la
température effective de la piéce, le fourneau fournit plus de chaleur jusqu’a ce que la
température de la piece devienne égale a la température de référence. Alors, le fourneau s’éteint
automatiquement.

Donc, le systéeme de commande regroupe le fourneau qui regle la température et la piece
a chauffer comme systeme a régler.

B- Classification des systémes de commande :
Les systemes de commande entrent dans deux classes générales :

- Les systemes de commande en boucle ouverte
- Les systemes de commande en boucle fermée

Exemple de commande en boucle ouverte :

L’objectif de la commande est de maintenir le niveau constant dans un réservoir, pour cela, il
faut qu’a tout moment le liquide qui entre par 1 soit égale a celui qui sort par 2 ; D1=D..

Le niveau du liquide est appelé grandeur a commander ou bien SORTIE.
L’ouverture de la vanne 1 ou bien le débit en 1 s’appelle ENTREE.

Entrée Réservoir Sortie

> >

(Deébit) (Niveau)

e Probleme de la boucle ouverte

Cette structure peut tres bien fonctionner lorsque rien ne dérange le systéme. Mais lorsqu’une
perturbation se présente (pluie, fuite), cette structure échoue.

Structure en boucle fermée

La structure en boucle fermée est envisagée pour régler en particulier le probléeme des
perturbations. Ainsi, on doit ajouter deux organes principaux a la boucle ouverte pour la
transformer en boucle fermée :

- Un organe de mesure qu’on appelle CAPTEUR (ex : flotteur).

- Un organe de décision qu’on appelle CONTROLEUR.
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Figure 2.a Systéme en boucle ouverte Figure 3.b Systéme en boucle fermée

Dans une boucle ouverte, la sortie du systeme commandé n'affecte pas I'entrée. Dans une
boucle fermée, la sortie du systeme est renvoyée a I'entrée et influe le signal de commande u.
C’est le retour de la sortie qui différencie un systéme en boucle ouverte d’un systéme en boucle
fermée.

Exercice :
Sur un réservoir sont fixées deux conduites, par 1’une se réalise I’apport d’eau avec un débit

Q4, par I’autre se réalise la prise d’eau avec un débit Q. On veut réguler le niveau d’eau h.

1/ Quelles sont les entrees et les sorties du systeme de commande.
2/ Etablir le diagramme fonctionnel du systeme de commande.

Pour pouvoir commander les grandeurs d’un systeme physique (four, réservoir, ... etc.),
nous avons besoin de connaitre son modele mathématique. Le modele mathématique du
systéeme permet 1’analyse du comportement (dynamique) du systéme et la synthese de la
commande.

2. Modele mathématique du systeme : représentation par fonction de transfert

Le modeéle du systeme est la relation mathématique entre I’entrée et la sortie du systeme.
On I’obtient en utilisent les lois connues de la physique, de la chimie, de I’économie, elles
donnent des modeles avec des équations différentielles par rapport au temps.

Exemple : dans un réservoir, si on ouvre la vanne 1 pour remplir le réservoir de 10 litres, on
remarque que le niveau augmente de 20 cm. Dans ce cas, on constate une relation entre 1’entrée
u et la sortie y telle que : y = 2u, qui représente le modéle mathématique du systeme.

Le modéle mathématique d’un systéme lineaire est donné par I’équation différentielle suivante :

d™y(t) dy(t) d*u(t) du(t)
an dtn + - QIT + aoy(t) = bk dtk e bl 7 + bou(t)

ag, .-, an by, ..., by sont des constantes. n est I’ordre du systéme. Cette équation différentielle
représente le modele mathématique du systeme dans le domaine temporel. Commander ce
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systéme nécessite la résolution de cette equation différentielle. Résoudre des équations
différentielles directement dans le domaine temporel peut étre complexe, surtout lorsque le
systéeme est d'ordre élevé (n > 2). En passant au domaine fréquentiel avec la transformée de
Laplace, ces équations différentielles se transforment en équations algebriques, beaucoup plus
simples a résoudre. Ainsi, grace a cette transformation, on peut :

= Faciliter I'analyse et la conception des systemes de commande en boucle fermée.
Analyser plus facilement la stabilité.
Concevoir des contréleurs (PID, correcteurs) via des outils comme Bode et Nyquist.
Séparer les réponses transitoires et stationnaires.

3. Transformeée de Laplace

3.1. Définition

Soit une fonction f(t), la variable "t" est le temps et f(t) = 0, t < 0. Soit une variable
complexe p = ¢ + jw, la transformée de Laplace (TL) de f(t) est une fonction F(p) définie
par :

Fo) =TLFO) = | f@ede
0

La fonction F(p) est une fonction complexe d’une variable complexe p (aveC p = 0 + jw), o
est la partie réelle, w est la partie imaginaire.

La fonction f(t) s’appelle 1’original ou I’inverse de F(p), ou encore sa transformeée inverse.
F(p) est fonction rationnelle.

Fp) = bap™ + bp_1p™t + - + bip! + by
p)= a,p" + ay_p"t + -+ aypl + a,

3.2.Propriétés fondamentales de la transformation de Laplace

Il est important de connaitre les propriétés de la transformée de Laplace pour faciliter le calcul
des transformées de Laplace de certains signaux.

Soient deux fonctions f; (t) et f5(t), les TL de ces fonctions sont données par :

e TL[A(®] = Fi(p)
e TL[,(D]= F.()

Si on considére deux constantes réelles a; et a,, les propriétés suivantes s’appliquent.

a) Multiplication par un scalaire :
TLLaf ()] = aF(p)

b) Linéarité ou superposition
TL [ay f1(t) + a3 f2(D)] = a1F1(p) + a; Fo(p).

c) Translation temporelle (retard) :
TLIf(t —=D)] = F(p)e™™

d) Translation temporelle (avance) :



TL[f(t +1)] = F(p)e*™

e) Multiplication part:
TLIEF(0)] = -2

dp

f) Multiplication par la fonction exponentielle:

L[e™®f(O)] = F(p+a)

g) Multiplication de deux fonctions temporels :

TLIA@® * (D] = Fi(p) * F(p)

h) Dérivation par rapportat:
TL [L2] = pF () - £(0). Si £(0)=0: TL [LE] = pF (p)

i) Intégration par rapportat :
TLIJ; f(D)dt] = F(”)

j) Théoréme de la valeur finale :
tlim f@) = lin& pF (p)
—00 p-

k) Théoréme de la valeur initiale :
im f(t) = lim pF (p)
- p—00
Silalimiteent = 0 de f(t) existe.

3.3. Transformée de Laplace inverse

A partir d’une fonction F(p), on veut retrouver sa fonction originale f(t) en utilisant la relation
suivante :

f@® =TL'[F(p)] = [ F(p)e*Ptdp

3.4. Transformées de Laplace de quelques signaux usuels
Certaines entrées types permettent de définir les critéres de performances du systéme. Parmi
lesquelles on trouve :

a) Echelon unité :
L’échelon unité est la fonction u(t) telle que :

1sit=0
0 sit<O !

u(t) = {

U(p) =TL[u®)] =~

Un échelon non unitaire f(t) = A.u(t) d’amplitude A, aura une transformée de Laplace :
F(p) =TL[f(©)] = TL[A.u(®)] ==

b) Rampe:



Soit la fonction rampe v(t), définie par :

_(t sit>0
v(®) ‘{0 sit<0

Sa TL est donnée par: V(p) = TL[v(t)] = piz " |

c) Impulsion de Dirac :
11 s’agit d’une fonction nulle partout sauf pour t=0 ou elle a une valeur infinie.

i)

I'(p) =TL[5(®)] =1

1
a

d) Signal sinusoidal

On considere un signal sinusoidal s(t), sa TL est donnée par les deux résultats suivants :
. w
o Pours(t) = sin(wt) — S(p) =TL[s(t)] = v
o Etpours(t) = cos(wt)— S(p) = TL[s(t)] -

= p2+w2
e) Signal quelconque :

Face a un signal quelconque, il est plus simple de décomposer le signal en une plusieurs signaux
usuels et obtenir la TL de chaque signal usuel séparément pour a la fin appliquer le principe de
la superposition.

3.5.Exemple

Soit r(t) un signal carré donné graphiquement
par la figure ci-contre : v [

1) Calculer TL{r(t)}.

2) Quelle est I’expression de TL{r(t)} dans le | s 2 l
cas ol 11=0 et to=T.

3) Montrer que si A=1/t et si t—0, alors

TL{r(t)}=TL {6(t)}=1

Solution :

1) On decompose le signal en plusieurs signaux usuels :

\ [ ’7 | : AT o)

o (t)
On remarque que le signal r(t) est une combinaison de deux échelons r;(t) et r,(t),
d’amplitudes A et -A, avec un retard temporel 7; et 7,, respectivement.
Donc : r(t) = ry(t) + r,(t)

v




Asit>t

Avec : ‘r‘l(t)ZAu(t—Tl):{O Sit<’l’11
—Asit>rt
rz(t)zAu(t—rz)z{ 0 sit<122

LT[Au(0)] = A.% et TL[f(t —7)] = F(p)e ™, donc :

LT[r(6)]= LT[r;()]+ LT[r,(6)]

LT[r(t)]= ge_m’ - ge_fzp

LT[r(t)]= g(e_flp — e 2P),
2) Ona  U(p) = TL[u(t)] = %

Remarque : Pour transformer des fonctions qui ne sont pas nulle pour t<0, on les multiplie par
I’échelon unité u(t).

Exemple :

TL[e™!] =TL[e"tu(t)] = foooe‘tu(t)e‘ptdt = f0°° u(t)e~®+Vtge

(o] _ -1 . . 4 .
= 1_f0 e (p+1)tdt=P_+1(e (p+D.0 _ 4 (p+1)0]
-1
=——0-1]=——
P+1( ] P+1

Donc la TL est applicable que pour les fonctions qui sont nulles pour t < 0.
Le tableau des fonctions usuelles contient les TL des fonctions aprés leur multiplication par
I’échelon u(t), ¢ a d, des fonctions nulles pour t < 0.

3.6.Mise en équation des systemes linéaires :

a) Définition d’un systéme linéaire :

Un systeme est lin€aire s’il est décrit par des équations différentielles linéaires a coefficients
constants.

d™y(t) dy(t) d™u(t) du(t)
an i +--~+a17+a0y(t) =bmdt—m+"'+b1 dt
a;, b] sont des constantes.

Ce type de systémes satisfait le principe de superposition, a savoir :

- Six (t)>Sys2>y,(t)
- Six,(t)2>Sys2>y,(t)

- Estceque| x(t)>Sys> ?y(t)
- k.x(t)>Sys™> ? k.y(t)

Avec x(t) = x1(t) + x5 et y(t) = y,(t) + y,(t). OU, x(t) est une des entrées typiques (échelon,
rampe...etc.) et y(t) est la sortie (réponse du systéme).

+ byu(t)
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b) Réponse d’un systéme linéaire en régime transitoire et permanent :

e Réponse du systéme linéaire en régime permanent :

Un systéme lin€aire qui est soumis a une entrée typique, au bout d’un moment, donne une
réponse qui a la méme forme (de méme type) que I’entrée lui en appliquée. A ce niveau, le
systeme aurait atteint son régime permanent.

Exemple d’un systéme soumis a une entrée échelon :
X(t) : entrée échelon, y(t) : réponse du systeme . x(8), y(t)

. - : x(®) =u®r £ ]/'\T\T\f‘——— -----------
La réponse en régime permanent est la partie de
la reponse du systeme qui NE tend PAS vers 0 Transitoire — — Permanent -
quand t — co. ' "

Exemple : y(t) = 3 + 2t + e~5¢. Donc la réponse en régime permanent est (3 + 2t).

e Réponse du systéme linéaire en régime transitoire :

Le régime transitoire (partie oscillatoire) est le régime qui procéde le régime permanent. La
réponse en régime transitoire est la partie de la réponse du systéme qui tend vers 0 quand ¢ — oo.

Exemple : y(t) = 3 + 2t + e~>t. Donc la réponse en régime transitoire est e ~>¢.
3.7.Schéma (diagramme) fonctionnel :

On représente un systeme de commande habituellement par un schéma appelé schéma
fonctionnel ou schéma bloc. Un schéma fonctionnel comprend généralement les éléments
suivants :

- Une chaine directe : constituée d’un régulateur + une FT du systéme

- Une chaine de retour : constituée d’un capteur.

- A l’intersection de ces deux chaines, on trouve le comparateur qui calcule la différence
entre la consigne et la mesure réelle de la grandeur a régler.

- On peut trouver aussi un sommateur —"ﬁ?

_Chaine directe

x(t) : Entrée consigne e : i u . i y(t) : Réponse (sortie)
+ Régulateur p| FTdusysteme ! »

..............................

4. Etude des systemes linéaires du 1°" et du 2" ordre : FT et Analyse du comportement

dynamique



4.1.Mise en équations différentielles et notion de Fonction de Transfert (FT) :

Considérons un systeme linéaire possédant une entrée u(t) et une sortie y(t) :

Entrw Y(t)

Ce systéme est décrit par une équation différentielle d’ordre n comme suit :

d™y(t) dy(t) d™u(t) du(t)
gm0 =g+ a0y (O) = b =g e by =g bou(t)

Avecn,m € N,m < n et a;, b; sont des constantes.

Si on applique la transformée de Laplace a cette équation, et en supposant que les conditions
initiales sont nulles, on obtient :

.dny(t) _ dmu(t) B

TL|ZE2| = pry (p) et TL[Z2E] = p U (p)
[d™1y(t) _ a1y (e) )

TL ] dtn:)_/l ] = pn 1Y(p) et TL[ dtml—Ll ] — pm 1U(p)
[dy(t)] _ au®] _

L= ] =pY(p) EtTL[ m ] = pU(p)

En remplagant dans 1’équation précédente, on trouve :

a,p"Y(p) + -+ a;pY(p) + aoY(p) = byp™U(p) + -+ + bypU(p) + byU(p)
Soit
(app™ + -+ aip +apg)Y(p) = (byyp™ + -+ + byp + bo)U(p)
D’ou:
a,pt+ -+aptag

Y(p) = U(p)

La fraction rationnelle de deux polyndémes de la variable complexe p est appelée Fonction de

Transfert (TF) qu’on nomme G (p), avec G(p) = %,
Il est de méme possible de factoriser G (p) sous la forme suivante :

_ Y(p) _ bm(p - Zm)(p - Zm—l) (P - ZO)
Up) an(@—pn)®—Pn-1) - (@ —Po)

G(p)

Les racines z; qui annulent le numérateur sont appelés les zéros de la fonction de transfert. Les
racines p; qui annulent son dénominateur sont les péles de la fonction de transfert. Ces
parameétres peuvent étre complexes ou réels. Le degré n du polyndme du dénominateur est
appelé I’ordre du systeme.

On peut aussi écrire la FT de G (p) sous sa forme canonique qui montre bien le gain statique
K:



6(r) — 1 A +up)d+13p) .. (1 +3p)
p)=R.-5q A+tp)A+1p) ... (1 + T_0P)

Avec 7; , T; sont des constantes du temps.

4.2.Repreésentation par équation différentielle d’un systéme du premier ordre :

Les systemes du premier ordre se retrouvent dans de nombreux domaines sous forme de :

- Des circuits RC, qui filtrent les signaux, en électronique.
- Des systéemes amortis comme les véhicules avec suspensions, en mécanique.
- Des objets chauffés qui atteignent un équilibre thermique, en thermodynamique.

Un systeme est dit du 1° ordre si la relation entre son entrée et sa sortie est une équation
différentielle du 1° ordre.

L’équation différentielle type d’un systéme du premier ordre est donnée par 1’expression
suivante :

dy(t) du(t)
a; It + agy(t) = by ST + byu(t)

ou:

- y(t) est la sortie du systéme,

- u(t) est I’entrée appliquée au systéme,
- aq,ag, by et by sont des constantes.

Exemple : établir I’équation différentielle du circuit RC suivant :

R it)
| e ERO Y
Som—
wt) :'-f,.(r,'I ¢ T—— )[ ve(t) = y(t)
-

Selon la loi des mailles de Kirchhoff : vz(t) = Vg(t) + vi(@®)
Donc : vg(t) = Ri(t) + vs(b)
Avec v,(t) = %f i(t)dt ,donc : i(t) = C% (v (D).

D’ou I’équation différentielle du premier ordre liant I’entrée et la sortie du systéme :
Cdv,(t)
dt

vg(t) = R + v(©)

Si on remplace v, par y(t) et vy par u(t), on obtient une équation différentielle d’un systéme
du premier ordre d’entrée u(t) et de sortie y(t) est :

dy(t) 3
RCT-F y(t) = u(t)
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L’¢équation ainsi trouvée est une équation différentielle du premier ordre qui modélise un
systeme du premier ordre électrique.

4.3.Fonction de transfert d’un systéeme du premier ordre :
Soit I’équation différentielle suivante qui décrit un systéme du premier ordre (n = 1,m = 0):

dy(t)
M

+agy(t) = bou(t)

La fonction de transfert d’un systéme du premier ordre est obtenue en prenant le rapport entre
la transformée de Laplace de sa sortie et celle de son entrée, tout en considérant les conditions
initiales nulles (y(0)=0...etc.), Donc, en appliquant la TL sur cette équation différentielle, on

obtient :
a1 (pY (p) —y(0)) + agY(p) = boU(p)
Considérons les conditions initiales nulles (y(0)=0), I’expression précédente devient :

(a1p + ap)Y(p) = boU(p)

b

D’ou: Yp) = 5U@)
by
Ce qui donne : Y(p) = (a_l‘;—"H)U(p)
ag

Si ? =Ket % = 7, on retrouve la forme générale de la FT d’un systéme du 1* ordre:
0

0

Y(p) K
Up) 1+t.p

ou:

- Y(p) est la TL de la sortie du systéeme,

- U(p) est la TL de I’entrée appliquée au systéme,

- T est appelé constante du temps, il représente la rapidité du systeme.
- K est appelé gain statique du systeme.

L’analyse des dynamiques du systeme du premier ordre permet de déterminer sa réponse
temporelle et fréquentielle, en fonction de sa constante du temps 7 et de son gain statique K, ce
qui est essentiel pour la conception et le contréle de ces systémes physiques. Reppelons
I’exemple du circuit RC qui a comme équation différentielle :

dy ()

RCT‘}‘ y(t) = u(t)

Par application de la TL, on obtient :
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RC.(p.Y(p) —y(0)) + Y(p) = U(p)

Si on considére que les conditions initiales sont nulles, ca d : y(0)=0, on trouve :

(RC.p + DY (p) = U(p)
D’ou

Y(p) =

T7RCpO WP

On en déduit I’expression de la fonction de transfert, G(p):

Y(p) K
Ulp) 1+t.p

G(p) =

-avec K = 1lett = RC.

4.4.Réponse indicielle d'un systéme du premier ordre :

L’analyse du comportement dynamique d’un systéme du premier ordre nécessite la
détermination de sa sortie y(t) dans le domaine temporel pour une entrée déterminée u(t).

On examine la réponse temporelle y(t) a une entrée échelon d’amplitude Ao (u(t) =
AT(t), on note T'(t) ’échelon unitaire). La réponse indicielle est calculée selon les étapes
suivantes :

A Ag.K _t
U(t) = AOF(t) —) U(p) = FO —) Y(p) = p(li—‘rp) —) y(t) = KAO(]. —e T)
. _ N K _ A_O K
car:Y(p) = G(p).U(p) = U@ = 7

. Ag.K P . .
on décompose Y (p) = 2’1+/T) en éléments simples comme suit :
p(-tp

T

Y(p) 4 + C
p)=—
p (L
(Z+p)
_ _ Ao.K/T _ Ao.K/T —
o A=pY(P)lp=0o = ovs et [ s gy Ao K
T p=0 T p=0
1 1 Ag.K Ag.K
. B=(;+p)Y(p)| _ =(;+p)—é’3+/§ =—°p” = —4.K
p=—-1/t p(;+p p=—1/7 p=-1/t
Donc :
Ay K Ay K 1 1
V() === = Ao.K |- -

1 p 1
(z+7) (n+3)
Nous obtenons y(t) en effectuons la TL inverse de Y(p) comme suit :
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1 1 _t
y(t) =TL 1|4, K ST =A4,.K (u(t) —e m(t))

(p+3)
Cequidonne: y(t) = Ay.K (1 — e"é) u(t)

Cette réponse y(t) montre que la sortie suit une croissance exponentielle vers la valeur finale
K.A, comme le montre la figure suivante :

~Y(1) K.A, = 100%
95%| "
63% 17

N
-~

r Jr

- Enrégime permanent y(«0)=K.Ao ; K.Ao est appelé gain statique, si u(t) échelon unité, Ag=1.

- Laconstante de temps t indique la rapidité de la réponse du systeme. Plus t est petit, plus

la réponse est rapide. Sa valeur est déterminée graphiquement pour y(t) = 63%. y ().

- Le temps de réponse de ¢, = 37, separe le régime transitoire du régime permanent, car
la réponse du systéme est proche de 5 % de sa valeur finale. Donc : y(37) = 95%. y(c0).

Ces parameétres sont spécifiques pour les systemes du premier ordre et de valeurs différentes
d’un systéme a un autre.

4.5.Représentation par équation différentielle d’un systéme du second ordre :

Un systeme est dit du second ordre si la relation entre son entrée et sa sortie est une équation
différentielle du 2éme ordre.
La forme générale de 1’équation différentielle d’un systéme du second ordre d’entrée u(t) et
de sortie y(t) est la suivante:

d?y(t) dy(t)
qi2 + 28 w,. It

+ w3 .y(t) = Kw . u(t)

Avec :

K Gain statique,

¢ Coefficient d’amortissement,
wo Pulsation propre.

Exemple : établir I’équation différentielle qui décrit le circuit RLC suivant:

H L
ve(t) = u(t)l Tl‘ vs(t)
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Nous pouvons écrire avec le méme principe que pour I’exemple précédent :

di(t) =
—vg(t) + Ld—t + Ri(t) +vs(t) =0

Cdvg (t)

Avec:i(t) = "

Comme précédemment, on peut obtenir une équation différentielle reliant la sortie y(t) a I’entrée
u(t):
d?ve(t dvs(t
c s(t) N s(t)

a2 RC it + vs(t) = vg(t)

Si on remplace v, par y(t) et v par u(t), on obtient une équation différentielle d’un systéme
du second ordre d’entrée u(t) et de sortie y(t) est :

d*y(t) Edy(t)+i
ez L dt Lc”

1
(®) = —=u(®)

L’équation ainsi trouvée est une équation différentielle du second ordre qui modélise un systéme
du second ordre €lectrique.

4.6.Fonction de transfert d’un systéme du second ordre :

L’ expression générale de 1’équation différentielle d’un systéme du second ordre d’entrée u(t)
et de sortie y(t) est la suivante :

d*y(t) dy(t)
a2 +2§w0.—dt +

w3.y(t) = Kwi . u(t)
En appliquant la TL sur les deux cotés de cette équation différentielle, on obtient :

(P?*Y () = ¥'(0) = y(0)) + 2§ wo (PY (p) — ¥(0)) + w5 .Y (p) = Kw§. U(p)
Considérons les conditions initiales nulles (y(0) = 0, y'(0)), I’expression précédente devient :

(p% + 28 wop + w§) .Y (p) = Kw. U(p)

Do V() = ()
ou. p)= (p2+2E wop+w3) p
Ce qui donne : Y(p) = 75— U(p)
(”—2+—2p+1>
wy @

La fonction de transfert est obtenue en prenant le rapport entre la transformée de Laplace de la
sortie et celle de son entrée, donc la forme générale de la FT d’un systéme du 2" ordre est:
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Y(p) K

Reprenons 1’exemple du circuit RLC qui a comme équation différentielle :

d?y(t) Rdy(t) 1
acz L ar Tic’

1
(® = 7u(®)

Par application de la TL, on obtient :

1
U(p)

R 1
(p?Y(p) —y'(0) — y(0)) + 7Y —y(O0) +7Y(P) = 17

Considérant des conditions initiales nulles dans I’équation différentielle précédente :

(v + 19+ 22)Y@) = 2 U@)
PP TIe) W =Y

D’ou:

La FT d’un systeme de second ordre électrigue est alors présentée comme suit :

Y(p) K

ORI
Wo

H(p) =
=

p w2

4.7.Réponse indicielle d’un systéme de second ordre :

La réponse indicielle a un échelon unitaire, d’un systéme du 2" ordre est :

1 K Kwg?
= I—' — = - Y = = 0
u(t) (t) U( p) " —) ( p) P-<1+2—2P+:;022) p.(P2+2Ewop+wo2)

Pour trouver y(t), nous avons besoin de calculer les racines du dominateur, ¢ a d : résoudre
2% p* _
p+ i 0

wo
28\? 1 4
A=(—> —4—=— (-1
o o = wg? & -1

I’équation 1 +

Trois cas possibles :

A= 0,si & = 1: les deux pbles sont égaux et réels. lls valent —w,

A> 0, si &> 1:dans ce cas les pbles sont réels : —éwy F wy /€2 — 1

A< 0,si & < 1:lesdeux poles sont des complexes conjugues.
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La derniére étape de détermination de y(t) nécessite 1’étude de trois cas en fonction de € :

« &> 1, régime apériodique.

Le discriminant réduit de 1’équation caractéristique du dénominateur est alors
A=E-Dw* >0

Le dénominateur possede donc deux pdles réels négatifs distincts :

pl2 = —fwp Tt wey § — 1

Kwo®

Y(p) =
N RIS
On cherche alors a exprimer Y(p) sous la forme :

a
v(p =2+t st
b b —P1 P — D2
afin de calculer aisément la TL inverse de Y(p).

tels que :

On obtient :

1 1 1

Y(p) = K.[—+ 2. N A 1§ ]

P P1—DP2 P —P1 DP2—DP1DP— P2

D’ou par TL?:
p2 pl
t = K_ 1 _— pait _ pzt]
y(®) [ +p1—pZe +p2—ple

Ona:

tlim y(t) = K (p,et p, deux poles reels négatifs),

y'(0) = 0 la tangente a 1’origine est nulle.

Dans I’hypothése ou & >> 1, la réponse du systéme de second ordre est similaire a celle du
systeme du ler ordre. A la différence d’un premier ordre le tracé de y(t) (en trait plein pour &
>> 1) est caractérisé par I’absence de cassure a I’origine (y'(0) = 0), cependant, trés rapidement,
il rejoint le tracé du premier ordre (en pointillés) exprimé précédemment.

i)

-
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