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Chapitre 4

Fonctions réelles d’une variable réelle

4.1 Notion de fonction

Définition 4.1.1. Une fonction réelle f d’une variable réelle est la donnée d’un ensemble
Dy C R et d'une relation qui a tout x € Dy associe un et un seul réel f(x) € R.
On appelle Dy le domaine de définition de la fonction f et on écrit Dy = {z € R |

f(z) existe}.

Exemples.
1. f(x)=2x+3,f(0) =3, f(1) =5, f(—2) = —1. Chaque z a une unique image.
2. La relation y = +/x n’est pas une fonction car a x = 4 correspondent deux valeurs
y=2ety=—2.

fe) = — = Dy =R\ {2}

g(x) =V +4= D, =[—4,+o0|.
h(z) = In(x — 3) = Dy, =|3,+o0].

Le graphe d’une fonction f: Dy C R — R est la partie 'y de R? définie par :

Py ={(z, f(x)) |z € Dy} .

Exemple. Soit f :] — 00, 0[U]0, +00[— R définie par f(x) = <.

Le graphe de f est :
1
Ff:{<x,> ]xGR*}.
x



4.2 Sens de variation

Définition 4.2.1. Une fonction f est dite :
— croissante sur Dy si :Vxy,29 € Dy, x1 < 29 = f(21) < f(22)
— décroissante sur Dy si :NVxq,29 € Dy, 21 < 29 = f(21) > f(22)

— strictement croissante/décroissante avec des inégalités strictes

) Y

S RN

T T

Fonction croissante Fonction décroissante

Exemples :

f(z) = 2z + 1 : strictement croissante sur R.

g(x) = —2* : croissante sur | — 00; 0], décroissante sur [0; 4+-o0].

4.3 Opérations sur les fonctions

Définition 4.3.1.
— Somme : (f +g)(x) = f(z) + g(x), Dyyg = Dy N Dy
— Produit : (f x g)(x) = f(z) x g(z), Dfxg = Dy N Dy
— Composée : (fog)(x) = f(g(x)), Dsog = {x € Dy | g(x) € Dy}
) (@) = 75, Dy ={x € Dy | f(x) # 0}
Exemple. Si f(z) = 22 et g(x) = \/z alors (f+g)(z) = 2*+/x et (fog)(z) = (Vr)* ==

sur RT).

7)

— Inverse : (

|

4.4 Parité et périodicité

Définition 4.4.1. (parité) Soit f définie sur un intervalle I symétrique par rapport a 0,
c’est-a-dire de la forme | — a,a] ou [—a,al(a > 0) ou R. On dit que :
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o [ estpaire si :Vr €1, f(—x) = f(x).
o f est impaire si : Vo €I, f(—x) = —f(x).
Interprétation graphique :

f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées (figure de gauche).

f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine
(figure de droite).

Y Y
i e
1 1 x i 1 x
—a a : a
Fonction paire : f(—xz) = f(z) ‘ f{a)
Fonctioy impaire : f(—x) = —f(x)

Exemples.

La fonction définie sur R par x — x% est paire.

La fonction définie sur R par x — x® est impaire.

La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.

La fonction définie sur R par x — x® + x n'est ni paire ni impaire.

Définition 4.4.2. (périodicité) La fonction f : R — R est périodique de période T > 0
S

Ve e R, f(z+T) = f(z).
Interprétation graphique : Une fonction f est périodique de période 7" > 0 si son
graphe se répete identiquement sur des intervalles de longueur 7.

y
N flxz+2T) flz+4T)

DAANAN
NRATARIAY

1. Les fonctions trigonométriques cos : R — R et sin : R — R sont périodiques de
période 27. En effet, Vo € R

P

Exemples.

cos(z + 2m) = cos(z),
sin(x + 27) = sin(x).
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2. La fonction f: R — R définie par f(x) = x — [z] est périodique. En effet, pour tout
reR et tout k € N*, on a :

fle+k)=(x+k) =[x+ kl=(x+k)—([z] + k) =2 — [z] = f(z).

Ainsi, 1 est une période de f, et tout entier naturel non nul k est également une

période.
Yy
1
/ . / flz) =2 —[z]
x| : 5

période
4.5 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 4.5.1. Soit f : I C R — R une fonction.
— f est majorée sur I si : AM € R,)Vx € I, f(x) < M.
— f est minorée sur I si : 3m € R,Vo € I, f(x) > m.
— f est bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire : AM >

0,Vz € I, | f(x)] < M.
Yy

X

Fonction minorée mais non majorée Fonction bornée

Exemples.
1. Soit f(x) =sin(z), Dy=R.
Magjorée : ¥V € R,sin(x) < 1 (majorant : M = 1).
Minorée : Vx € R,sin(x) > —1 (minorant : m = —1).
Bornée : VY € R, |sin(z)| < 1.
2. Soit g(x) = —2*, D, =R.
— Magjorée : Vo € R, —x* < 0 (majorant : M = 0).
— Non minorée : quand x — oo, g(xr) — —0o0
3. Soit h(x) =2, D, =R.
— Minorée : Vz € R,x? > 0 (minorant : m = 0).
— Non majorée : quand x — oo, h(x) — +0o0.
4. Soit t(x) =23, D;=R.
— Non magjorée : quand x — +oo, t(x) — +00
— Non minorée : quand x — —oo, t(x) — —o0.

>



4.6 Limites

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xqg € I ou une
extrémité de I.

Définition 4.6.1. (Limite finie en un point) On dit que la fonction f admet pour limite
le nombre réel { quand x tend vers xqy Si :

Ve>0, 30>0, Ve el |zv—x <d=|f(zx)—{] <e.
On note : xli_)rgclo fz)=¢.

Remarque. La définition mathématique de la limite peut s’interpréter géométriquement
en termes d’intervalles :

— L’inégalité |v — xo| < 0 définit un intervalle ouvert centré en x :
x €|xg — 0,29 + 9|

Cet intervalle représente un voisinage de xy sur l’aze des abscisses.

— L’inégalité | f(x) — {| < € définit un intervalle ouvert centré en ( :
flz) €]l —e, l+¢|

Cet intervalle représente un voisinage de £ sur l’axe des ordonnées.

Exemple. Soit f(x) = 3z + 1. Montrons que li_)rr% flz)=T1.
Pour tout € > 0, on cherche § > 0 tel que :

lt —2|<d0=|Bx+1)—T7<e
Or |3z — 6| = 3|z —2| < e. Il suffit donc de prendre § = 5. Ainsi, la définition est vérifiée.
Définition 4.6.2. (Limite a droite) La fonction f admet pour limite € a droite en xq si :
Ve>0, 30 >0, Veel, 0<z—x0<d=|f(x)—{| <e.

On note : lim flz)=¢.

I‘).’EO



Définition 4.6.3. (Limite a gauche) La fonction f admet pour limite ¢ a gauche en xg
St
Ve>0,30>0, Veel, 0<zy—x<d=|f(x)—( <e.
On note : lim f(x) = (.
=T
Remarque. Si la fonction f a une limite en xq, alors ses limites a gauche et a droite en
o coincident et valent lim f(z).
T—x0

Exemple. Soit la fonction partie entiére f(x) = E(x). En x9g=2 :
— Limite a gauche : lirgl E(x)=1
T—2

— Limite a droite : lim E(x) =2
z—2t

Puisque les limites a gauche et a droite sont différentes, la limite en 2 n’existe pas.

E(z)
34 o0
lim F(x) =2
N (x)
lim E(z) =1
T—27
117 e
——O-—o0 f f f X
1 2 3 4

Définition 4.6.4. (Limite +00 en un point) On dit que f tend vers +oo quand x tend
vers T St :

VA>0, 30 >0,Vx €I |[x —xo| <= f(x) > A.

On note : xli_)rgo f(z) = +o0.



Montrons que lim f(z) =+o0 :
T—r
Soit A > 0 un réel arbitraire. On cherche 6 > 0 tel que :

1
R\ {1 -1 — > A
Ve e R\ {1}, |« |<5:>(x_1>2>

On a
1
(x —1)2
On choisit donc § = ﬁ.

Vérifions que ce choix fonctionne :
Soit x € R\ {1} tel que |[x — 1] < = ﬁ. Alors :

1 1
>A — (z—1)72%< = —
(r-D"<7 JA

= jr—1 <

1 1 1
r—1<——==(z-12<—=———>A

VA A (z—1)?

Ce qui prouve que lin% f(z) = +o00. La droite x = 1 est une asymptote verticale.
T—>

Définition 4.6.5. (Limite { en +oo) On dit que f tend vers £ quand x tend vers +oo
S
Ve >0, AM >0 tel que x > M = |f(z) — (| < e

On note : EIJP flz)=1¢




1
Exemple. Soit f(x) = — + 2. Montrons que 1_131 f(z) =2.
xr T 0o
Pour tout € > 0, on cherche M > 0 tel que :

1
:1:>M:>‘<2+>—2‘<5
xr

1 1 1
C’est-a-dire H < g, soit x > —. Il suffit donc de prendre M = —. La droite y = 2 est une
x € €
asymptote horizontale.

Définition 4.6.6. (Limite 400 en +00) On dit que f tend vers 400 quand x tend vers

+00 s :
VA >0, 3M >0 tel quex > M = f(z) > A

On note : lim f(z) = +o0
T—+00

Exemple. Montrons que EIJP 2? = +oo en utilisant la définition mathématique de la

limite.

Soit A > 0 arbitraire. Nous cherchons un réel M > 0 tel que pour tout x > M, on ait
22 > A.
Comme x > 0 (puisque x — +00), la derniére inégalité est équivalente d :

x> VA.

PosonsM:\/Z:
r>VA=2t> (VA =22 > A

Ce qui prouve que : lim 2% = +o0.
T—+400

Proposition 4.6.1. (Unicité de la limite) Si une fonction f admet une limite en x,
alors cette limite est unique.

La démonstration de cette proposition est similaire a celle de I'unicité de la limite pour
les suites.

Les théoremes suivants permettent de calculer la limite d’une fonction en un point g
(fini ou infini) & partir des limites de ses composantes. Ces résultats sont essentiels pour
le calcul pratique des limites.



Proposition 4.6.2. (Opérations algébriques sur les limites) Soient f et g deux fonctions
telles que lim f(x) = et lim g(x) = {'. Alors :
T—TQ T—T0

1. Somme : lim [f(z) + g(z)] = (+ '
2. Produit : lim [f(x)-g(x)]=¢-V
T—T0

3. Quotient : Si ¢’ # 0, lim @) = é,

4. Multiplication par un scalaire : Pour tout A € R, lim Af(z)] =\

T—T0

Démonstration.
Preuve pour la somme :
Soit € > 0 arbitraire. Par définition :

— 361 > 0 tel que Vo, 0 < |z — x| < 0y = |f(z) —{| < §
— Jdy > 0 tel que Vz,0 < |z — x| < o = |g(z) — | < §
Posons § = min(dy, d2). Alors pour tout z tel que 0 < |z — xo| < 6 :

(F() + gl@) — (€ + )] < [F(@) — € +lo(e) — €] < 5 + 5 =2

Ce qui prouve que xhjl}()[f(x) +g(x)=0+10.

Preuve pour le produit :
Soit € > 0. On veut montrer que |f(x)g(x) — €'| < € pour z assez proche de .
On écrit :

|f(2)g(x) — 0] = | f(x)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — L] < |g(@)[[f () — €] + €] |g(x) — €]

Comme lim g(z) = ¢, il existe d; tel que pour 0 < |z — zo| < 01, |g(z)| < [¢'| + 1.

Tr—rxTQ
De plus :
— 3d5 tel que pour 0 < |z — o] < do, |f(z) — 4| < S(GE]
— 305 tel que pour 0 < [z — 20| < 03, [g(x) — | < 577
Posons 6 = min(dq, d2, d3). Alors pour tout x tel que 0 < |x — xo| < 9 :

o) =11 <11+ ) 5y + M gy <3+ =

O]
Exemples.
1
1. Calculer lim (:c2 + ) )
x—2 r—1

) 9 ) 1

limzc =4 et lim =1

T2 z—>2 1 — 1

Par la propriété de la somme :

1
lim<x2+ ):4+1:5
x—1

z—2
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2_9 1
2. Calculer lim <M> )
z—1 2 +1

lim(32> =20 +1)=3-2+1=2, lim(z*+1)=1+1=
z—1 r—1

Par la propriété du quotient :

. 32 —2x+1 2
lim|——m—m | ===1
z—1 | 2

Proposition 4.6.3. Si lim f=/{ et limg =/, alors lim (go f) = /('.
T—T0 z—f T—X0

Exemple. Soit f(z) = 22 et g(x) = \/x. On considére la limite en xy = 2.
Ona :
lim f(x) = lim 2* = 4

r—2 r—2

et

r—4

lim g(x) = lim /7 = 2

D’aprés la proposition, on a :

hm(go flx) = }}1_)1%\/; = 2.

z—2

Proposition 4.6.4.
o Sif<get hm f=Cet lim g=1/, alors { < (.

T—T0

o Sif<get hrnf +00, alors hmg—+oo

Tr—TQ

Théoréme 4.6.7. (Théoréme des gendarmes) Si f < g < h et si hm f=1lim h=1¢

Tr—TQ

alors g a une limite en xq et xlggo g=>_.

Exemple. Calculer 1i£1(1)($ -sin(1)).
On a )
—lz] <z -sin(~) < |z|
x

Comme lir% |z| = 0, par le théoréme des gendarmes :
T—

lim (x - sin(l)) =0

z—0 x

e Formes indéterminées : co — 0o; 0 X 00 ? s o 199 0°.

4.7 Fonctions continues

Soit f une fonction définie sur un intervalle I CR et a € .

11



4.7.1 Définitions
Définition 4.7.1. (Continuité en un point) On dit que f est continue au point a € I ssi :
lim f(2) = f(a).
Cette définition équivaut a la définition mathématique :

Ve>0,30 >0,Ve e I, |z —a| <d=|f(x)— f(a)] <e.

Définition 4.7.2. (Continuité sur un intervalle) La fonction f est continue sur l'inter-
valle I si elle est continue en tout point de I.

e Interprétation géométrique de la continuité sur I :
Une fonction est continue sur un intervalle I si on peut tracer son graphe sans lever
le crayon. Graphiquement, cela se traduit par une courbe sans saut.

Y Y

/\/ /‘/

T T

Honction continue Fonction discontinue

Exemple. La fonction f(x) = x? est continue sur R. En effet, soit a € R et e > 0. On
cherche 0 > 0 tel que :

lz—a|<d=|2°—d®|<¢
Or |z* — a*| = |z — al|z + a|. Si |z —a| <1, alors |z| < |a| + 1, donc |z + a| < 2|a| + 1.
Choisissons 6 = min (1, m;ﬁ) Alors :

|z —a| < =|2° —d®| <0(2]a| +1) <e.

4.7.2 Discontinuités de premiere et de seconde espece

Définition 4.7.3. Une fonction f présente une disconlinuilé de premiere espéece en a si :
lim f(z) =406 et lim f(x)=/{
z—a~ z—at

avec U1 # Uy et U1, 05 € R.

Exemple. La fonction partie entiére f(x) = E(x) présente des discontinuités de premiére
espece en tous les entiers.

Yy
31 —
2+ —o
1+ e—o
T U A % T x
—1 1 2 3
—1o
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Définition 4.7.4. Une fonction [ présente une discontinuité de seconde espéce en a Si
au moins une des limites latérales(a gauche ou a droite) n’existe pas ou est infinie.

Exemples.

1. f(z) =12 enx =0 : limites infinies

1
T

2. La fonction g(x) = sin(

) en x = 0 est un exemple classique de discontinuité de
seconde espeéce.

Lorsque x s’approche de 0, ['argument i tend vers linfini et la fonction sinus oscille
de maniére de plus en plus rapide entre -1 et 1. Il n’y a donc pas de limite ni a gauche,
ni a droite.

x>0

~

Zone d’oscillation infinie

4.7.3 Prolongement par continuité

Définition 4.7.5. Soit I un intervalle de R, a un point de I, et f : I\ {a} — R une
fonction.

On dit que f admet un prolongement par continuité au point a s’il existe un réel £
tel que :

lim () = £
Dans ce cas, on définit la fonction f: I — R par :

< _{f(a:) six#a

/¢ SIT =a

La fonction f est alors continue au point a et s’appelle le prolongement par continuité

de f en a.

Exemples.
1. Soit f: R\ {0} — R définie par :

:\/1—1—1:—\/1—3:

X

/(@)

f est-elle prolongeable par continuité a [—1,1] ?

La fonction f est définie et continue sur [—1,1]\ {0}.
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FEtude du prolongement en x = 0 : Nous sommes en présence d’une forme
indéterminée %. Utilisons la quantité conjuguée :

Vit r—y1l-x " Vitax+V1—x
n T Vitr+V/1—x
1+z)—(1-2) 2x

B c(Vitr+vI—2) 2(/T+z+V1-2)
Pour x # 0, on simplifie :

/()

f(x)

2

La limite en x = 0 vaut donc :

2 2
1' = = :1
timg /(=) VI+04+yv/1-0 1+1

On a £ =1. Le prolongement par continuité est :

Vi+tzrz—+V1—-2 .
~ stx#0
Fa) = 7 7
1 stx =0
. Soit g : R\ {5} — R définie par :
_ cos(x)
g(l’) - T — g
La fonction g est définie et continue sur R\ {3 }.
Etude du prolongement en v = 7 : Faisons un changement de variable en

jus

27
On a cos(x) = cos (g + t) = —sin(t), donc :

posant t =x — 5. Quand v — 5, on at — 0.

sint

On sait que limy o *= =1, donc :

lim g(z) = lim (_smt) =-1

xﬁ% t—0 t
On a ¢ = —1. Le prolongement par continuité est :
cos(x
_ ( W) SiTF G
gl@) =923
—1 sir=73
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4.7.4 Caractérisation séquentielle de la continuité

La continuité d’une fonction en un point peut étre caractérisée a ’'aide des suites.

Théoreme 4.7.6. La fonction f est continue au point a si et seulement si, pour toute
suite (u,) d’éléments de I qui converge vers a, la suite (f(u,)) converge vers f(a).

Y

f est continue en a <~ Knhﬁnolo Uy = a> = <lim fluy) = f(a))

n—o0

pour toute suite (u,) de I convergeant vers a.
Ce qui équivaut a :

lim f(u,) = f (lim un> .

n—oo n—o0

Remarque. Ce théoréme signifie qu’une fonction continue « préserve » les limites de
suites : l'image d’une suite convergeant vers a est une suite convergeant vers f(a).

Ce théoréeme est particulierement utile pour prouver qu’une fonction n’est pas continue
en un point. 1l suffit d’exhiber une seule suite (u,) convergeant vers a telle que (f(uy))
ne converge pas vers f(a).

Exemple. Soit

Prenons la suite :

Cette suite converge vers 0, mais :
Flup) =sin ((2n+ $)m) =1 14 £(0).
On a donc exhibé une suite (u,) convergeant vers 0 telle que (f(u,)) ne converge pas

vers f(0). La fonction f n’est pas continue en 0.

4.7.5 Continuité uniforme

Définition 4.7.7. La fonction f est uniformément continue sur I si :
Ve > 0,30 >0,Ve,y eI, |z —y|<d=|f(z) — fly)| <e.

Remarque. Contrairement da la continuité (simple) qui est une propriété ponctuelle, la
continuité uniforme est une propriété globale sur tout ’intervalle. Le § doit fonctionner
pour toutes les paires de points de l’intervalle, indépendamment de leur position.

Proposition 4.7.1. f est uniformément continue sur I = f est continue sur I.

Démonstration. Soit f uniformément continue sur /. Montrons qu’elle est continue en
tout point a € I.

— Par continuité uniforme : Ve > 0,36 > 0 tel que :

Ve,yel, |lz—yl<di=|f(z)—fly)l<e
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— En particulier, pour y = a fixé, on a :
Veel, |r—a|l<d=|f(zx)— fla)]<e

— Ce qui est exactement la définition de la continuité de f au point a
]

Remarque. La réciproque est fausse : la continuité sur I # la continuité uniforme sur

1.

Exemple. Soit f définie sur]0,1] par f(z) = 1.
La fonction [ est continue sur |0, 1]. Montrons qu’elle n’est pas uniformément continue,
c’est a dire 3e > 0 tel que V§ >0, Jx,y € [a,b] avec |x—y| < mais |f(x)—f(y)| > €.

1

. ’ . R o . 1
— Considérons les suites dans I : x,, = % el yp = 57 pourn > 2

. _ |1 1 _ 1

— Donc pour e = 3, on a |f(x,) — f(yn)| =1 > € pour tout n.

4.7.6 Théoremes sur les fonctions continues sur un intervalle
fermé

Théoréme 4.7.8. (Théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un intervalle fermé
et borné [a,b] est uniformément continue sur cet intervalle.

Démonstration. Supposons par l'absurde que f est continue sur [a, b] mais non uniformé-
ment continue. Alors

de > 0 tel que Vo > 0,3z, y € [a,b] avec |z — y| < d mais |f(z) — f(y)| > e.

Prenons 6, = =,n € N. On obtient deux suites (z,,) et (y,) dans [a, b] telles que :

on =l < et 1) = )] =

Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (z,,) admet une sous-suite (z,(,)) convergente
vers ¢ € [a, b].

Comme |Ty(m) — Yo(m)| < ﬁ — 0, on a Yym) — ¢
Par continuité de f en ¢ :

f(xw(n)) — flc) et f(ytp(n)) — f(c)

Donc | f(z4m)) = [ (Yem))| = 0, ce qui contredit | f(zym)) — f(Ypm))| > €. O

Exemple. f(x) = z? est uniformément continue sur [0,1] (car continue sur l’intervalle
fermé borné [0, 1]) mais pas sur R.

Théoréme 4.7.9. (Théoréme des valeurs intermédiaires TVI) Si f est continue sur [a, b]
et si k est compris entre f(a) et f(b), alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

16



Pour toute valeur intermédiaire k entre f(a) et f(b),
il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) =k

Pour la preuve du théoreme on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.7.10. (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure). Soit A C R une
partie non vide et majorée, et soit ¢ = sup A. Alors il existe une suite (x,) d’éléments de
A qui converge vers c.

Démonstration. (du Théoreme [4.7.9) : Sans perte de généralité, supposons f(a) < k <
1(0).

Considérons l'ensemble A = {z € [a,b] : f(x) < k}. A est non vide (a € A) et majoré
par b. Soit ¢ = sup A. Montrons que f(c) = k.

Y
T A={z€ab]| f(z) <k}
c=supA

e Montrons tout d’abord que f(¢) < k. Comme ¢ = sup A, par le Lemme [4.7.10] il
existe une suite (2, ),en contenue dans A telle que (x,,) converge vers c.

D’une part, pour tout n € N, comme z, € A, on a
flzn) < k. (4.1)

D’autre part, comme f est continue en ¢, la suite (f(x,)) converge vers f(c).
On en déduit donc, par passage a la limite dans (4.1)), que f(c) < k.
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e Montrons maintenant que f(c) > k.
Remarquons tout d’abord que si ¢ = b, alors on a fini, puisque f(b) > k.
Sinon, pour tout x €]c, b], comme x ¢ A, on a

f(z) > k. (4.2)

Or, étant donné que f est continue en ¢, f admet une limite a droite en ¢, qui vaut
f(c) et par passage a a limite dans (4.2)) on obtient f(c) > k.

m
Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 4.7.11. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] telle que f(a) x
f(b) <0 (c’est-a-dire f(a) et f(b) sont de signes contraires). Alors il existe au moins un
réel ¢ €la, b| tel que f(c) = 0.

Y

A

f(b) >0

O CIV C ll) '

fla) <0

Interprétation géométrique : Si la fonction continue change de signe sur l'intervalle
[a, b], son graphe doit nécessairement couper I'axe des abscisses en au moins un point ¢
entre a et b.

Démonstration. L'hypothese f(a) x f(b) < 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes
opposés, donc 0 est compris entre f(a) et f(b).

Par le TVI appliqué avec k = 0, il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

De plus, comme f(a) # 0 et f(b) # 0, on a nécessairement ¢ €]a, b|. O

Exemples.

1. Montrer que 'équation x®—3z+1 = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle
[0, 1].
Soit f(x) = 23 — 3z + 1. Cette fonction est un polynéme, donc elle est continue sur
R, en particulier sur [0,1]. On a

£(0)
f(1)
On a donc f(0) > 0 et f(1) < 0. Comme f est continue sur [0,1] et que O est

compris entre f(0) et f(1), le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI) assure
qu’il existe au moins un réel ¢ €]0, 1] tel que :

0°—3x0+1=1>0
1°—3x1+1=-1<0.

f(e)=0 clest-d-dire ¢* —3c+1=0

La solution ¢ est approximativement 0, 347.
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2. Pour tout a > 0 et tout entier n > 1, [’équation " = a admet une unique solution
positive. En effet, soit f(x) = 2™ —a. Alors :
— f(0)=—a<0
— fl+a)=(14+a)"—a>0 poura>0
— f est continue sur [0,1+ a]
Par le TVI, il existe ¢ €]0,1 + a[ tel que f(c) =0, c¢’est-a-dire ¢ = a.
3. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Alors f admet au moins un point fize.
Soit g(x) = f(z) — . Alors :
— g(0) = f(0) =0 >0 (car f(0) € [0,1])
— g(1) = f(1) =1 <0 (car f(1) €[0,1])
— g est continue sur [0, 1]
Sig(0) =0 ou g(1) = 0, c’est terminé. Sinon, par le TVI, il existe ¢ €]0,1[ tel que
g(c) =0, c’est-a-dire f(c) = c.

Corollaire 4.7.12. Soit I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue. Alors
f(I) est également un intervalle.

Théoréeme 4.7.13. Si f est continue sur [a,b], alors f est bornée sur [a,b.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que f n’est pas bornée supérieurement.
Alors Vn € N, 3z, € [a, b] tel que f(z,) > n.
(x,,) est bornée (car C [a,b]), par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (z,,) admet une
sous-suite (Z,(,)) convergente vers ¢ € [a, b].
Par continuité, f(z,m)) — f(c), mais f(zym)) > @(n) = 400, contradiction. O

Théoréme 4.7.14. (Théoréme des bornes atteintes). Si f est continue sur l'intervalle
borné et fermé |a, b, alors f atteint ses bornes :

de,d € [a, b] tels que f(c) = [mbf] f et f(d) =sup f
@s [avb]

Exercice : Soit la fonction f définie sur l'intervalle fermé borné [—1, 3] par :

2 —2x+4

fle) = 2 +1

1. Dresser le tableau de variations de f sur [—1,3].

2. Justifier que f admet un maximum et un minimum sur [—1, 3].
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3. Déterminer les valeurs du maximum et du minimum de f sur [—1, 3].

4. Donner un exemple de fonction continue sur un intervalle non fermé qui n’atteint
pas ses bornes.

Solution :

1. Tableau de variations de f

_x2—2x—|—4

La fonction f(z) = ] est dérivable sur [—1, 3].
T

2z —2)(2* +1) — (2 — 22+ 4)(2z) 223 — 22% + 2x — 2 — 22 + 42 — 8z

f'(x) = (2 + 1)2 - (22 + 1)2

;o 20 —6x—2  2(z*—3z—1)
Jw) = (z24+1)2 (224 1)2

Le dénominateur étant toujours positif, le signe de f’(x) est celui de 22 — 3z — 1.

_Si\/l_BS 3-V13

Racines : x 5 ur [—1,3], seule xy = —y N —0,30 appartient a
I'intervalle.
T —1 To 3
f'(z) + 0 -
% /! f(xo) ¢ %
f(z) | 3.5 ~4.15 0,7

2. Existence du maximum et du minimum
La fonction f est continue sur l'intervalle fermé borné [—1,3]. D’apres le théoreme
des bornes atteintes, toute fonction continue sur un segment atteint ses bornes.
Ainsi, f admet un maximum et un minimum sur [—1, 3].

3. Valeurs du maximum et du minimum

D’apres le tableau de variations :

—v1
— Le maximum est f(zg) = f (3)2\/_?)) ~ 4,15

— Le minimum est f(3) = 0= 0,7
4. Exemple de fonction continue sur un intervalle non fermé n’atteignant
pas ses bornes

Soit g(z) = = définie sur |0, 1]. Cette fonction est continue sur |0, 1] mais :

— Elle n’atteint pas sa borne inférieure 0 car 0 ¢]0, 1]
— Elle atteint sa borne supérieure 1 en x = 1

1
Un autre exemple : h(xz) = — sur ]0,1] est continue mais n’atteint pas sa borne
T

supérieure qui est +oo.
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4.8 Fonctions monotones et bijection

Soient E et F' deux parties de R.

Définition 4.8.1. Soit f : E — F wune fonction.
o [ est injective siVry,xe € B, f(x1) = f(22) = 21 = 22 ;
o f est surjective siVy € F, v € E, y = f(x);
o [ est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire siVy € F, Jx €
E, y= f(z).

Proposition 4.8.1. 5i f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F — E telle que

gOfZZdE et ng:ZdF
La fonction g est la bijection réciproque de f et se note f~1.
Théoréme 4.8.2. (Théoréme de la bijection).

e Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une
bijection de I dans Uintervalle image J = f(I).

e La fonction réciproque f=': J — I est continue et strictement monotone sur J et
elle a le méme sens de variation que f.

Remarque. La stricte monotonnie = linjectivité. En effet, on considére deuz cas selon
le type de stricte monotonie.

Cas 1 : f est strictement croissante
Par définition, [ est strictement croissante si :

\V/Il,l'z - ], T < T9 = f(f[)l) < f([L‘Q)

Montrons que f est injective. Soient x1, x5 € I tels que :

f(z1) = f(z2)

Par l’absurde, supposons que x1 # x5. Alors on a deux possibilités :

1. Sixy < xo, alors par stricte croissance : f(x1) < f(x3)
Contradiction avec Uhypothése f(x1) = f(xa).

2. Si x> x4, alors par stricte croissance : f(x1) > f(x2)
Contradiction avec l'hypothése f(x1) = f(x2).

Dans les deux cas, on obtient une contradiction. Donc I’hypothése x1 # x5 est fausse, et
on a nécessairement r1 = Ts.

Ainsti, on a bien montré f(xy) = f(x2) = x1 = x9. Ce qui est exactement la définition de
l'injectivité.

Cas 2 : [ est strictement décroissante
Par définition, [ est strictement décroissante si :
Vay,xe €1, m < x9 = f(x1) > f(22).

La démonstration est analogue. Soient x1,x9 € I tels que f(x1) = f(x2). Supposons par
labsurde que x1 # x5 :
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1. Si xy < xo, alors par stricte décroissance : f(x1) > f(z2)
Contradiction avec f(x1) = f(xa).

2. Si w1 > w9, alors par stricte décroissance : f(x1) < f(x2)
Contradiction avec f(x1) = f(xq).

A nouveau, on obtient une contradiction dans les deux cas, donc x1 = 5.

Remarque. Dans un repére orthonormé, les graphes des fonctions f et f~! sont symé-
triques par rapport a la droite y = x.

Exemple. Soit la fonction f définie sur I = [0,+o0[ par :
fla)=a"+1
1. Montrer que f est bijective de I vers un intervalle J que l’on déterminera.
2. Tracer dans un repére orthonormé le graphe de f et de f~1.
Solution :
1. La fonction f(x) = 2>+ 1 est :

— Continue sur I = [0,400| car c¢’est une fonction polynomiale
— Strictement croissante sur I car f'(x) = 2x > 0 pour tout x > 0

De plus :
— N2 — ; _
f(0)=0"+1=1 et xl_lgloof(:lf) = +00
D’aprés le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de I = [0,+o0[ vers
J =1, 4o0].

2. Représentation graphique

o (110) 2 3 4z
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