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Série de TD n°4 : Fonctions réelles d’une variable réelle

Exercice 1 : Calculer si elles existent les limites suivantes
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Exercice 2 : En utilisant la définition mathématique de la limite, montrer que :

21 + 1
lim (22 — 3) = 5, lim 25 o
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Exercice 3 : Déterminer le domaine de définition et le domaine de continuité des fonctions

suivantes. Puis déterminer, lorsqu’elles existent, les limites aux bornes du domaine de

définition :
1. f(z) = i—;; +1In(4 — 2?)
1
2. =
g($) sinx

3. h(z) =vVa?+x—1
4. t(x) =1In(x® — 1)
(les questions 2., 3. et 4. sont laissées aux étudiants)

Exercice 4 : Soit f : R — R* une fonction telle que :
VeeR, f(x)=fz—1)f(zx+1)

1. Montrer que f est périodique de période 6.

juse

2. Vérifier que les fonctions fi(z) = (%) et falz) = (%) sont, des solutions de

cette équation (fy est laissée aux étudiants).
Exercice 5 :

1. Soit la fonction f définie sur R par :
f(z) =In (\/.752 +1+ x)

Etudier la parité de f.

2. Méme question pour g(z) = ﬁ (cette question est laissée aux étudiants)
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Exercice 6 : Soit f la fonction définie sur R par :

2?2+b siz<l1
f(z) =

ar+3 six>1
1. Déterminer les valeurs de a et b pour que f soit continue sur R.
2. Tracer le graphe de f pour une valeur de a et de b.

Exercice 7 : Soit la fonction f définie par :
Ve[
J(@) = In(z? — 3z +2)

1. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.

2. Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
3. La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en certains points de son

domaine ? Si oui, préciser en quels points et définir ce prolongement.

Exercice 8 : Dire si la fonction suivante est prolongeable par continuité a R tout entier :
1
g(x) = sin(z) sin (—) sixz # 0.
x

Exercice 9 : Soient P(x) = 2° — 3z — 2 et Q(z) = 2> — z — 1 deux fonctions définies sur

R.
1. Montrer que P'équation P(x) = 0 a au moins une racine dans [1,2](laissée aux
étudiants)
2. Montrer que 'équation Q(z) = 0 a au moins une racine dans [0,1] (laissée aux
étudiants)
3. Montrer que I’équation P(x) = Q(z) a au moins une racine dans |0, 2.
Exercice 10 : Soit f : [0,2] — R une fonction continue telle que : f(0) = f(2).
1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que : f(c) = f(c+1).
2. HNlustrer le résultat par un graphique en représentant une fonction continue quel-
conque.

Exercice 11 : Soit f : R — R une fonction continue qui ne s’annule jamais.
Montrer que f garde un signe constant pour tout x € R.

Indication : Uliliser un raisonnement par l’absurde et le théoreme des valeurs inter-
médiaires.
Exercice 12 : Soient f et g deux fonctions continues sur U'intervalle fermé borné [0, 1]
telles que :

Ve e [0,1], f(z) < g(x).

On considere la fonction h = g — f.



1. Justifier que h admet un minimum sur [0, 1] et que ce minimum est strictement
positif.

2. En déduire qu’il existe un réel m > 0 tel que :
Ve e[0,1], f(z)+m <g(z).

Exercice 13 : On considére la fonction f : R* — R définie par : f(z) = <. Cette fonction
vérifie :

F)=1>0 et f(-1)=-1<0.

Cependant, il n’existe aucun x € [—1, 1] tel que f(z) = 0.

Expliquez pourquoi cette situation ne contredit pas le théoréme des valeurs intermé-
diaires.
Exercice 14 : Soit f : R — R définie par f(x) = z° + .

1. Montrer que f est bijective.

2. Tracer le graphe de f et de f~L.



