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corrigé Travaux dirigés N°6

Exercice 01

1. Le lagrangien du systéme :
L’énergie cinétique : E, = %mx% + %mx%
L’¢énergie potentielle : E, = %kx% + %kx% + %k’(xz —x1)?
Le Lagrangien: L = E. — E, = %m(x% +x3) — %k(x% +x3) — %k’(xz — x1)?

2. Les équations différentielles de ce systeme :

d /0L JaL
E(ﬂ_xl) C9x =0 mi, + (k+ k')x; = k'x;
i<£)—£—0 {mi2+(k+k’)x2=k’x1
dt\dx,) 0x,
. (ktk') K . 2
;fl ¥ (k+k,)x1 zxz (1) delaforme : {il i Zgil ; Ziz 2)
Xp +——Xx = —xq 2 0%X2 1

3. Les expressions de w3 et a le coefficient de couplage :

, (k+k) /(k+k’)
Wy=——"= Wy = |——
m m

%
m

a=

4. Les équations du mouvement :
Le systeme est a 2 degrés de liberté libre non amorti, les solutions sont donc de la forme :

{xl(t) = A cos(Qt + ¢4)
x3(t) = A, cos(Qt + @3)

5. Les pulsations propres du systéme :
En remplacant dans le systéme d’équations (2), on trouve :

{ (w3 —0%)A; —ad; =0
—ad; + (w5 —Q*)4, =0
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AQ) = (03-02)" —a2=0 > Q* - 20302 —a* + w§ =0

4{ 02 = ng-J(2w5)2+4(a2-wg)

2

LQZ _ Zw(2)+\/(2w(2))2+4(a2—w3)
2 2

6. Les valeurs numériques des périodes propres :

21\ 2 21\ 2
2 _ (22) —(Z22) — 42 2 _ (72)2 — 4
wo—(T0> (1> 4T a- = (m*)*=m
8n? — ./ (8m2)2 + 4(n* — 167t
Q? — V( )2 ( )=3n2
kﬂz:81:2+\/(8n2)2+4(n4—16n4): >
2

Ql=\/§1t Qz=\/§1t

7. Les solutions :

{xl(t) = A11 COS(Qlt + ‘Pl) + A12 COS(ta + (Pz)
xZ(t) = A21 COS(Qlt + ‘Pl) + AZZ COS(ta + (Pz)

e Les modes propres :

» SiAqy = Ayp; = 0: Le systeme oscille dans le 1" mode Q = Q4.

{xn(t) = Ay; cos(Qqt + @4)
X21(t) = Azq cos(Qt + @)

Avec: Agq = [ p Qz] A1 Az = [wo ﬂz]An = [4” s ]An = A1

{xu(t) = Aqq cos(Qqt + @4)
x21(t) = Aqq cos(Qt + @)

» SiAqq = A1 = 0: Le systéme oscille dans le 2™ mode Q = Q,.

{x12(t) = Aq3 cos(Q,t + @) 13)
X22(t) = Az; cos(Qyt + @2)

Avec: Agp = [92 ]Azz Az = [ﬂ wO]Alz = [5” A ]AIZ = A1

{xlz (t) = Ay cos(Q,t + ¢3)
X22(t) = Ay cos(Qyt + @2)

La solution générale est la combinaison linéaire des deux solutions :
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x1(t) = A1 cos(Qqt + @) + Az cos(Qyt + @,)

x3(t) = Aqq cos(Qqt + @) + Az cos(Qyt + @5)
x1(8) = —A1; Q15in(Qqt + @1) — 4129, sin(Q,t + @3)
%2(8) = —A1; Q15in(Qqt + @) — Ay; Q,5in(Q,t + @3)

Les constantes A1, A12, @1 €t @, sont déterminées a partir des conditions initiales

suivantes :
x1(0) = Xo x2(0) = X, %1(0) =0 x,(0)=0.
x1(0) = A1q cos(@q) + Ay, cos(@;) = X,
x2(0) = A1q cos(@q) + Ay, cos(@z) = X,
x1(0) = —Aq1 Qy5in(@q) — A12Q; sin(@z) =0

%2(0) = —A4; Q;5in(@q) — Agz Qzsin(@;) = 0

x1(t) = %cos(ﬁnt) + %cos(\/gnt)

X X
|x2(8) = 70 cos(V3mt) + 70 cos(V5mt)
8. En ajoutant un amortisseur en parall¢le avec chaque ressort k :

il + 26x1 + (D%xl =axp
iz + 26x2 + (D%xZ =axq

Nous posons g4 (t) = A; e™ q,(t) = A, e™
En remplacant dans le systéme (16), nous trouvons :

{ (r* +26r + w§)A; —ad, =0
—aA; +(r* +26r + w§)A; =0

A=0 = (r2+26r+wd)’ —at=0 = r?+26r+wl=+ta
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e 1°modepropre: 1%+ 28r+w)=a r’+26r+wi—a=0

A = 4n? — (4m? — n?) = m?

, X , _ ri=—T

» A" > 0: Deux racines réelles 1y, = 2w+t w = {T1 — 37
x11(t) = Ay €™ + By e
X21(t) = Cz1 €™ + Dyy €737

e 2™ mode propre: 1> +26r+ w3 =-a 1?’+26r+wi+a=0
A =8 (wh+a)=4n? — (An* + %) = —n? <0 =deux racines
complexes :
T, = —2mtim

X12(t) = Ay e”*™ cos[m t + @]
X22(t) = B, e ?™ cos[2m t + ¢@,;]

xll(t) = All e_”t + Bll e_S"t + AZ e_Z"t COS[T[ t+ (p21]
le(t) = 621 e_”t + D21 e_3"t + BZ e_Z"t COS[Z” t+ (Pzz]

9. ﬁ(t) = Fycos Qt

{mjﬁ + ai1x%, + (k+ k')xy — kx, = F = Fycos Qt
mx'z + azxz + (k + k,)xz - kx1 =0

La solution générale du systéme d’équations (2) est la somme de la solution du systéme
homogene et de la solution particuliére. Cependant, la solution du systéme homogene tend vers
zéro avec le temps, a cause de 1’amortissement. Ainsi, au régime permanent, la solution devient

¢gale a la solution particuliére (solution permanente) qui s écrit sous la forme :
x1(t) = X1 cos(Qt + ¢q)
x,(t) = X, cos(Qt + @,)

X1, X5 , @1 et @, sont les amplitudes et les phases initiales, qui peuvent étre calculées

en utilisant la méthode des nombres complexes
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