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corrigé Travaux dirigés N°6 
 

Exercice 01 
 

1. Le lagrangien du système : 
      

L’énergie cinétique : 𝑬𝒄 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒙̇𝟏

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒎𝒙̇𝟐

𝟐   

L’énergie potentielle : 𝑬𝒑 =
𝟏

𝟐
𝒌𝒙𝟏

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒌𝒙𝟐

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒌ᇱ(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝟐   

Le Lagrangien : 𝑳 = 𝑬𝒄 − 𝑬𝒑 =
𝟏

𝟐
𝒎൫𝒙̇𝟏

𝟐 + 𝒙̇𝟐
𝟐൯ −

𝟏

𝟐
𝒌൫𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐൯ −

𝟏

𝟐
𝒌ᇱ(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝟐     

 
2. Les équations différentielles de ce système : 

⎩
⎨

⎧
𝒅

𝒅𝒕
൬

𝝏𝑳

𝝏𝒙̇𝟏
൰ −

𝝏𝑳

𝝏𝒙𝟏
= 𝟎

𝒅

𝒅𝒕
൬

𝝏𝑳

𝝏𝒙̇𝟐
൰ −

𝝏𝑳

𝝏𝒙𝟐
= 𝟎

             ൜
𝒎𝒙̈𝟏 + (𝒌 + 𝒌ᇱ)𝒙𝟏 = 𝒌ᇱ𝒙𝟐

𝒎𝒙̈𝟐 + (𝒌 + 𝒌ᇱ)𝒙𝟐 = 𝒌ᇱ𝒙𝟏
      

ቐ
𝒙̈𝟏 +

൫𝒌ା𝒌ᇲ൯

𝒎
𝒙𝟏 =

𝒌ᇲ

𝒎
𝒙𝟐

𝒙̈𝟐 +
൫𝒌ା𝒌ᇲ൯

𝒎
𝒙𝟐 =

𝒌ᇲ

𝒎
𝒙𝟏

     (1)   de la forme :    ቊ
𝒙̈𝟏 + 𝝎𝟎

𝟐𝒙𝟏 = 𝒂𝒙𝟐

𝒙̈𝟐 + 𝝎𝟎
𝟐𝒙𝟐 = 𝒂𝒙𝟏

     (2) 

 
3. Les expressions de 𝝎𝟎

𝟐 et a le coefficient de couplage : 

𝝎𝟎
𝟐 =

(𝒌 + 𝒌ᇱ)

𝒎
⟹ 𝝎𝟎 = ඨ

(𝒌 + 𝒌ᇱ)

𝒎
 

𝒂 =
𝒌ᇱ

𝒎
 

4. Les équations du mouvement : 
Le système est à 2 degrés de liberté libre non amorti, les solutions sont donc de la forme : 

൜
𝒙𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝟏)

𝒙𝟐(𝒕) = 𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝟐)
    

5. Les pulsations propres du système : 
En remplaçant dans le système d´équations (2), on trouve : 

       ቊ
൫𝝎𝟎

𝟐 − 𝛀𝟐൯𝑨𝟏 − 𝒂𝑨𝟐 = 𝟎

−𝒂𝑨𝟏 + ൫𝝎𝟎
𝟐 − 𝛀𝟐൯𝑨𝟐 = 𝟎
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𝚫(𝛀) = ൫𝝎𝟎
𝟐 − 𝛀𝟐൯

𝟐
− 𝒂𝟐 = 𝟎 ⇒             𝛀𝟒 − 𝟐𝝎𝟎

𝟐𝛀𝟐 − 𝒂𝟐 + 𝝎𝟎
𝟒 = 𝟎        

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝛀𝟏
𝟐 =

𝟐𝝎𝟎
𝟐ିට൫𝟐𝝎𝟎

𝟐൯
𝟐

ା𝟒൫𝒂𝟐ି𝝎𝟎
𝟒൯

𝟐

𝛀𝟐
𝟐 =

𝟐𝝎𝟎
𝟐ାට൫𝟐𝝎𝟎

𝟐൯
𝟐

ା𝟒൫𝒂𝟐ି𝝎𝟎
𝟒൯

𝟐

       

6. Les valeurs numériques des périodes propres : 

𝝎𝟎
𝟐 = ൬

𝟐𝝅

𝑻𝟎
൰

𝟐

= ൬
𝟐𝝅

𝟏
൰

𝟐

= 𝟒𝝅𝟐                            𝒂𝟐 = (𝝅𝟐)𝟐 = 𝝅𝟒 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝛀𝟏
𝟐 =

𝟖𝝅𝟐 − ඥ(𝟖𝝅𝟐)𝟐 + 𝟒(𝝅𝟒 − 𝟏𝟔𝝅𝟒)

𝟐
= 𝟑𝝅𝟐

𝛀𝟐
𝟐 =

𝟖𝝅𝟐 + ඥ(𝟖𝝅𝟐)𝟐 + 𝟒(𝝅𝟒 − 𝟏𝟔𝝅𝟒)

𝟐
= 𝟓𝝅𝟐

 

𝛀𝟏 = √𝟑𝝅      𝛀𝟐 = √𝟓𝝅       
 

7. Les solutions : 

                         ൜
𝒙𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) + 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)

𝒙𝟐(𝒕) = 𝑨𝟐𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) + 𝑨𝟐𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)
 

 
 Les modes propres : 

 Si 𝑨𝟏𝟐 = 𝑨𝟐𝟐 = 𝟎 : Le système oscille dans le 1er mode 𝛀 = 𝛀𝟏. 

൜
𝒙𝟏𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏)

𝒙𝟐𝟏(𝒕) = 𝑨𝟐𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏)
                                  

Avec : 𝑨𝟏𝟏 = ൤
𝒂

𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟏

𝟐൨ 𝑨𝟐𝟏      𝑨𝟐𝟏 = ቂ
𝝎𝟎

𝟐ି𝛀𝟏
𝟐

𝒂
ቃ 𝑨𝟏𝟏 = ቂ

𝟒𝝅𝟐ି𝟑𝝅𝟐

𝝅𝟐
ቃ 𝑨𝟏𝟏 = 𝑨𝟏𝟏 

൜
𝒙𝟏𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏)

𝒙𝟐𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏)
 

 Si 𝑨𝟏𝟏 = 𝑨𝟐𝟏 = 𝟎 : Le système oscille dans le 2eme mode 𝛀 = 𝛀𝟐. 

                                    ൜
𝒙𝟏𝟐(𝒕) = 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)

𝒙𝟐𝟐(𝒕) = 𝑨𝟐𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)
                                   (13) 

Avec : 𝑨𝟏𝟐 = ൤
𝒂

𝛀𝟐
𝟐ି𝝎𝟎

𝟐൨ 𝑨𝟐𝟐      𝑨𝟐𝟐 = ቂ
𝛀𝟐

𝟐ି𝝎𝟎
𝟐

𝒂
ቃ 𝑨𝟏𝟐 = ቂ

𝟓𝝅𝟐ି𝟒𝝅𝟐

𝝅𝟐
ቃ 𝑨𝟏𝟐 = 𝑨𝟏𝟐 

൜
𝒙𝟏𝟐(𝒕) = 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)

𝒙𝟐𝟐(𝒕) = 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)
 

 
La solution générale est la combinaison linéaire des deux solutions : 
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ቐ

𝒙𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) + 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)

𝒙𝟐(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) + 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)
 

 
𝒙̇𝟏(𝒕) = −𝑨𝟏𝟏 𝛀𝟏𝐬𝐢𝐧(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) − 𝑨𝟏𝟐𝛀𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)

𝒙̇𝟐(𝒕) = −𝑨𝟏𝟏 𝛀𝟏𝐬𝐢𝐧(𝛀𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) − 𝑨𝟏𝟐 𝛀𝟐𝐬𝐢𝐧(𝛀𝟐𝒕 + 𝝋𝟐)
 

 
Les constantes 𝑨𝟏𝟏, 𝑨𝟏𝟐, 𝝋𝟏 et 𝝋𝟐 sont déterminées à partir des conditions initiales 

suivantes : 

𝒙𝟏(𝟎) = 𝑿𝟎   𝒙𝟐(𝟎) = 𝑿𝟎       𝒙̇𝟏(𝟎) = 𝟎   𝒙̇𝟐(𝟎) = 𝟎 .  
 

ቐ

𝒙𝟏(𝟎) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝝋𝟏) + 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝝋𝟐) = 𝑿𝟎

𝒙𝟐(𝟎) = 𝑨𝟏𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝝋𝟏) + 𝑨𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝝋𝟐) = 𝑿𝟎

 

 
𝒙̇𝟏(𝟎) = −𝑨𝟏𝟏 𝛀𝟏𝐬𝐢𝐧(𝝋𝟏) − 𝑨𝟏𝟐𝛀𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝝋𝟐) = 𝟎

𝒙̇𝟐(𝟎) = −𝑨𝟏𝟏 𝛀𝟏𝐬𝐢𝐧(𝝋𝟏) − 𝑨𝟏𝟐 𝛀𝟐𝐬𝐢𝐧(𝝋𝟐) = 𝟎
 

 

𝑨𝟏𝟏 = 𝑨𝟏𝟐 =
𝑿𝟎

𝟐
      𝝋𝟏 = 𝝋𝟐 = 𝟎 

 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝒙𝟏(𝒕) =

𝑿𝟎

𝟐
𝐜𝐨𝐬൫√𝟑𝝅𝒕൯ +

𝑿𝟎

𝟐
𝐜𝐨𝐬൫√𝟓𝝅𝒕൯

𝒙𝟐(𝒕) =
𝑿𝟎

𝟐
𝐜𝐨𝐬൫√𝟑𝝅𝒕൯ +

𝑿𝟎

𝟐
𝐜𝐨𝐬൫√𝟓𝝅𝒕൯

 

 
8. En ajoutant un amortisseur en parallèle avec chaque ressort k : 

 

                                             ቊ
𝒙̈𝟏 + 𝟐𝜹𝒙̇𝟏 + 𝝎𝟎

𝟐𝒙𝟏 = 𝒂 𝒙𝟐

𝒙̈𝟐 + 𝟐𝜹𝒙̇𝟐 + 𝝎𝟎
𝟐𝒙𝟐 = 𝒂 𝒙𝟏

 

 
Nous posons 𝒒𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏 𝒆𝒓𝒕   𝒒𝟐(𝒕) = 𝑨𝟐 𝒆𝒓𝒕 

En remplaçant dans le système (16), nous trouvons : 

                                        ቊ
൫𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎

𝟐൯𝑨𝟏 − 𝒂 𝑨𝟐 = 𝟎

−𝒂 𝑨𝟏 + ൫𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎
𝟐൯𝑨𝟐 = 𝟎

                                     

 

𝚫 = 𝟎     ⇒    ൫𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎
𝟐൯

𝟐
− 𝒂𝟐 = 𝟎    ⇒      𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎

𝟐 = ±𝒂 
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 1er mode propre :    𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎
𝟐 = 𝒂           𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎

𝟐 − 𝒂 = 𝟎   

         𝚫ᇱ = 𝟒𝝅𝟐 − (𝟒𝝅𝟐 − 𝝅𝟐) = 𝝅𝟐    

 𝚫ᇱ > 𝟎 : Deux racines réelles  𝒓𝟏,𝟐 = −𝟐𝝅 ± 𝝅 ⇒ ቄ
𝒓𝟏 = −𝝅

𝒓𝟏 = −𝟑𝝅 

                      ቊ
𝒙𝟏𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝒆ି𝝅𝒕 + 𝑩𝟏𝟏 𝒆ି𝟑𝝅𝒕

𝒙𝟐𝟏(𝒕) = 𝑪𝟐𝟏 𝒆ି𝝅𝒕 + 𝑫𝟐𝟏 𝒆ି𝟑𝝅𝒕 

 
 2eme mode propre :  𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎

𝟐 = −𝒂      𝒓𝟐 + 𝟐𝜹𝒓 + 𝝎𝟎
𝟐 + 𝒂 = 𝟎 

      𝚫ᇱ = 𝜹𝟐 − ൫𝝎𝟎
𝟐 + 𝒂൯ = 𝟒𝝅𝟐 − (𝟒𝝅𝟐 + 𝝅𝟐) = −𝝅𝟐 < 𝟎   ⇒deux racines 

complexes : 

 𝒓𝟏,𝟐 = −𝟐𝝅 ± 𝒊𝝅 

           ቊ
𝒙𝟏𝟐(𝒕) = 𝑨𝟐 𝒆ି𝟐𝝅𝒕 𝐜𝐨𝐬[𝝅 𝒕 + 𝝋𝟐𝟏]

𝒙𝟐𝟐(𝒕) = 𝑩𝟐 𝒆ି𝟐𝝅𝒕 𝐜𝐨𝐬[𝟐𝝅 𝒕 + 𝝋𝟐𝟐]
               

 

ቊ
𝒙𝟏𝟏(𝒕) = 𝑨𝟏𝟏 𝒆ି𝝅𝒕 + 𝑩𝟏𝟏 𝒆ି𝟑𝝅𝒕 + 𝑨𝟐 𝒆ି𝟐𝝅𝒕 𝐜𝐨𝐬[𝝅 𝒕 + 𝝋𝟐𝟏]

𝒙𝟐𝟏(𝒕) = 𝑪𝟐𝟏 𝒆ି𝝅𝒕 + 𝑫𝟐𝟏 𝒆ି𝟑𝝅𝒕 + 𝑩𝟐 𝒆ି𝟐𝝅𝒕 𝐜𝐨𝐬[𝟐𝝅 𝒕 + 𝝋𝟐𝟐]
 

     
9. 𝐹⃗(𝑡) = 𝐹଴𝑐𝑜𝑠 Ω𝑡 

 
 

൜
𝒎𝒙̈𝟏 + 𝜶𝟏𝒙̇𝟏 + (𝒌 + 𝒌ᇱ)𝒙𝟏 − 𝒌𝒙𝟐 = 𝑭 = 𝑭𝟎 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

𝒎𝒙̈𝟐 + 𝜶𝟐𝒙̇𝟐 + (𝒌 + 𝒌ᇱ)𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝟏 = 𝟎
 

La solution générale du système d´équations (2) est la somme de la solution du système 

homogène et de la solution particulière. Cependant, la solution du système homogène tend vers 

zéro avec le temps, à cause de l´amortissement. Ainsi, au régime permanent, la solution devient 

égale à la solution particulière (solution permanente) qui s´écrit sous la forme :  

𝒙𝟏(𝒕) = 𝑿𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝟏) 

𝒙𝟐(𝒕) = 𝑿𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝟐) 

𝑿𝟏, 𝑿𝟐 , 𝝋𝟏 et 𝝋𝟐 sont les amplitudes et les phases initiales, qui peuvent être calculées 

en utilisant la méthode des nombres complexes  


