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INTRODUCTION GENERALE

Le but de ce cours est de généraliser la notion de somme finie de termes en étudiants
comment cette derniere se comporte lorsque I’on considere une succession infinie de termes.

La clé sera de considérer ces sommes infinies, aussi appelées, comme la limite de suite.

Le premier chapitre de ce cours est consacré essentiellement a 1’étude des séries
numériques, nous commencgons par donner quelques définitions et propriétés pour mieux
comprendre la suite de ce chapitre, ensuite nous étudions, les séries a termes positifs avec
ces criteres de convergence, les séries a termes quelconques ainsi que leurs criteres de

convergence.



CHAPITRE 1

SERIES

1.1 Séries numériques

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1.
Soit (un), ey une suite de réels ou de complezes. On appelle série de terme général u,, et

on note Yu, ou Y. Uy, la suite des sommes partielles (Sy,), oy 0t pour tout n € N :
Sp=uo+ur+ - Uy = ug,
k=0

S():UO, 51:UO+U1, SQZU0+U1+U2,...

e On dit que la série Y u, converge vers S si et seulement si la suite des sommes
n

n
partielles, (Sy), ey converge, dans se cas lim S, = lim > u, = S est appelée somme
n—-+o0o n—+o0op_—(

“+oo
de la série Y u,, et désignée par Y u,.
n n=0

o Une série est dite divergente si elle est n’est pas convergente.
Exemple 1. 1) Série géométrique :

Le terme général d’une série géométrique est u, = r"™. Les sommes partielles ont



1.1. SERIES NUMERIQUES

une expression explicite :

n+1 sir=1

Zuk Zrk=1+7’+r2+~~+r”: N
—= sir#1

k=0 -
1 .
e si|r] <1
Et sa somme S = lim S, = ¢ pas de limite sir < —1
n—-+oo
+00 sir>—1

2) Voici un exemple de série dont les sommes partielles sont explicitement calcu-

lables : Jf:o% =1
’ =0 (n+1)(n+2) :
ca 1 _ 1 1
En effet : up = i D)(nt2) — ntl  nt2

DO [
W=
+
+
E
+r—l
—

|
0
=+ [~
[}

|

|
&l
=+ [~
o}

donc S, =ug+u + ... +u, =1—3

+
“+oo
_ Ly
et 5= 3w = ,m, ( n+2>

8) Série de terme général : uy = Ppi1—@n (N = 0), (¢n),en €5t une suite numérique,

alors :
n n

Sn = Zuk = Z (Pr+1 — Pk) = Pnt1 — Yo,
k=0 k=0

donc : la suite (¢n), ey €t la série >° u, sont de méme nature. De plus si hm L Pn =
n>=0 n—+
| < la série > u, est convergente et
n>0

S= lim S, =1— o

n—-+o0o

1.1.2 Reste d’une série convergente

Si la série de terme général u,, est convergente, et de somme S = hrf Sp = Z Up,
n—-+00 n=0

la différence S — S5, s’appelle reste d’ordre n de la série. On le note :

R—S S—Zuk—Zuk—Zuk

k=n+1
Proposition 1.1.1. Si la série > u, converge, alors Em R, =0.
n>=0 n

En effet : R, =S — S, donc hmR = lim (S—5,)=5-5=0

n—-+oo n—-+0o0o

( car la série > u, converge et S = 11I_+I_1 Sy )
n>=0 n—
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Théoréme 1.1.1.

Si la série u, converge, alors la suite (u, tend wvers zéro, c’est-a-dire
’ neN )

n>0
“+o00
Zun:S: lim u, =0
=0 n—-4o0o

La contraposée de ce résultat est souvent utilisée : une série dont le terme général

ne tend pas vers zéro ne peut pas converger.
Preuve 1.1.1. Ona S, =ug+u; + -+ u, = Sp_1 + uy,, dot

Up = Sy — Sp_1. Si la série converge, la suite (Sn)nEN converge, et donc

lim w, = lim (S,—S5,1)=5—-5=0.

n——+o0o n—-+00

Remarque 1.1.1. Cette condition est une condition nécessaire qui n’est pas suffisante,

car il existe des séries divergentes et dont les termes généraux tendent vers zéro a l'infinie

Contre exemples

1) La série Y In (”T“) est une série divergente, car
n>1

lim S, = lim > (In(k+1)—In(k))= lim In(n+1)=+oo,

n—-4o0o n%+ook71 n—-4o00

bien que la limite de son terme général est nulle : lim In (”—H) =0
n——+00 n

2) La série Y %, dite série harmonique, est une série divergente, bien que son terme
n>1

général +  — 0,
™ n—4o00

En effet : on a

k+1
1 1 1
thl,EE ;dt:thlgtln(k—i—l)—ln(k)
k
Le
1>In2—-1In1
%tlnS—an
L>-In(n+1)—Inn
D’ou
1 1 . .
Sp=14+—-4+-4+=>In(n+1)—lnn= lim S, > lim In(n+1) =400
2 n n——+o0o n—+o0
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ce qui montre que la série harmonique diverge.

Proposition 1.1.2.
Soit (ay), ey une suite numérique. La suite (a,), oy converge si et seulement si la série de
terme général (a,,1 — a,) converge, i.e

(an), ey une suite convergente < Z (@n+1 — an) une série convergente
n>=0

Exemple 2. 1) Soit la série Z +1)’ on a m — % _

La suite (ap), ey avec a, = % converge, donc la série > converge, en plus :

" 1 1
S = 1
Z( k+1> n+1:>S nﬁlmoos

1.1.3 Propriétés et opérations sur les séries

Proposition 1.1.3. Soient Y. u, et > v, deux séries, on suppose qu’elles ne different
n>=0 n>=0

que par un nombre fini de termes (i.e il existe p € N tel que pour tout n = p on a u, = v,

), alors les deux séries sont de méme nature.

Preuve 1.1.2. Soit n > p, posons :

Sn = Zuk—Zuk+ Zuk—S + Zuk,

k=p+1 k=p+1
Tn = ka—ka—l— ka—T+ ka
k=p+1 k=p+1

La différence S,, — T,, = S, — T, est une constante, alors > w, converge < (Sn)neN
n>0

converge < (T7,),cy converge < 3 u, converge
n>=0

1) Cette proposition permet de dire que les séries sont de méme nature ( on parle
de nature d’une série pour désigner sa convergence ou sa divergence ) mais en cas de

convergence, elle n’ant pas nacéssairement la méme

2) On ne change pas la nature d’une série si on lui rajoute ou on lui retranche un

nombre fini de termes.

3) Les sommes partielles d’une série sont toujours définies, mais les restes ne le sont

que lorsque la série converge.
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Proposition 1.1.4. Soient Y u, et Y v, deux séries numériques et o« un scalaire non

n>0 n>0
nul :
a) Si la série Y- u, converge vers S, et la série Y v, converge vers T, alors la série
n>0 n>0
> (up + v,) converge vers (S +T)
n>=0
b) Si la série Y u, converge vers S, alors la série Y. au, converge vers S
n>0 n>=0
c) Si la série Y u, converge, et la série Y v, diverge, alors la série Y. (u, + vy)
n>0 n>=0 n>=0
diverge

Remarque 1.1.2. 57 les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature
de leu somme.

L. 1 1 . s 1
Exemple 3. 1) La série 7%1” et %07(““) divergent, et pourtant on a montré que n§1"(”+1)

converge.

VneNu, =1
2) Soient Y- u, et Y v, telles que : ;
nz0 nz0 vn e Nyv, = -1

les deuz séries divergent, mais la série Y (u, + v,) converge.

n>0
VneNu, =1
3) Soient Y u, et Y vy, telles que : ,
nz0 nz0 Vn e Nv, =1

les deux séries divergent, mais la série Y. (u, + v,) diverge.
n>0

Pour les séries a termes complexes la convergence équivanta celle des parties réelles

et imaginaires.

Proposition 1.1.5. Soit (un)nGN une suite de complexes. Pour tout n, notons a,, et b, la

partie réelle et la partie imaginaire de u,.

La série > u, converge si et seulement si les deux séries > a, et Y. b, convergent.
n>0 n>0 n>0

Si est le cas, on a :
+00 400 +oo
Zun = Zan + ian
n=0 n=0 n=0
Preuve 1.1.3. Rappelons qu’une suite de complexes converge si et seulement si la suite

des parties réelles et la suite des parties imaginaires convergent. Si (Ay),cn €t (Bn),en

sont deux suites de réels :

<lim A, =A et lim Bn:B><:> lim (A, +iB,)=A+iB.

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

>
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1l suuffit d’appliquer ce résultat a :
An = Zak et Bn = Zbk’
k=0 k=0

car la partie réelle d’une somme est la somme des parties réelles, et la partie ima-

ginaire d’une somme est la somme des parties imaginaires.

Considérons par exemple la série géométrique > r™, ou r est un complexe de module
n>0

p <1 et d’argument 0 : r = pe®

Pour tout n, r" = p"e™?. Les parties réelles et imaginaires de r™ sont :

a, = p"cosnb et b, = p"sinnd.

On déduit de la proposition précédente que

+oo 1 +oo 1
n—= Rel—— t b, =1 .
Yo =R (=) et X = ()

Le calcul donne :

psin 6
1+ p?—2pcost

1—pcosf

+oo
Zp" cosnf = 1

+00
et Z p"sinnf =
n=0 n=0

+ p? —2pcosb

1.1.4 Séries a termes positifs

Définition 1.1.2. On appelle > u, une série a termes réels positifs toute série vérifiants :
n>0

U, = 0, pour tout n € N.

Les séries vérifiants : u, = 0, pour tout n = ny sont aussi appelées séries a termes
positifs car la nature d’une série ne change pas si on lui retranche un nombre fini de

termes.

Si on note S, = ug+u; + - -+ uy,, alors S, — S,_1 = u,. Donc la suite des sommes
partielles (Sy), ey €st croissante, ce qui entraine que : si la suite (Sy), .y est majorée
alors elle est converge (i.e la série Y- u, converge), et si (Sy), oy n'est pas majorée, alors

n>0

lim S, = 400 et la série Y u, diverge.
n—-+4o0o n>=0

Proposition 1.1.6. Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite

(Sn)pen €St majorée.
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1.1.5 Comparaison d’une série et d’une intégrale

Théoréme 1.1.2. ( de comparaison avec son intégrale )

Une série dont le terme général est de la forme w, = f(n); ou f est une fonction

n
continue, positive et décroissante vers 0 ; est de meme nature que la suite (ff (x) dm) ,
1 neN
i.e
> u, converge < hm / f(x)dx existe.

n>0

Remarque 1.1.3. La condition u, = f(n); ot f est une fonction continue, positive
et décroissante vers 0 n’a pas besoin d’étre vraie a partir de n = 1, il suffit qu’elle soit

vérifiée a partie d’un certain rang.
La fonction f positive peut étre remplacée par une fonction de signe constant.
Exemple 4. <Série de Riemann-

Une série dite de Riemann est de la forme Z
ns=0"

1) St o 2 0: La série de Riemann Z = diverge car hm rTa = +o00 # 0.
n=0"

2)Sia=0:u,=-%=f(n),Vn =1, [ est positive, décroissante et lim -~ = 0.

ne n——+oo

D’apres le théoréme de comparaison avec son intégrale, la série Z =5 converge si et
n=0"

seulement si lim ff( )dx eziste.
n—+007

Or zf () dx = leadx =[]’ = s [ - 1]

Siazl:}f(x)dx:hln.
1

i st a1
Donc hmff() =

noreel 400 sia=<1

Résultat : La série de Riemann Y = ~% converge si o = 1, et diverge si a < 1.
n=0"

1.1.6 Critéres de comparaison

Théoréme 1.1.3. ( De comparaison de deux séries da termes positifs )

Sotent > u, et Y v, deux séries a termes positifs on nuls. On suppose qu’il existe
n>0 n>0

ng = 0, tel que pour tout n = ng, U, =< U,.
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*Si > v, converge, alors > u, converge.
n>0 n>0

*Si > u, diverge, alors Y. v, diverge.
n=0 n=0
Exemple 5. Soit la série Y |C°S"|

n>1

, son terme général u, =

Oor 32 =3 est une série de Riemann convergente, donc - ‘COS;” converge aussi.

n>1 nx=1

Théoréme 1.1.4. Soient (u,) _ et (vn) . deuz suites a termes strictement positifs,

équivalentes au voisinage de +00.

Unp
Uy, ~ U, < lim — = 1.
+oo n—+00 Y,

Alors les séries Y- u, et 3 v, sont de méme nature ( convergentes ou divergentes )
n>0 n>0

Preuve 1.1.4. Par hypothése, pour tout € > 0 il existe ng tel que pour tout n > nyg,

—1‘(:)(1—5)vn—<un—<(1—|—5)v

Fizons e < 1, si > u, converge, alors par le théoréme de comparaison Y. (1 —e)wv
n>0 n>=0

converge, donc > v, €galement.
n>0

Réciproquement, si Y u, diverge, alors > (14 ¢)wv, diverge aussi.

n>=0 n>=0
Par exemple : Z %jjﬁ‘gﬁl converge, Y. "H:?” converge.

n>0

Dans les deux cas, le terme général équivalent a 2, et nous avons vu que la série
> n—lz converge. Par contre
n>1

2: n243n+1
n3+2n2+4

diverge, > ”tl# diverge.
n>0
Dans les deux cas, le terme général équivalent a %, et nous avons vu que la série

harmonique Z% diverge.
n>1

Résultat :

Si lim *= =0et > v, converge, alors Z u, converge.
n—r+o0Un n=0

Résultat : Série de Bertrand

/ . 1 .
La série de Bertrand n§1m est :

convergente si a > 1

v

divergente sia <1
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Sia=1:
}:—7%%43grconverge sifg>=1
ne-1ntnn
Z ﬁdiverge si /8 <1
n=1n"(Inn

1.1.7 Critéres de Cauchy et d’Alembert

Rappelons tout d’abord que la série géométrique converge si |r| < 1, diverge sinon.
les criteres de Cauchy et d’Alembert permettent de comparer une série a termes positifs

avec les séries géométriques

Théoréme 1.1.5. ( Critére de Cauchy )

Soit Y u, une série a termes positifs on nuls. Notons k = 1_1)2(1 Yu, tel que k €
n>0 n oo
R* U {400} .

o Si k<1 lasérie Y u, converge.
n>0

o Si k1 la série Y u, diverge.
n>0

e Si k=1 cas de doute on ne peut pas conclure

2

Exemple 6. La série (1 + %)_n converge st a > 0 et diverge si a < 0 car
n>0

lim #/u, = lim (1 + 9>_n =e @
n——+oo n—-+oo n
n2
-Sia >0 la série Y (1 + %) converge,
n>0
n2
-Sia >0 la série Y (1 + %) diveryge,
n>0

-Sta=0,u, =1 la série Y 1 diverge.
n>0

Remarque 1.1.4. Le critere de Cauchy ne s’applique ni aux séries de Riemann, ni aux

séries de Bertrand car :

lim Vn-o= lim {/n-o(ln)" =1.

n—-+o00 n—-+o0o

Théoréme 1.1.6. ( Critére de d’Alembert )

Un+1
Un

Soit Y u, une série a termes positifs pour tout entier ng, telle que est de limte

n>0
k quand n — +oc.

e Sik =<1 la série Y u, converge.
n>=0
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e Si k1 la série > u, diverge.
n>=0

e Si k=1 cas de doute on ne peut pas conclure

Exemple 7. Pour tout réel positif r, la série exponoentielle > 7”, converge.

n>=0
En effet : =2 = o tend vers 0 < 1.
o« > 2 diverge car “»*L = @Gn+2)Cntl) tond vers 4 > 1.

ntooﬂﬁ Un (n+1)

Proposition 1.1.7. Soit (u,) . une suite d termes positifs.

Si lim M—k alors lim /u,, = k.

n—+oo Un n——400

1.1.8 Séries a termes quelconques

* Séries absolument convergentes

Quand une série n’est pas a termes positifs, la premiere chose a faire est d’examiner

la série des valeurs absolue, ou des modules s’il s’agit des nombres complexes.

Définition 1.1.3. On dit que la série Y u,, est absolument convergente si la série Z [t |
n>=0

converge.
l)n in
Exemple 8. La série Z
n>=0
P ) 1
égal a m qu’on peut magjorer par -5

converge absolument car le module du terme général est

La série Z

% n’est pas converge absolument car :
n>0 p g
1 1
= ~
vn2+n  n+1

Vn2+n
et Z 7 diverge .
Théoreme 1.1.7. Une série absolument convergente est convergente.

Définition 1.1.4. On dit que la série Y u, est semi convergente lorsque Y w, converge
n>0 n>0

mais Y. |u,| diverge.
n>0

Séries alternées

Définition 1.1.5. On appelle > u, série alternée une série dont le terme général est
n>0

alternativement positif puis négatif c-d-d u, = (—1)" v, tel que v, = 0,VYn = 0.

10
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Corollaire 1.1.1. ( Critére de Leibniz )

Toute série alternée Y. (—1)" v, dont la valeur absolue du terme général ( i.e v, )
n>=0

décroit vers 0 est convergente.

s . —1)" s . -
Exemple 9. La série > (G na) est une série alternée convergente pour o = 0, car :
n>0

Up = (—1)" vp /vy, = 5.

no

( L ) . est une suite positive, décroissante pour a > 0.
n>

lix}rl - =0 pour a >0
n—-—+0oo

1.2 Suites et séries de fonctions

Dans toute cette partie, k désigne I'un des corps R ou C.On s’intéresse a la conver-
gence et propriétés des suites et séries de fonctions définies sur une méme partie non vide

D de k, et a valeurs dans k.

1.3 Suites de fonctions

1.3.1 Convergences (simple et uniforme d’une suite de fonc-
tions)
Soit (fy),ey une suite de fonctions définies sur D et a valeurs dans C.
Définition 1.3.1. (Convergence simple)

Soit f une application de D dans C. On dit que la suite (fy), oy converge simplement
vers f si pour tout x € D, la suite (f, ()),cy converge vers f(z). On dit aussi que f est
la limite simple de (f,)

neN *

Autrement dit, la suite (fy),cy converge simplement vers f si pour tout x € D, on

Ve > 0,3ng € N tel que Yn > ng, on ait |f, (z) — f(z)] <e,
ol ngy dépend de € et de x.

Définition 1.3.2. (Convergence uniforme)

11
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Soit f une fonction de D dans C. On dit que la suite (f,,), o converge uniformément

vers f sur D si

lim sup |, (2) — f (2)| = 0.

nﬁ+oow€D
On dit aussi que f est la limite uniforme de (f,)

neN *

Autrement dit, la suite (f,),cy converge uniformément vers f si

Ve > 0,3ny € N tel que ¥Yn > ng, on ait |f, (z) — f ()] < eVx € D,

ol ng dépend de e, mais ne dépend pas de x.

Exemple 10. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn),cx

définies par :

fn + R—=R

1. Convergence simple :

o Pourx =0:

fn(0)=0= lim f,(0)=0.

n—-4o0o

e Pourx#0: lim f,(z)=1.

n—-+o0o

Donc (f,) converge simplement vers la fonction f définie par :

0 stx=0,
flx) =
1 six#0.

2. Convergence uniforme sur [a,+oo[,a > 0 :

On a pour tout n € N, et tout x > a

na? 1 1
n - =|1- - < ;
[ (@) = f (@) ‘ 14+ n2?|  14na? ~ 1+ na?
or, on a pour tout € > 0
<eon>-—
1 + na? EThE T

12



1.3. SUITES DE FONCTIONS

Donc il suffit de prendre ng = [%} + 1 pour avoir |f, (x) — f (x)| < €,¥n > ny.

Par conséquent :

—€
ca?

1
V5>0,3n0:[ ]—I—l tel que n > ng = |fu(x) — f(2)| <e,Vo € [a,+o0].

D’ot la convergence uniforme de (f,,) sur tout intervalle [a,+o0o[,a > 0.

3. Convergence uniforme sur [0,a[,a > 0 : (Dans quel cas il y aura la convergence

uniforme sur [0, +00[).
Supposons qu’il en soit ainsi, alors :

Ve > 0,3ng (¢) € N tel que n > ng, on ait |f, (x) — f(x)| < e,V €[0,al.

Quand a — 0, ;ff — +00, donc il n'existe pas ng ne dépendant pas de x d’ou la

convergence uniforme n’existe pas sur tout intervalle qui contient 0.
Proposition 1.3.1. (La convergence uniforme entraine la convergence simple)

St une suite de fonctions (f,),cy convergence uniformément sur D vers la fonction

[, alors la suite de fonctions (fy),cy converge simplement sur D vers f.

1.3.2 Propriétés des suites de fonctions

Soit (fn),ey une suite de fonctions définies sur une partie D de k qui converge
uniformément sur D vers une fonction f : D — k, nous allons voir que, dans une certaine
mesure, les propriétés de régularité des f,, (continuité, dérivabilité, intégrabilité, etc) sont

héritées par f.

On rappelle qu'une fonction f : D — k est continue en xq € D si :

lim f(x) = f (20,

Tr—xQ

ou, de maniere équivalente, pour tout € > 0, il existe 4 > 0 tel que, pour tout x € D
avec | — zo| < 0, on a

|f (2) = f(zo)| <&

Théoréme 1.3.1. (Continuité d’une limite uniforme)

13



1.3. SUITES DE FONCTIONS

Soit D une partie de k et f, : D — k une suite de fonctions uniformément conver-
gente vers une fonction f: D — k. Soit xy € D. Si les f,, sont continues en xq, alors f

est continue en x.
En particulier, si les f, sont continues sur D, alors f est continue sur D.

Exemple 11. Soit la suite de fonctions (fy),cy définie sur R par :

0 stx <0,

fo (@) =1 na si0<z<i
1 six > L
n

Etudier la convergence uniforme de (fy), cne sur R*?
On a pour tout n € N*

e Sixz=0:
fn (0) = O,liglfn (x) = liinfn (x) =0,

x—0 =0

donc f, est continue en 0.

e Six=1:
n

h(i)zLﬁgh@ﬂzi

n

E
n
donc f, est continue en %, d’ou f, est continue sur R. Vu le résultat, f, converge

simplement vers f tel que
0 stx <0,

fx) =

1 six>0.

De plus
linf (2) = 0, limf () = 1 £ £ (0),

z—0 =0

donc f n’est pas continue au point 0, ce qui montre d’aprés le théoréme précédent

que f, ne converge pas uniformément sur tout intervalle de la forme [—a,a),a > 0.
Théoréme 1.3.2. (Intégrale d’une limite uniforme de fonctions continues)

Soit [a, b] un intervalle borné de R et f, : [a,b] — k une suite de fonctions continues

uniformément convergente vers une fonction (continue) f : [a,b] — k. Alors on a

b

nl_l)I_{lQQ]fn (x)dx = /f (x) dx.

14



1.3. SUITES DE FONCTIONS

Preuve 1.3.1. Soit € > 0. Comme f,, converge uniformément sur |a,b] vers f, il existe

ng (€) € N tel que | f, (x) — f (v)| < =, pour tout x € [a,b] et pour tout n > ny.

Soit n > ng, on a (en utilisant la monotonie de l'intégrale) :

b

/fn(:v)dm—/

a

b

/ )] da

b

[ (@) = f @) da

b

</|fn (x)|dm§/biada7:5,

a

et donc

Ve > 0,dng € Nyon > ng = <,

d’ot , ,
nl_l}I_{loo/fn (x)dx = /f () dx

Remarque 1.3.1. La conclusion du théoréme précédent peut s’écrire comme une inter-

version d’une limite et d’une intégrale :

lim 7fn(x)dx=/ lim f, (z)dx

n—-+o0o n—-+o0o

Corollaire 1.3.1. (Primitive d’une limite uniforme)

Sous les hypothéses du théoréme précédent, soit xq € [a, b] et notons pour toutn € N,
Fo:x— [f,(t)dt et F:xw— [f(t)dt les primitives de f, et de f respectivement, nulles
X0 o

en xg. Alors la suite (F,), oy converge uniformément vers F sur [a,b] .

Preuve 1.3.2. En reprenant la démonstration du Théoreme 2.1.9 et en remplacant a par

xo et b par x, on a pour tout x € [a,b] :

7fn(t)dt—7f(t)dt <

et lassertion s’ensuit.

|E () = F (z)] =

9 €
_ <= |p—al=
S o —ml < bl =,

Théoreme 1.3.3. (Dérivée d’une limite uniforme)
Soit [a, b] un intervalle borné de R et f, : [a,b] — k une suite de fonctions admettant

des dérivées continues sur |a,b]. On suppose que

1. La suite (fy),cn €st uniformément convergente vers une fonction (continue) f

[a,b] — k.

15



1.4. SERIES DE FONCTIONS

e 7/ . / ! . 7/ . .
2. La suite dérivée (fn) . est uniformément convergente vers une fonction (conti-
n

nue) g : la,b] — k.
Alors f admet une dérivée continue et

=g

1.4 Séries de fonctions

Soit (fn),en une suite de fonctions définies sur D et a valeurs dans k (réelles ou

complexes). On note S, la fonction définie sur D par les sommes partielles :

Sp(z) = fo(x) + fi(x)+ -+ fo (z) pour tout x € D.

1.4.1 Convergence simple et absolue

Définition 1.4.1. (Convergence simple pour les séries de fonctions)

On dit que la série de fonctions Y f, (x) de terme général f, converge simplement
n

sur D, si la suite de fonctions (Sy),cy converge simplement sur D.

On appelle domaine de convergence simple de la série }_ f,, (x) ’ensemble des x € D

tels que la série numérique Y- f,, (z) converge.
n

On suppose que la série Y f, (x) converge simplement sur D. On note pour tout
n

z € D, S(z) la limite EIE Sy, (x) de sorte que :
+oo
Ve € D,S(x)=> f(z).
n=0

La fonction S, définie sur D, est appelée la somme de la série 3 f,, (x) . On appelle,
n

pour chaque n € N, reste d’ordre n la fonction R, : D — C définie par :

Ve € DR, (z) = JFZO:O fr (x).

k=n+1

On a pour tout n € N

16



1.4. SERIES DE FONCTIONS

Définition 1.4.2. (Convergence absolue pour les séries de fonctions)

On dit que la série de fonctions Y f, (x) de terme général f, converge absolument

sur D si pour chaque x € D, la série de terme positifs 3 | f, (x)| converge dans R.

Autrement dit, la série de fonctions Y f,, (z) converge absolument sur D si et seule-
n

ment si la série de fonctions Y |f,| converge simplement sur D.
n

1.4.2 Convergence uniforme

Définition 1.4.3. On dit que la série de fonctions > f, (z) de terme général f, converge

uniformément sur D si la suite de fonctions (Sy),cy converge uniformément sur D.

En d’autre termes, pour montrer la convergence uniforme de la série Y} f,, (z) sur D,
n

il faut d’abord vérifier la convergence simple de la suite de fonctions (.S,,) on note S

neN >

la somme, puis vérifier que le reste converge uniformément vers 0.

lim sup|S, (z) — S (z)| = lim sup|R, (z)| = 0.

n—>+ooxeD n_H'OOJ:ED

Proposition 1.4.1. (Une condition nécessaire de convergence uniforme d’une série de

fonctions)

St la série de fonctions Y f, (x) converge uniformément sur D, alors la suite (fy),exn

converge uniformément vers 0 sur D (nl_igloosug |fn ()] =0).
Te

x
z+n?

Exemple 12. La série de terme général x — f, (z) = converge simplement sur

[0, +00[. En effet

Pour chaque x > 0, on a
x x

x+n2 — n?’

et la série numérique de terme général # est convergente. D’autre part, on a pour tout

n €N,
sup [fu(2)] = sup —— =1,
2€[0,400] 2€[0,400[ T + 1
car la fonction v — —%= est croissante et lirf = 1. Donc

z+n? 5 teo®n? T

lim sup |f.(z)]=1#0.

n~>+oom€[07+oo[

Ceci montre que la série ne converge pas uniformément sur [0, +00].

17



1.4. SERIES DE FONCTIONS

Proposition 1.4.2. (Critére de convergence uniforme pour les séries de fonctions al-

ternées)

Soit (fn),en une suite de fonctions positives, définies sur D, telle que

1. La suite de fonctions (fy),cn converge uniformément vers 0.

2. Pour tout v € D, la suite numérique (f, ()),cy décroit, i.e. foi1(z) < fo(T)

pour tout n € N.

Alors la série de fonctions Y. (—1)" f, converge uniformément sur D.
n

1.4.3 Convergence normale

On dispose, pour les séries de fonctions, d’'une notion de convergence impliquant la

converge uniforme et souvent facile a vérifier : la convergence normale.

Définition 1.4.4. On dit qu’une série de fonctions de terme général f, converge norma-
lement sur un ensemble D s’il existe une série numérique de terme général positif v, qui

soit convergente et telle que

| ful < v, pour tout n € N et pour tout x € D.

Remarque 1.4.1. Une série de fonctions de terme général f, converge normalement sur

D si et seulement si la série numérique de terme général sup |f, ()| est convergente.
xzeD

Théoréme 1.4.1. Si une série de fonctions de terme général f,, converge normalement

sur un ensemble D, alors elle converge uniformément sur D.

La convergence normale implique toutes les autres convergences comme l'indique le

théoreme suivant :
Théoréme 1.4.2. (Relations entre les différentes notions de convergences)

On a les implications suivantes :

> fn converge absolument

n

> fn converge normalement = = > fn converge
n n

> fn converge uniformément
n

simplement.

18
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Exemple 13. Soit f, : R — R définie par f, (x) = 222 On a pour tout n > 1,

1

)
n2

sin nx
n2

sup | fn ()| = sup
zeR z€R

et > # est convergente, la série de terme général f, est ainsi normalement convergente
n>0

et donc uniformément convergente.

1.4.4 Propriétés d’une série uniformément convergente

A T’aide des propriétés de la convergence uniforme pour les suites de fonctions, on

obtient des propriétés similaires pour les séries de fonctions, que nous énoncerons.
Théoréme 1.4.3. (Continuité d’une série uniformément convergente)

Soit > f (x) une série de fonctions définies sur D. Supposons :

1. Pour tout n € N, f,, est continue sur D.

2. La série de fonctions Y f, (x) converge uniformément sur D.
+oo
Alors, en notant S (x) = Y fn (x), la fonction S est continue sur D et on ait :
n=0
Vap € D lim 3 f, (2) = ¥ lim f () = X fo a0).

Exemple 14. Etudier la convergence uniforme de la série 3 f, (x) sur R tel que :

X

fn () = O+

On a

fn(x):x( ! >n

1+ 22

e Pourx =0, f,(0) =0 et donc X_f, (z) converge et de somme nulle.

1 \" /. . Lo . 1
e Pour x # 0, %: (W) est la série géométrique convergente de raison o < 1 et

2
de somme xTH

En résumé, . f, (x) converge pour tout x € R, et on a

0 stx =0,

22+l si x # 0.
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1.5. SERIES ENTIERES

Comme

lim$S (z) = fo0.
:v§>0

S n'est pas continue sur R. Alors Y f, (z) ne converge pas uniformément vers S sur R.
n
Théoréme 1.4.4. (Intégrale d’une série uniformément convergente)

Soient (a,b) € R?, tel que a < b et Y f, (x) une série de fonctions continues de
n

[a,b] . Alors :
+o0
i) La somme S = Y f, est continue sur [a,b].
n=0

b
i) La série Y <ffn (1) dt) converge dans k et

27% () dt = 7%% (t)dt = 75 (t) dt.

q =0
Théoréme 1.4.5. (Dérivée d’une série uniformément convergente)

Soit I un intervalle borné de R et f, : I — k une suite de fonctions admettant des

dérivées continues sur I. On suppose que

i) La série de terme général f, est uniformément convergente vers une fonction
continue S : I — k.

.o / . 7/ Ve / . 7/ .

it) La série de terme général f, est uniformément convergente vers une fonction

continue g : I — k.

Alors, S admet une dérivée continue et

S =>f=g

n

Remarque 1.4.2. La conclusion du théoréeme précédent peut s’écrire comme une inter-

version d’une somme et d’une dérivation

’

(;fn <:c>) => fu (@),

n

1.5 Séries entieres

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien

adaptées a 'opération de dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.
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Définition 1.5.1. On appelle série entiere une série de fonctions Y f, telle que pour tout

n € N, f, est définie comme suit :
fn (2) = ay2",

la variable z peut étre réelle ou compleze.

1.5.1 Rayon de convergence

Le rayon de convergence d'une série entiere caractérise a peu pres les modes de

convergence de la série de fonctions Y a, 2" et les propriétés analytiques de la somme.
n
Définition 1.5.2. (Rayon de convergence)

On appelle rayon de convergence de la série entiere > a,z" ’élément
n

sup {r > 0, (a,r"), est bornée} de [0,400]

Si R est le rayon de convergence de la série entiere Y a,z", 'ensemble des r > 0 tels
n

que la suite (a,7"), est bornée est [0, R].

Théoreme 1.5.1. 1. Si R = 400, alors pour tout z € C, la série de terme général

a,z" est absolument convergente.

2. Si R =0, pour tout z € C/{0}, la suite (a,2"), n’est pas bornée, en particulier,

n

la série diverge.

3. SiR#0 et R# 400

" est absolument

- Pour tout z € C tel que |z| < R, la série de terme général a,z
convergente.
- Si|z| > R, la suite (a,2"), n'est pas bornée, donc la série diverge grossiérement.

- Si |z] = R, on ne peut rien dire en général. On a ainsi une partition du plan

compleze en trois parties(dans le dernier cas).

Exemple 15. La série Y 2" est absolument convergente si |z| < 1 et diverge si |z| > 1,

donc on conclut que le rayon de convergence est R = 1.
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1.5.2 Rayon de convergence d’une somme et d’un produit

Théoréme 1.5.2. Soit Ra le rayon de convergence d’une série entiére anz” Rb celui
)
n

d’une série entiére Y b,z". Alors le rayon de convergence des séries somme et produit sont
n

supperieurs ¢ min (R, Ry) . Et pour somme :
Si Ry # Ry, le rayon de convergence de Y (a, + by,) 2™ est égal ¢ min (R,, Ry) .

+00
Définition 1.5.3. Si R est le rayon de convergence d’une série entiere Y. a,z", le disque

n=0
ouvert
D" (0,R) ={z€C tq |z| < R},
est appelé disque de convergence de la série entiere.
“+o0o
Remarque 1.5.1. Si R est fini, on ne sait pas a priori si Y, a,z™ converge pour |z| = R.
n=0

Théoreme 1.5.3. Soit Y a,z" et > b,2" deux séries entieres de rayon de convergence R,
n n

et Ry respectivement. Alors on a

Ean € N,Vn Z N : |an| S |bn‘ = Ra Z Rb7

et plus généralement :
eda € R 3k > 0,3Ing € N,Vn > ng : (Ja,| < klbp]a™) = (R > Ry),

oda € R, (an o~ bnna) = (R, = Ry),

en particulier :

1.5.3 Meéthodes de calcul du rayon de convergence

Théoréme 1.5.4. (Régle de d’Alembert)

Soit (ay), une suite de complexes telle que :

1. Il existe ng € N tel que Yn > ng, a, # 0.

An41
an

2. La suite tend vers | € [0, +00] .

+o00
Alors le rayon de convergence de la série entiére Y. a,z" est R = % € [0, +o0].
n=0
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“+oo n
Exemple 16. (-1) Hz”, rayon de convergence ¢ On a
n=0

(n+1)"
I\N" 1 1
:(ThL ) — —x0=0.
n+2) n+2 +oe

(n+1)"
(TL—}- 2>n+1

Qp+1
ap,

(-t
()"

+00o
Donc le rayon de convergence R = 400, donc 2™ converge dans C.
n=0

1.5.4 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

Théoréme 1.5.5. (Continuité de la somme d’une série entiére de variable réelle)

“+oo
Soit > a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de
n=0

somme S. La fonction S est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R] .
Théoréme 1.5.6. (Primitives de la somme d’une série entiére de variable réelle)

“+oo
Soit > a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de
n=0

somme

+o0o
S(z)=> apz™
n=0

On peut intégrer S terme d terme sur tout segment inclus dans |—R, R[. En parti-

culier, S admet sur |—R, R| des primitives qui valent :

+o00 $n+1
c+Zan 7 ou c € C.
n=0
. . . +Oo
Ces pmmztzves ont meme rayon de convergence R que E CLnQJn.
n=0

Théoréme 1.5.7. (Dérivabilité et caractére C*> de la somme d’une série entiére)

“+oo
Soit > a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de
n=0

somme
+oo
S(z) =) anz™
n=0
Sur |—R, R[, la fonction S est de classe C*, et on obtient ses dérivées successives par

dérivation terme a terme de la fonction S.

Toutes les séries entieres dérivées de S ont méme rayon de convergence R que
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—+00
> apx™. De plus
n=0

“+o0o
eVr € |-R,R], Znan = (n+1)appz".
n=0
+oo | +oo |
(p) T n— (n + p) n
eVp € NVrec]-R R[S (z ):nz:%(n_p)!anx p:nz:% T
+oo
Les coefficients de la série entiere Y a,x™ vérifie alors
n=0
S (0
vn € N,a, = ( )
n!
Exemple 17. 1. La fonction exponentielle : f (r) = e®
Cette fonction est indéfiniment dérivable dans R, et on a
vneN, £ (x) = €.
2 +00 "
VmERe—l—F +5t+=), -
1 2! —n!

2. Les fonctions hyperboliques :

Les fonctions cosinushyperbolique et sinushyperbolique ont méme rayon de conver-

gence de la fonction exponentielle, c¢’est-a-dire, R = +oc.

€x+€—x 56'2 $4 +o00 x2n
h — _— 1 _ J— e —
COSE 2 LTI ,;(271)!’
et — et JIS ZL‘5 +o00 2n+1
inhz = < —gp4+o 4o S —
i 2 SRR TR Z2n+1)

3. Les fonctions circulaires :

a. La foction sinus : f(r) =sinz. f € C*(R) et on a :
f(z)=sinx, f'(x)=cosz, f’'(x)=—sinz, f"(x)=—cosz,
ce qui permet d’en déduire que pour tout p € N :
fU) (z) = sinz = f4(0) =0,
fUW D (2) = cosz = fUTY(0) =1,

fUD (1) = —sinz = fU(0) =0,

fE (1) = —cosz = fUPTY(0) = —1.
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Les dérivées d’ordre quelconque sont majorées par 1, et ceci quelque soit x dans R.

On a alors
] +oo " l.2n+1
SINT = ngo(—].) m et R = +o0.
b. La foction cosinus : f (r) = cosx
+00 xQn
f(z) =cosz = (sinz) = > (-1)" et R = 4o0.
n=0 (Qn)'

4. La série binome :(Famille du binéme)

Considérons la fonction

r— f(r)=y=(14+2z)", acR

Son domaine de définition est |—1,+o0[. et

ala—=1)(a=2)--(a—n+1)

agp.
n!

Ap —

ala=Da=2)~(a=ntl) oy on e rayon de convergence R est donné par la

Soit la série Y =
n>0 ’
relation
_ —N... — ! —
1 lim ala=1)(a=2)---(a—n) n! — lim 'a n’:L
R notoeo (n+ 1)! ala=1)(a=2)---(a—n+1)| n=too|n+1
donc
—1(a—2)...(a — 1
PR A | U B USRS | P
n>1 n

Cette série est connu sous le nom de série du binome. Par exemple

. 1.135..(2n—3 1 1
Vitzr = 14> (=) (2n >g;":1+fg;_fx2+...
et 2npl 2 8
1 2 135...(2n—1) 1 3,
Ttz +7§1( ) 2] v 5T T3

5) La fonction x —

On remarque d’une part que pour tout |x| < 1, lir+n lz|" =0 et d’autre part
n—-+0oo

n+1
pour tout |z| < 1.

1 9 n T
=l+x+a+---+2" +
1—= 1—=
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d’ou
1
l1—2z

1
:Z:L’” avec R=1 et
1+

n>0

=) (-)"z",R=1.
6) La fonction z — In (1 + x)

Certains développements en série entiére s’obtiennent au moyen des théoréemes sur
['intégration et la dérivation des séries entieres, donc du développement en série de la

fonction on déduit par intégration que

1+

ln(l—i—x)zz(_l)n " R=1.

n>0 +1
De méme on a
1
In(l —2)=— ”“R—l
( ) ,;)n+1
Donc
Ve e [-1,1[:In(1 —x) Z—
n>1 1
1 (2n—1 1 3
n )27121_}_7‘%2_'_71,4_'__._

. I
(arcsinz) = \/17 —I—Z—an' x 5 3

n>1

Sachant que arcsin0 = 0, on obtient

135..2n—1) 50 1, 3 4
2a.om et )t T Tt T

arcsinx = x + Z

n>1

Par la méme démarche on développe les fonctions x — arccosx, x — argsinhz,

x — arctan x, x — arg tanh x.
Exercise :
Déterminer les développements en série entiere autour de 0 des fonctions définies par :

er 5
ot — 13224+ 36

a) Ona f(z) = fi(z) X fo(x) avec fi: x> €”, fo:x — .

La fonction f; est développable en série entiere sur R, f5 est développable en série

entiere sur |—1,1[. On en déduit

+OOC(}" “+00 n 1
Ve € ]-1,1] (Zx > (Z) = a,z" avec a, = ot

|
n=0 n. n=0 p=0L""
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f(x) = ag+aiz+ agx® + -+
S RN R NS "1,
= —I—x+<+1!+2!> +<+1+2,+3,> ---+Zﬁx +

b) On a2* — 1322 4+ 36 = (a? — 9) (2* — 4) .

La fonction g n’est pas donc définie aux points —3, —2, 3, 2.

Il en résulte que le plus grand intervalle de centre 0 sur lequel g peut étre développable

en série entiere est 'intervalle |—2, 2[.

Soit x un point de cet intervalle. On a

5 o Lo 111
(22 —9) (22 —4) (22-9) (22 —4) 91—£ 41— =
Pour tout y tel que |y| < 1, ona— Zy
Ona%<1et%<1ﬂenresulte

=X, 1 1
VIG]—2,2[,g(x)—Zx( o —9n+1>.

n=0

27



CHAPITRE 2

INTEGRALES MULTIPLES

2.1 Intégrales doubles en coordonnées rectangulaires :

2.1.1 Calcul direct des intégrales doubles

L’intégrale double d’une fonction f (z,y) étendue & un domaine fermé borné D est

par définition, la limite des sommes intégrales doubles correspondantes :

//f (z,y) dedy = lim ZZf (@i, y;) Dz Ay, (2.1)

max Az; — 0 © 7

max Ay; — 0
ou
Az = Tipv1 — Tiy AYj = Yje1 — Y5

et la somme étant étendue aux valeurs de i et de j telles que les points (z;,y;) appar-

tiennent au domaine D.

Pour calculer les limites d’intégration dans une intégrale double on distingue trois

types fondamentaux de domaines d’intégration.

Théoréme 2.1.1. 1. Soit P = [a,b]X[c, d] un pavé de R? et fune fonction intégrable
sur P. Alors
b d b /d
//f(w,y)dl’dyz/( f(x,y)dy) dz.
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2.1. INTEGRALES DOUBLES EN COORDONNEES RECTANGULAIRES :

2. Le domaine d’intégration D est limité a gauche et a droite par les droites x = a
et © = b(b > a), en bas et en haut par les courbes continues y = ¢y (x) et
y = a2 () (g2 () > 1 (x)). Dans le domaine D la variable x varie de a a b et

la variable y pour x constant de y; = 1 () @ Y2 = o (T) .

Le calcul de lintégrale (2,1) peut se ramener a l'intégration d’une intégrale

simple d’aprés la formule

b [w2(x)

//ﬂ%wMWZ/ /fmm@ da.
D a \pi(z)
pa(x)
ot quand on calcule [ f(x,y)dy, la grandeur et supposé constante.
p1(x)

3. Le domaine d’intégration D est limité inférieurement et supérieurement par les

droites y = ¢ et y = d(d > ¢), da gauche et d droite par les courbes continues

x =11 (y) et x =19 (y) (Y2 (y) > 1 (y)). De méme que précédament, on a

d [¥2(y)
//ﬂawmwzf fx,y)de | dy,
D ¢ \¥1(y)
Y2(y)
en outre dans lintégrale [ f(x,y)dz, y est supposée constante.
Y1(y)
11
Exemple 18. 1. Caleuler Uintégrale I = [ [ (x + y) dydzx.
Ox
]7(+)dd t? +1ﬂ1d 7 Lo Lol ) o — L
x T = Ty + = xr = T+ - —x°—=-x r=—.
/) y)ay / Y 29 N / 9 2" |, 9

2. Déterminer les limites d’intégration pour lintégrale [ [f (x,y)dxdy ou le do-
D

maine d’intégration est limité par lhyperbole d’équation y? —x* = 1 et les droites

r=2,xr=—-2.
Vv —rP=1ey==+V1+22
Donc
2 V1422
//ﬂ%wﬂwz/\ / f(z,y)dy | dx
b —2 \—vI+a?
3 5
3. Calculer Uintégrale I = [dy [ (z+ 2y)dx.
~3 424
3 5 3 . 5 A ,
I = /dy / (x +2y)dx = /dy [m2+2xy} = / < (25— (y2—4> )+2(5— <y2—z
3 424 73 2 y* -4 2
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2.1. INTEGRALES DOUBLES EN COORDONNEES RECTANGULAIRES :

Remarque 2.1.1. En particulier si D est un pavé de [a,b] X [c,d], alors

//f@wM@—7(f@w@»h—7(f@wM»w

[a,b] X [e,d] a

De plus si f (z,y) = h(x) g (y) on alors

/ f(z,y) dedy = (7h (z) dl‘) X (79 (y) dy) :

[a,b] X [c,d] c
2.1.2 Propriétés des intégrales doubles

1. L’ensemble des fonctions intégrables sur une partie mésurable D de R? est un

espace vectoriel et
//(af (z,y) + By (z,y)) dedy = a/ /f (z,y) dzdy + ﬁ/ /g (z,y) dzdy.
D D D
2. Soit f > 0 et intégrable sur D, alors
[ 1@y dudy > o0.
D
3. Si f est intégrable sur D, alors |f| est intégrable sur D et

L/:/f<x,y>dxdy

4. Soit A, B deux parties mésurables de R? telles que mes (AN B) = 0 et f est

< [ [1f @yl dedy.

D

intégrable sur A et B, alors f est intégrable sur AU B et

| [f@ydedy= [ [f(@y)dedy+ [ [ £ (@.y)dudy.

AUB A
2.1.3 Interpretation géométrique d’une intégrale double
Soit
d = {(x, y,2) € R (x,9) € D une partie mésurable de R* et z = f (x,y)} :
I = [ [f(z,y)dxdy s’interprete comme le volume V' du corps délimité par D, la
D

surface > et la surface cylindrique dont les génératrices sont paralleles a l'axe oz et

s’appient sur la frontiere de D.
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2.2. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTEGRALE DOUBLE

2.2 Changement de variables dans une intégrale double

Théoréme 2.2.1. Soient D et S deux parties mésurables de R? et g une application

bijective de D dans S définie par
g9 (u,v) = (x(u,v),y(u,v)).
Supposons que g posséde les deux propriétés suivantes :

1. g est de classe C* sur D i.e que les fonctions x (u,v) et y (u,v) ont des dérivées

partielles continues dans D.

2. Le Jacobien de g

[Ty (w,v)| = | 7 O 1 #£0,¥ (u,0) € D.
9y Oy
ou  Ov

Alors on a la formule de changement de variables

//f x,y) dedy = // (u,v)] | Jy (u,v)| dudv.

D=g—1(S)
2.2.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires définissent une application de classe C!' de R? dans R2.p :

(r,0) — @ (r,0) = (rcosf,rsinf) dont le jacobien est

or Ox :
&£ gZ cos) —rsinf
|‘]90 (7’, 9)’ = or o = =T,

Oy Oy ;
5 70 sinf rcosf

mais cette application n’est pas bijective sur R2. Si 'on restreint g & une partie D de R?
telle que g|p soit bijective, alors la formule de changement de variables précédentes nous

donne dans ce cas

//f z,y) dedy = // (rcos@,rsin @) rdrdd.

D=g—1(S)

Remarque 2.2.1. Dans le cas ou le domaine S est délimité par deux courbes dont les

équations en coordonnées polaires sont connues

ABC 9= ,(0),AEC : o = 91 ().
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2.3. INTEGRALES TRIPLES

Alors
02 p(02)
//f (z,y) dxdy = / / f(rcos@,rsind) rdrdd.
S 01(01)
Exemple 19. 1. Calculer lintégrale [ [/1 — x? — y?dxdy, ou le domaine S est le
S
cercle de rayon R =1 et de centre a ['origine des coordonnées.
Solution :
En posant

xr=rcosh,y=rsinf = /1 — 22 —y2=+vV1-—1r2

Puisque dans le domaine D, la coordonnée r pour 0 arbitraire varie de 0 a 1 et 6 varie de

0a2m,ona

D={(r0) eR?/0<r<1,0<60<2r},
127
[ V1 —2? —y?dedy = [ [/1—7r2rdrdf = %W.
s 00

2. Calculer lintégrale [ [xydxdy telle que
s

S:{(I,y) € R?*/z% 4 ¢* <R2,x>0,y>0}.

En utilisant les coordonnées polaires

2+ < RPe0<r <R,
3:>O,y>O@rcos@>O,y:rsin9>0<:>0€}0,g{.
D’ou
D={(r0)eR/0<r<RO<0<Z},

us
2

R3 R .
[ faydady = [ [r?r cos O sinOdrdd = [r3dr [ cosfsin0dd = .
s 00 0o 0
2.3 Intégrales triples

2.3.1 Intégrales triples en coordonnées rectangulaires :
Introduction :

Soit f une fonction réelle de trois variables réelles définies sur une partie mésurable
V de R3.
Vvc R =R

(@,y,2)— f(2,,2)
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2.3. INTEGRALES TRIPLES

L’intégrale triple de la fonction f étendue au domaine est par définition, la limite des

sommes intégrales triples correspendantes :

///f (x,y, z) dedydz = lim ZZZf (@i, Y5, 21) Dw; Ay Az (2.2)
1%

maxAz; -0 © 7k
max Ay; — 0

max Az, — 0

Le calcul de l'intégrale triple se ramene au calcul succissif de trois intégrales simples ou

au d’une intégrale double et d’une intégrale simple.

Remarque 2.3.1. En particulier si f (x,y,z) =1 surV ou

V={(2,9.2) ER*Ja <2 < bpy () Sy < o () 1 (2,y) < 2 < o (2,9)}
Alors [ [ [f (z,y,2) dxdydz représente le volume de S.
v

Exemple 20. Calculer lintégrale I = [ [ [23y*2dxdydz ou le domaine V est définie par
%

les inégalités 0 < x < 1,0 <y <z,0 <z < ay.

I = ] ({ (?x?’yzzdz) dy) dr = Z (Zgﬁf Bf]oy dy) dr = ;7 (7I5y4dy) dz

0 0o \'o
1z
1
= //xlodatzl.
10 110
00

Théoréme 2.3.1. (Changement de variables dans une intégrale triple)

Soient D et D' deux parties mésurables de R® et g une application bijective de D

dans D" définie par

g (u,v,w) = (z (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)).

g est de classe C* sur D et telle que le Jacobien de g

oz Oz Oz
ou Ov Ow
|y (u,v,w)| = % % g—i # 0,V (u,v,w) € D.
9z 0z 0Oz
ou Ov Ow

Alors on a la formule de changement de variables

///f x,y, z) drdydz = /// (u, v, w)] | J, (u, v, w)| dudvduw.
D=g~1(D
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2.3. INTEGRALES TRIPLES

2.3.2 Application du théoréme précédente au changement de

variables en coordonnées cylindriques

En posant
x =rcosb,
¢ (r,0,z) = y =rsind,
z e R

¢ est de classe C! sur R? et J,, (r,0,2) = .

En considérant un domaine mésurable D de R3 tel que ¢ : ¢! (D/) — D soit

bijective et f une fonction intégrable sur D, alors on a

///f (z,y, 2) dvdydz = ///f (rcos,rsin, z) rdrdfdz.
b w=1(D)

Exemple 21. Calculer Uintégrale I = [ [ [2%° TV dzdydz ot
D

D:{(x,y,z) eER? 224+ 9y*<a*a>0,0<2< 1.}

On utilise le changement de variables en coordonnées cylindriques

x =rcosb,
@ (r0,2) = y =rsinf,
zeR.

4y < der<der<a

Donc

/

D =y ' (D)= {(7",9,2) ER}0<r<a,0<z<1,0¢ [0,27r]}.

et
a 12w a 1
///zx2+y2dacdydz = ///z’"27“d7"d9dz = 27r/7" (/ZTQdZ) dr
D 000 0o \'0

a

1 T2+11
= 27T/7’|:2 z
0 T +1 0

drzwln(aQ—O—l).
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2.3. INTEGRALES TRIPLES

2.3.3 Application du théoréme précédente au changement de

variables en coordonnées sphériques

En posant
x=rcospsing, 0 < ¢ <27
Y (r,0,2) = y=rsinpsinf, 0 <0<
2z =rcosé.

On a ¢ € C'(R?) et

Jxr Oz Oz

o % Be cospsin® rcospcosf —rsinfypsind
. . . . 2
|Jy (1,0, 0)| = % % % = | singsinf rsinpcosd rcosesing | =r"sind.
dz 0z Oz 3
5 % o cos f —rsinf 0

En considérant un domaine mésurable D de R? tel que v : ¢~ (D) — D soit bijective et

| Ty (r,0,0)|,¥ (r,0,¢) € v~ (D), alors on a

///f (x,y, 2) dedydz = ///f (1 cos @sin @, rsin @ sin §, 7 cos §) r* sin Odrdfdep,
D Y=1(D)

pour une fonction intégrable sur D.

Exemple 22. 1. Calculer lintégrale I = [ [ [v/2? 4+ y* + 22dxdydz oi
D

D:{(x,y,z) eR3 2% +y? + 27 §R2}.

On wutilise les coordonnées sphériques

T =1cospsind,
y = rsinpsinf,
z =1rcosb,
PP+ <RerP<RPes0<r <R,

x>0« rcospsingd > 0 12
= (9, 90) € [07 5} )
y >0« rsinpsinfd >0

220<:>7"cos€20:>0€[—g,§}.

d’ot
4

rr? sin Odrdfdy = Jz

O\’;U
oS —_ vl
O S~

/// x? +y? + 22drdydz =
D
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2.3. INTEGRALES TRIPLES

2. Calcul de volume d’une sphere de rayon R i.e I = [ [ [dxdydz ou
D

D:{(x,y,z) cR? 2% + 9> + 22 SRQ}.

Par l'utilisationdes coordonnées sphériques on obtient

/

D' =47 (D) ={(r,0,9) eER0<r<RO<p<2r,0<H< ).

et
R2m w

3
///dacdydz = ///7’2 sin @drdfdy = 47T3R .
D

000
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