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Fonctions élémentaires 4,3 JI,|

Introduction.

Les fonctions usuelles sont les fonctions suivantes: La fonction puissance - La fonction exponentielle - La
fonction logarithme - Les fonctions trigonométriques (sinus, cosinus, tangente et cotangente).

On appelle fonction élémentaire toute fonction obtenue a partir d’'un nombre fini de compositions et
d’opérations arithmétiques (+ — x +) de fonctions usuelles.

Fonctions trigonométriques inverses.

Fonction arcsinus.

Définition 1. La restriction de la fonction sinus a l'intervalle [— g,g] est bijective, donc elle est inversible et

son inverse est appelée fonction arcsinus :

T
arcsin: [-1,1] — [_E'E
X — arcsin x

Danscecasona: y =arcsinx , x € [-1,1] © x =siny , y € [—g,g]

Le graphe de arcsin x

1) arcsinx =0 x=0.
2) La fonction arcsinus est impaire et strictement croissante sur [—1, 1].
3) Vx € [—1,1] : sin(arcsinx) = x.

T

4) vy € [—g,g] s arcsin(siny) = y.

5) Vx € [—1,1] : cos(arcsinx) = V1 — x2.

Remarque. La propriété 4) est fausse si x appartient a d’autres intervalles. Par exemple :




. . 3m . V2 n 3
arcsin (sm T) =arcsin| — | =—# —

2 4 4
Exemple. Voici un tableau de valeurs de la fonction arcsinus :
U B[ [ Lo [ L[ E] 1 [
2| 2 2 2 2 | 2
arcsinx | _T | T _T | 7 0 T T T T y
2 3 4 6 6 4 3 2
PROpOsitioni2] La fonction arcsinus est dérivable sur]—1,1[ et on a
(aresiny’(x) = ——
arcsin)’'(x) = ———
V1 — x?

Fonction arccosinus.

Définition 2. La restriction de la fonction cosinus a I'intervalle [0, 7] est bijective, donc elle est inversible et
son inverse est appelée fonction arccosinus :

arccosin: [—1,1] — [0, 7]
X —  arccos x

Danscecasona:y =arccosx , x € [-1,1] © x=cosy , y € [0,m].

Le graphe de arccos x

LY
¥ = Arccosx
] ¥
y=x
nf2
wf2 T
= X

1) arccosx =0 x=1.
2) Lafonction arcsinus est strictement décroissante sur [—1, 1].
3) Vx € [—1,1] : cos(arccos x) = x.

4) Vy € [0,m] : arccos(cosy) = y.
5) vx € [—1,1] : sin(arccosx) = V1 — x2.
6) Vx € [—1,1] : arccosx + arcsinx = %

Remarques. La propriété 4) est fausse si x appartient a d’autres intervalles. Par exemple :




arccos (COS (— %)) = darccos <g> =

La fonction arccos x n’est ni paire ni impaire.

N
NN

Exemple. Voici un tableau de valeurs de la fonction arccosinus :

S B S B e B B W P
2| 2 2 2 2 | 2

arccos x i) S 3n 2n n n n n 0 y
6 4 3 2 3 4 6

PrOROSItiona! La fonction arccosinus est dérivable sur ]—1,1[ et on a
-1

(arccos)'(x) = >
—x

Fonction arctangente.

Définition 3. La restriction de la fonction tangente a l'intervalle ]—g,g[ est bijective, donc elle est

inversible et son inverse est appelée fonction arctangente :

T T

arctan: R — ]——,—
2 2
x +— arctanx

Danscecasona:y =arctanx , x ER& x =tany , yE]—%,%[.

Le graphe de arctan x

1) arctanx =0 x =0.
2) Lafonction arctan est impaire et strictement croissante sur R.
3) Vx € R: tan(arctanx) = x.

4) vy € ]—%,%[ :arctan(tany) = y.

: 1
5) Vx € R:sin(arctanx) = \/% , cos(arctanx) = —




Remarque. La propriété 4) est fausse si x appartient a d’autres intervalles. Par exemple :
T 3m

3
tan (tan— | = arctan(—1) = —— # —
arcan(an4) arctan(—1) 4;& 2

Exemple. Tableau de valeurs de la fonction arctangente :

x - | 3| -1 | 1 0 1 1 V3 +o0 | tany
V3 V3
arctanx | _® | _T®T | _T®* | _T 0 T T T T y
2 3 4 6 6 4 3 2
_ La fonction arcsinus est dérivable sur R et on a
tan)'(x) =
(arctan)’(x) T2

Fonction arccotangente.

Définition 4. La restriction de la fonction tangente a I'intervalle |0, [ est bijective, donc elle est inversible
et son inverse est appelée fonction arccotangente :

arccotan: R — 10,7
X +> arccotanx
Danscecasona:y = arccotanx , x € R< x =cotany , y € ]0,x[.
Le graphe de arctan x

Y,
_______________ .
¥=x 1 :
-1 1 wi2 7 "X
-1 !

1) Vx € R:arccotanx # 0 , arccotan(—x) = m — arccotanx .
2) Lafonction arccotan est strictement décroissante sur R.

3) Vx € R: cotan(arccotanx) = x , arctanx + arccotanx = g

4) Vy € ]0, [ : arccotan(cotany) = y.

. 1 x 1
5) Vx € R : sin(arccotanx) = e cos(arccotanx) = = tan(arccotanx) = ~
_ La fonction arcsinus est dérivable sur R et on a
(arccotan)’(x) = —
arccotan)’'(x) =
1+ x2




Fonctions hyperboliques .

Définitions 5. On appelle fonctions hyperboliques les fonctions suivantes:
1) La fonction sinus hyperbolique définie sur R par :

X —-X

h e*—e
shx =
2
2) La fonction cosinus hyperbolique définie sur R par:
e*+e™*

hx =
cnx >

3) La fonction tangente hyperbolique définie sur R par :

e¥*—e™ shx
e*X+e* chx

4) La fonction cotangente hyperbolique définie sur R* par :
e*+e”* _chx

cothx = =
e*—e™* shx
Les graphes des fonctions hyperboliques :
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1) shx=0=x=0 , chx>1 , chx>shx.

2) thx=0=x=0 et coth x # 0.

3) shx =—-sh(—x) , chx =ch(—x) , thx =—th(—x) , cothx = —coth(—x).
4) |thx| <1 , |cothx|>1.




5) sh(x+x") =shx.chx'+chx.shx" , ch(x+x")=chx.chx’"+chx.chx'.
6) Cas particulier : sh(2x) = 2shx.chx , c¢ch(2x) =ch?x +sh?x , ch?x —sh?x = 1.
7) chx+shx=¢e*, chx—shx=e*, (chx+shx)" =chnx+shnx , vn €N.

8) Les fonctions sh et th sont strictement croissantes sur R. La fonction ch est strictement décroissante

sur R_ et strictement croissante sur R, . La fonction coth est strictement décroissante sur R*.

Fonctions hyperboliques inverses.

Définitions 6. On appelle fonctions hyperboliques inverses les fonctions suivantes:
1) La fonction « argument sinus hyperbolique » (inverse de sinus hyperbolique) définie sur R par

argsh: R — R
x +> argshx

Danscecasona: y=argshx , xeR< x=shy , yeR
2) Lafonction « argument cosinus hyperbolique » (inverse de cosinus hyperbolique) définie par
argch: [1,4o] — [0,+00]
x — argchx
Danscecasona: y =argchx , x € [1,4+o[ < x =chy , y €[0,+oo].
3) Lafonction « argument tangente hyperbolique » (inverse de tangente hyperbolique) définie par
argth: ]-1,1] — R
X — argthx

Danscecasona: y =argthx , x€|-1,1[ & x=thy , y€ER.
4) La fonction « argument cotangente hyperbolique » (inverse de cotangente hyperbolique) définie par

argcoth: J—oo,—1[U]1, 40 — R*
X — argcoth x

Danscecasona: y =argcothx , x € |—00,—1[ U |1,4+o[ & x = cothy , y € R".

1) Vx € R : argshx =In(x + Vx2 + 1)
2) vx>1 : argchx =In(x+Vx%—1)

1, (14x
3) Vvx€ |-1,1] : argthx =Eln(§)
1+x
1-x|"

4) Vx € |—oo0,—1[U]1,+o[ : argcothxz%lnl




