Chapitre 4 Décodage des codes cycliques.

4.1 Introduction
Les méthodes de décodage des codes cycliques peuvent étre classées en deux grandes

catégories : les méthodes a base de syndromes et les méthodes a base d'algorithmes de
recherche. Les méthodes a base de syndromes exploitent les syndromes, qui sont des
indicateurs de I'existence et de la localisation d'erreurs dans le message recu. Les syndromes
sont obtenus en comparant le message recu avec les motifs cycliques prédéfinis. Les
méthodes a base d'algorithmes de décodage tels que I'algorithme de Meggitt, I'algorithme de
piégeage d’erreurs, I'algorithme de Transformation de Fourier Discréte et l'algorithme de
Peterson-Gorenstein-Zierler sont utilisés pour déterminer les erreurs et les localiser dans le

message, permettant ainsi leur correction.

En résumé, les méthodes de décodage des codes cycliques jouent un réle crucial dans
la garantie de la fiabilité des données transmises et stockees. Elles utilisent des techniques
mathématiques avancées pour détecter et corriger les erreurs, améliorant ainsi les
performances des systémes de communication et de stockage. Que ce soit en utilisant des
méthodes basées sur les syndromes ou des algorithmes de recherche, le décodage des codes
cycliques demeure un domaine de recherche essentiel pour assurer l'intégrité des données

dans un large éventail d'applications technologiques.

4.2  Décodage par syndrome polynémial.

Soit le code cyclique C(n, k, d) sur le corps IF, = FF,,r, corps des racines niemes de 1’unité sur
FF,, , de polyndme générateur g(X) avec deg(g (X)) = t. Soit e la capacité de C et y(X) €
Fq[X]/< X™ —1>.0nditque y(X) est un mot regu dont I’erreur est £(X), si w(e(X)) < e
et s’il existe c(X) € C tel que y(X) = c(X) + ¢(X).

4.2.1 Syndrome polynémial.
Définition 4.1.

On appelle syndrome polyndmial (ou syndrome) d’un mot y(X) € F,[X]/< X™ —1 >,

qu’on note S(y(X)), le reste de la division Euclidienne de y(X) par g(X) dans F,[X].

Proposition 4.1.



Soit un mot y(X) € F,[X]/< X™ — 1 > alors y(X) € C si et seulement si g(X) divise y(X)
dans F,[X] c.ad. y(X)eB(C) < S(y(X)) = 0.
Preuve. Soit y(X)e8(C) < I y(X) e Fq[X]: y(X) = q(X)g(X)

< le reste de la division Euclidienne de y(X) par g(X)=0
< SyX)) =0.

Définition 4.2.
Un registre a décalage est une chaines d’¢éléments de mémoire. Un décalage linéaire
transfeére le contenu de chacune des cellules vers la cellule qui la suit immédiatement. Apres

un décalage le contenu de la premiére cellule est zéro.
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Fig 4.1 registre a décalage linéaire
Par convention les décalages s’effectuent de la gauche a la droite.

Dans la pratique, les calculs dans F,[X], en particulier les divisions , s’effectuent au moyen
de registres a décalages circulaire comme dans le schéma suivant qui représente un circuit a

décalage circulaire de la divisions Euclidienne d’un polyndme y(X) = Z?:o y; X" par un

A t i
polynéme g(X) = . _ g:X":

Yo Vi Vn-t Vn-t#1 Vn-t+1 Va1 Vn

Fig 4.2 Circuit a décalage circulaire de la divisions Euclidienne.

Un bref apergu sur les registres voir I’annexe (Appendice page 123).



4.2.2 Algorithme de décodage par la méthode de syndrome polynomial.
Soit C(n, k, d)un code cyclique sur Fy avec une capacité de correction égale a e. Si y(X)

est le mot regu, alors 1’algorithme de décodage est le suivant :

» Calcul du syndrome du mot recu S(y(X)) avec un registre a decalage circulaire.
» Trouver I’erreur £(X) qui correspond au syndrome S(y (X)) et de poids
W(S(X))S e.

» Soustraction de I’erreur au mot regu, le mot envoyé est c(X) = y(X) — (X).
Exemple 4.1.

Soit le code cyclique €(7,4) sur F, de polyndme générateur g(X) = X3 + X2 + 1, et soit le

mot recu y = 0011001 en représentation polynomiale y(X) = Zfzo y Xt = X%+ X3+ X2
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Fig 4.3 Registre a décalages circulaire
Nombre ao a; a, as ay as ag
décalage
0 @) 0 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1
2 0 0 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 1 0 1
4 0 0 0 0 1 1 1
Reste 7o 7 Ty

Tableau 4.4 Tableau des syndromes.

Alors: S(y(X)) =nX?*+nX+r=X>+X+ 1.



Les syndromes des erreurs de poids 1, sont calculés dans le tableau suivant :

e(X) S(e(X))
X6 X2+ X
X5 X+1
X4 X2+X+1
X3 X2 +1
X2 X?

X X

1

Tableau 4.5 Tableau des syndromes-

Cherchons Ierreur £(X) de poids w(e(X)) = 1 et de syndrome S(e(X)) = X?> + X + 1 dans le
tableau des syndromes, on trouve le mot erreur est (X) = X* et le mot (polyndme) envoyé
est: C(X) =y(X) +e(X) = X6+ X* + X3 + X2, et le mot envoyé ¢ = 0011101.

4.3 Méthode de décodage de Meggitt.

Cette méthode tire son nom de l'ingénieur britannique Jack K. Meggitt, qui a développé
cette approche dans les années 1960. Elle s’applique aux codes cycliques binaires, mais elle
peut se généraliser au cas non binaire. L’idée de base consiste en I’utilisation de la cyclicité
du code pour reteindre la table des syndromes et permettre des calculs récursifs. Le décodeur
de Meggitt effectue un décodage symbole par symbole. On corrige d’abord une composante
erronée du mot recu au moyen de la méthode décrite ci-dessous, puis on applique de nouveau
la méthode au nouveau mot recu ainsi obtenu.

La méthode de Meggitt se distingue par sa capacité a détecter et a corriger plusieurs
erreurs dans les codes cycliques, ce qui en fait une approche assez performante pour les
environnements a forte distorsion. Cependant, il convient de noter que la méthode de Meggitt
peut étre complexe a mettre en ceuvre en raison des calculs impliqués et de la nécessité de

manipuler les générateurs de syndromes.

Les opérations a effectuer sont le shift et le calcul de syndrome on peut les réaliser au

moyen de registres a décalage circulaire.



Un autre avantage de cette méthode réside dans le fait qu’on remplace le tableau de
déchiffrement qui comporte tous les mots erreurs et tous les syndromes, par un autre tableau
ou ne figurent que les syndromes des mots erreurs dont le dernier symbole est erroné. On

gagne ainsi beaucoup d’espace mémoire et de temps.

4.3.1 Suite des syndromes polynomiaux

La proposition suivante montre que les j*®™ shifts du mot regu et de ’erreur correspondante
ont le méme syndrome polynomial.

Proposition 4.2.

Soit &(X) le mot erreur du mot regu y(X). Alors, pour tout entier j, 0 <j<n-—1:

1. le mot X’y(X)) est un mot regu dont I’erreur est X’ &(X).
2. S (X &(X)) =S (X y(X)).

Preuve.

1. De y(X) =c(X)+&(X), avec c(X) e 0(X), on déduit X/y(X) = X/c(X)+X’ &(X). Le code C
étant cyclique, on sait que X/ c(X) e 6(X). D’autre part w(X’ &(X)) = w(&(X)), car la
multiplication par X’ ne modifie pas le poids d’un mot. L’égalité précédente montre que

X7 &(X) est le mot erreur du mot recu X’y (X).

2. |l existe c(X) multiple de g(x) dans F,[X]/<X™ — 1> tel que y(X) = c(X)+&(X), on obtient
donc dans F,[X]/<X™ — 1> une relation de la forme X’y (X) = X/ c(X)+X’ &(X). Ceci
implique, dans FF,[X], une égalité de la forme X/ y(X) = X/ c(X)+X/ &(X) + b(X)(X™ — 1).
puisque g(X) divise (X™ — 1) dans FF,[X], on voit que X’/ y(X) = X’ &(X) modulo g(X), ce
qui montre que X’y (X) et X’ &(X) ont le méme reste dans la division par g(X), c.a.d. le méme

syndrome.
Remarque 4.1.

On voit donc d’aprés (b), que si I’on trouve S (X’y(X)) dans une table de syndrome indiquant

I’erreur correspondante, on peut retrouver X7€(X) et donc aussi I’erreur €(X).

La proposition suivante montre comment on peut calculer S (X’y(X)) a partir de S (y(X)) de

maniére récursive.

Proposition 4.3.



Avec les notations de la proposition précedente, soit (S;(X)); ey la suite des polynomes de

F,[X]/< X™ — 1 > définie par :

{ So(X) = S (X))
Sjr1(X) = S(XS;(X))

Alors pour tout entier j,0 < j <n—1,ona:S;(X) = SX7y(X)).

Preuve.

Pour j = 0, la propriété est vraie par définition : Sy (X) = S(y(X)) = S(X°y(X)).
Démontrons la pour j = 1,

Soit q(X) le quotient de la division de y(X) par g(X) dans FF,[X]. D aprés la définition du
syndrome, on obtient : y(X) = g(X)q(X) + S(y(X)), ceci implique

Xy(X) = Xg(X)q(X) + XS(y(X)) ...(1)

Soit I’application ¢: F,[X] - F,[X]/< X™ — 1 > qui associe chaque polyndéme de F,[X]

avec son reste de la division Euclidienne par X™ — 1.

Soit q'(X) le quotient de la division Euclidienne de XS(y(X)) par X™ — 1 dans F,[X].
Ontrouve : XS(y(X)) = q'(X)X" = 1) + o(XS(y(X))).

Remplagons dans (1); Xy(X) = Xg(X)q(X) + ¢'(X) (X" — 1) + ¢(XS(y(X))).
Puisque g(x) divise X™ — 1, on obtient : Xy(X) = @(XS(y(X)))modg(X).

Soit ¢" (X) le quotient de la division Euclidienne de Xy(X) par X™ — 1,
XyX)=q"(X)X™" - 1) + ¢(Xy(X)). Comme g(X) divise X™ — 1, on obtient :

Xy(X) = ¢(Xy(X))modg(X). Dot ¢(XS(y(X))) = ¢(Xy(X)) modg(X).

Ceci montre que @(XS(y(X))) et ¢ (Xy(X)) ont le méme reste de division par g(X) et donc
le méme syndrome. Cela signifie que XS(y(X)) et Xy(X) calculés modulo X™ — 1 ont le
méme syndrome. i.e. S(XS(y(X))) = S(Xy(X)). D’ou §;(X) = S(Xy(X)). Supposons que le
résultat est vrai pour j = k, c.a.d. S (X) = S(X*y(X)), et montrons le pourj =k + 1.

D’apres la définition de la suite, on a :



Ske1(X) = S(XS,(X)) =S (Xs(xky(X))) =S (XS(yk(X))) avec y, (X) = X*y(X) .
En appliquant le résultat pour j = 1 a y, (X), on trouve

SXSH(X))) = S(Xy (X)) = S(X. X*y (X)) = S(X**1y(X)). Cela achéve la

démonstration par récurrence.

4.3.2 Algorithme de décodage de Meggitt
Soit (T) la table des syndromes des erreurs dont la composante d’indice n — 1 est erronée. Soit

c(X) le mot envoyé, y(X) le mot recu , et &(X) le mot erreur avec w(e(X)) <e.

La suite S; (X) est définie comme dans la Proposition 4.3. L’algorithme de décodage de Meggitt

est le suivant :

Calcul de S(y(X)).
Si S(yk(X)) = 0 alors y(X) = c(X) et I’algorithme se termine.

w e

Sinon ;
e On cherche le plus petit entier non nul j tel que S;(X) se trouve dans la table (T).
e Corriger la composante d’indice n — 1 — j de y(X), soit y'(X), le nouveau mot obtenu.

4. Repartir au début de I’algorithme avec y'(X).

Exemple 4.2.
Soit €(7,4,3) le code de Hamming 1-correcteur de polynéme générateur g(X) = X3 + X + 1.
La table (T) des syndromes des erreurs dont la composante d’indice 6 est égale a 1 se réduit

au tableau suivant :

Erreur Xxe

Syndrome X2 +1

Tableau 4.6 Tableau des syndrome (T)

Soit y(X) = X°® + X5 + X*,le mot recu, donc le syndrome de y(X) est égale a S(y(X)) = X?
ne figure pas dans la table (T), On cherche le plus petit entier non nul j tel que S;(X)e(T),

c.ad. tel que S;(X) =S (ij(X)) = X% + 1, on trouve que j = 4. Il y a donc une erreur en



positionn —1 —j =7 —1—4 = 2. Avec I’hypothése que la capacité de correction égale a 1
n’est pas dépassé, Perreur est £(X) = X? et le mot envoyé est c(X) = y(X) + ¢(X) = X° +
X° +X*+ X2

Exemple 4.3.

Soit C(15,7,5) le code cyclique avec polyndme générateur g(X) = 1+ X* + X + X7 + X8.

Alors la liste des polyndmes erreurs g(X) avec a)(e(X)) < e = 2 et leurs syndromes est la

suivante :

&X) S((X))

X X3+ X5+ X%+ X7
Xt 4 x13 X2+ X3+X*+ X’
XM+ X" X+X*+X°+X7
X+ xt T+X2+X*+ X5+ X6+ X7
X 4 x10 X+X*+X3
X1+ x° 1+X+X3+X*+X7
X1+ x8 1+ X3+ X%+ X5
X1+ x7 X3+ X5+ Xx°
X1+ x6 X3+ X5+ X7
X"+ x° X3+ X0+ X7
X 4 x4 X3+ X4+ X5+ X6+ X7
X4 4+ x3 X5 + X6 + X7
X%+ x2 X2+ X34+ X5+ X6+ X7
X+ X X+X3+X>+X6+X7

X +1 1+X3+X>+X0+X7

Tableau 4.7 Tableau des syndromes (T") pour le code C(15,7,5)

Soity(X) = X2+ X109+ X%+ X7 + X*+ 1 le mot recu.
En utilisant un registre & décalage circulaire, on calcule le syndrome du mot regu on
trouve : S(y(X)) = X° + X* + X3 + X? + X.
On remarque que S(y(X)) ne figure pas dans la table, cherchons le plus petit entier j tel que
S;(X) soit dans la table (T"). On trouve j = 2, car apres calcul on trouve
SX?y(X) =X" + X+ X° + X* + X% = S(X™ + X*).
L’erreur associée au mot X2y (X) est X2e(X) = X'* + X*, d’ou le mot erreur associée au mot

Xeste(X)=X2+ X2 DoucX)=yX)+eX) =X+ X+ X" +X*+ X2+ 1.
y y



4.4 Décodage par piégeage d’erreur

Le décodage par piégeage d'erreur, également connu sous le nom de "Error Trapping
Decoding" en anglais, est une approche utilisée pour décoder les codes correcteurs d'erreurs, y
compris les codes cycligues. Cette méthode vise a détecter et a corriger les erreurs dans les
données en identifiant et en isolant les erreurs potentielles a l'aide de techniques de syndromes
et de calculs itératifs. Le décodage par piégeage d'erreur est particulierement efficace pour les
codes cycliques, car il exploite leurs propriétés spécifiques pour améliorer la correction

d'erreurs.

4.4.1 Principe de la méthode de piégeage d’erreurs

Soit C(n, k) un code cyclique e-correcteur sur le corps F,, de polyndme générateur g(X).
Supposons que c(X) € C le mot transmis et y(X) = c(X) +&(X) est le mot recu, ou e(X) est
le mot erreur, avec le poids w(e(X)) < e. La méthode de décodage par piégeage d’erreur est
une modification de la méthode de Meggitt, il s’agit de déplacer par décalage circulaire, c'est-
a-dire « piéger » en quelque sorte, les composantes non nulles de I’erreur sur certaines
positions. On considére un code binaire (on peut généraliser au cas non binaire), et on suppose
comme cité ci-dessus, que le nombre d’erreurs ne dépasse pas la capacité de correction e.

Le principe du décodage par piégeage d’erreur s’appuie sur les résultats suivants :
Lemme 4.1.

Soit (X) le mot erreur du mot regu y(X), Si d°(e(X)) <n—k—1alors:
e(X) = S(y(D).

Preuve.

Dans Fgq [X]/< X" —1>o0nay(X) = c(X) + &(X), avec e(X) €C, soit encore dans Fq [X]
y(X) = a(X)g(X) + e(X) + b(X)(X™ — 1). Puisque g(X) divise X™ — 1, on trouve y(X) =
dX)g(X) + e(X).

Sid°(e(X)) <n—k—1,alors d’aprées I'unicité de reste dans la division par g(X), on

obtient S(y(X)) = e(X).

Lemme 4.2.



Soit £(X) le mot erreur du mot recu y(X) , alors w(S(y(X)) < e si et seulement si S(y(X)) =
e(X).

Preuve.

La division dans Fq [X] de y(X) par g(X) s’exprime par y(X) = g(X)a(X) + (X).
Les conditions sur le degré des polyndmes intervenant dans cette égalité, font que celle si

egalement verifiee dans [Fq [X]/< X™ — 1 >. La décomposition d’un mot regu comme somme
d’un mot du code et d’un mot de poids inférieur ou égal a e est unique. Donc si w(S(y(X)) <
e, alors S(y(X)) = e(X). Réciproquement si S(y(X)) = £(X), alors o (S(y(X)) < e puisque le

poids de I’erreur est au plus e.

Théoréme 4.2. Soit (X) le mot erreur du mot recu y(X).

Sijestunentier 0 <j<n-—1telque w(S(X/y(X)) < e, alors e(X) = XIS (ij(X)).
Preuve.

Soity, (X) = X'y(X), c’est le mot erreur du mot recu dont I’erreur est £, (X) =
Xe(X).d’aprée le lemme 2.15.2, si o(S(y; (X) < e, alors S(y;(X)) = & (X), c.-a-d.

S (XIy(x)) = Xe(X) donc e(X) = XIS(XTy(X)).
Théoréme 4.3.

Soit £(X) le mot erreur du mot recu y(X). Si e(X) = X'&, (X) avec
d°(g (X)) <n—k—1,alors w(SXJy(X)) <e.

Preuve.

D’aprés le lemme 2.15.1, comme d °g;(X) <n—k—1alors & (X) = X Te(X) =
S(XJy(X)). On pose y;(X) = X Ty(X) donc &,(X) = S(y,(X) d’aprés le lemme 2.15.2 on
trouve w(S(y; (X)) < e alors w(S(XTy(X)) < 1.

4.4.2 Algorithme de décodage par piégeage d’erreur
Soit y(X) le mot regu, £(X) le mot erreur avec w(e(X)) < e.

1. Calcul de S(y(X)).
2. Sis(y(X)) = 0alors &(X) = 0.

3. Sinon,



e Siw(S(y(X)) <ealors e(X) = S(y(X)).
4. Sinon on cherche le plus petit entier j tel que w(S (ij(X))) < e, alors e(X) =

XTISXy(X)).
5. Le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X).

Exemple 4.4.

Soit le code C(7,4,3) sur FF,, Soit g(X) le polyndme générateur, g(X) = X3 + X2 + 1,
Soity(X) = X° + X3 + X, le mot recu. Le syndrome est le reste de la division y(X) par g(X).
Ona:y(X) = (X3 + X% + 1)(X? + X) + X?, donc S(y(X)) = X? et  (S(y(X))) = 1. En
supposant que la capacité d’erreurs n’est pas dépassée, I’erreur est (X) = S(y(X)) et le mot

transmis estdonc: c(X) = y(X) —e(X) = X° + X3 + X2 + X.

Exemple 4.5.

Soit le code C(7.4,3) sur F,. Soit le polyndme générateur g(X) = X3 + X + 1.

Soity(X) = X> + X* + X2, le mot regu. Le syndrome est le reste de la division de y(X) par
gX).Ona:yX)=(X3*+X+1DX?*+X+ 1)+ (X?+ 1) Donc S(y(X)) = X% + 1 et

A (S(y(X))) = 2. Puisqu’on suppose que le poids de I’erreur est au plus 1, S(y(X)) # e(X).
Comme S(Xy(X)) = 1, alors le plus petit entier non nul j tel que w (XjS(y(X))) <1lestj=

1. Donc le mot erreur est £(X) = X71S(Xy(X)) =Xt 1 =X""1 = X°.
Donc £(X) = X®, et le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X) estc(X) = X + X> + X* + X2,

4.5 Décodage algébriques des codes B.C.H

Le décodage algébrique des codes BCH est une méthode qui repose sur des concepts
et des techniques algébriques avancées pour localiser et corriger les erreurs, en exploitant les

propriétés caractéristiques des codes BCH.
Voici un apergu du décodage algebrique des codes BCH :

1. Propriétés des codes BCH : Les codes BCH sont construits a partir de polynémes
cyclotomiques et ont la propriété remarquable de posséder des distances minimales
relativement élevées. Cela signifie qu'ils peuvent détecter et corriger un grand nombre
d'erreurs. Ils sont souvent utilisés dans les systémes ou la fiabilité des données est cruciale,

tels que les systémes de stockage et les communications.



2. Syndromes et générateurs de syndromes : Les syndromes sont des vecteurs associés a
des erreurs spécifiques dans les données recues. Les générateurs de syndromes sont des
polyndmes qui permettent de calculer ces syndromes. Le processus de décodage
commence par le calcul des syndromes a partir des données regues.

3. Localisation d’erreurs avec les polynémes locaux : Une caractéristique clé des codes
BCH est l'utilisation de polynémes locaux pour localiser les erreurs. Ces polyndmes
permettent de déterminer les positions ou les erreurs sont susceptibles de se trouver. Les
positions d'erreurs probables sont appelées "positions d'erreur candidates™.

4. Localisation preécise d'erreurs avec les équations de localisation : Les équations de
localisation sont des relations algébriques qui associent les syndromes aux positions
d'erreur candidates. En résolvant ces équations, il est possible d'obtenir des informations
plus précises sur les positions d'erreurs et leurs valeurs.

5. Correction d'erreurs avec les équations de correction : Les équations de correction sont
utilisées pour calculer les valeurs correctes des bits en fonction des positions d'erreurs
identifiées. En appliquant ces équations, les erreurs peuvent étre corrigées, ce qui permet
de récupérer les données d'origine avec une grande précision.

6. Itérations et raffinements : Dans certaines situations, des itérations et des raffinements
peuvent étre nécessaires pour améliorer davantage la correction d'erreurs. Cela peut
impliquer de répéter les étapes précédentes avec des informations mises a jour pour

parvenir a une solution plus précise.

Le décodage algébrique des codes BCH nécessite une compréhension approfondie des
propriétés algébriques des codes et des techniques de manipulation de polynémes. Cette
méthode est généralement plus complexe que les méthodes de décodage basées sur les
syndromes, mais elle offre une excellente capacité de correction d'erreurs, ce qui la rend trés

utile dans des contextes ou la fiabilité des données est primordiale.

45.1 Syndrome, localisateur et polyndme localisateur
Soit C(n, k) un code BCH, de générateur g(X) admettant d — 1 = 2e (ou e est la capacité de

correction et & la distance construite) racines successives B/, b < j < b + & — 2, b un entier

non nul. Soit v le poids de l'erreur c.a.d. v = w(e(X)), avecv <e.

Définition 4.3.



Siy = o, V1, --»Yn—1) €St le mot regu, ¢ = (&), &, ..., &,—1) le mot erreur de poids v tel que

v =w(&(X)) < e, et H lamatrice de contrdle du code C. Alor le syndrome de y est :
S =y * H" donné par :
S:( ?=_o1 yiﬁbi ) 71'1=_01 Yiﬁ(bﬂ)i’ ey ?=_01 Yiﬁ(b”e_l)i),
sj = Xico yif =y(B’), b<j<b+5-2

Le syndrome se calcule en cherchant les valeurs de y(X) pour les 8 — 1 racines successives

B’ du polynéme générateur g(X).
Définition 4.4.

On appelle localisateur de la position i, I'élément X; défini par X; = B¢, pour0 <i<n-—
1.

On note I I'ensemble des positions de l'erreur, I = {i,0 < i <n —1,&; # 0}, alors
v = card(l).
* On appelle valeur de I'erreur dans la position i, I’¢lément Y;, tel que Y; = &;.

Définition 4.5. On appelle polynéme localisateur de I'erreur, le polyndme o(X) définie

par :

o(X) = H(1 —X.X)

i€l
Par définition du polyndme localisateur, ces racines ne sont que les inverses des localisateurs.
Remarque 4.2.
Soit y(x) un mot recu avec une erreur £(X) de poids w(s(X)) < e, alors:
yX) = c(X) +&(X),avecc(X) € C.0Ona:

Pour tout i € {b,...,b + 8-2}:y(B") = c(BY) + &(B) = e(BY), avec B une racine nieme

primitive de I'unité. En d'autres termes, le mot recu et le mot erreur ont le méme syndrome.

sj = y(B) = «(B’)



Sj = nz_:l}’i (,Bj)i = nz_:lgi (.Bj)i
i=0 i=0

= z & (B) = 2 vix!

i€l i€l
Donc s =Y YX, b<j<b+2e—1
Avec X; = fletY; = g, et les S;, sont calculés a partir du mot recu y.

Ces equations sont non linéaires, elles ne peuvent pas étre résolues directement, elles
nécessitent I'utilisation de variables intermédiaires qui peuvent étre calculées a I'aide du

syndrome et qui permettent de déterminer les positions de I'erreur.

4.5.2 Principe de décodage des codes B.C.H

La méthode de décodage algébrique ou de Peterson, Gorenstein et Zierler se déroule en
trois étapes :

1. Calcul du syndrome du mot recu.

2. Détermination des positions de l'erreur.

3. Calcul de la valeur de I'erreur aux positions trouvées.

e Détermination des positions de I'erreur

Pour déterminer les positions de I'erreur, il suffit de déterminer les localisateurs, pour le faire

il suffit de déterminer les racines du polynéme localisateur.
le polyndme localisateur o (X) est de la forme :
o(X)=0,X"+0,_ X1+ -+ X+1 1)

Il s'agit dans un premier temps de déterminer les coefficients du polynéme localisateur de

I'erreur.
cX)=(1-XX)..(1-X,X)

En multipliant les deux membres de I'équation (1) par Yl-XijJ”’ et en remplagant X par X;*

I'équation devient

o, X'+ o, X" 4+ X7+ 1 =0,



YX (0, X7 4 0y XV b o X7 4 1) = 0,

Yi(o,X] + 0y X[ 4+ XN+ X)) = 0.
En sommantsuri,1 < i < v, on obtient

v Yi(ooX] + oy X e o x] T4 X)) = 0,

Oy X0y YiX] + 0y S0 VX b o T X B Y] = 0,
Etdonc: 0,5 + 0y—1Sj41 + -+ 01Sj4p-1 + Sj4r = 0.
L'équation devient finalement
0yS; + 0y_1Sj41 + -+ 01Sj1p_1 = —Sj10

Par la définition du syndrome tous les S; sont connus pour b < j < b + 2e — 1, de plusona

v < e d'ou le systeme suivant.

Sb Sp+1 = Spiv-1 Oy —Sb+v
Sb+1 Sb+2 " Sb+v GY—l — —Sph+v+1 ()
Sb+v-1 Sb+v " Sptav-2 01 —Sb+2v-1

Ce systeme admet une solution unique. Donc les coefficients du polyndéme localisateur sont
déterminés par la résolution du systeme (I). Les coefficients du polyndme localisateur de
I'erreuroy, 04, ..., 6, SONt maintenant connus, il s'agit de déterminer les localisateurs de

l'erreur.

Soit 0(X) = 0,XV + 0,_,X""1 + .-+ 0, X + 1. Par définition, les racines de o (X) sont les
inverses des localisateurs c.a.d. les X; ! avec X; = B et i € I. Parmi tous les éléments de Fpr,
on cherche ceux qui sont racine de a(X). On cherche les éléments B! de Fpr, tel que

a(BY) = 0.0ra(BY) = 0 si et seulementsi ,_; # 0. Donc a(B) = 0 si et seulement sin —
i est une position de l'erreur.

e Calcul de la valeur de I'erreur aux positions trouvees

Les localisateurs X; sont maintenant connus, il reste a résoudre le systéme suivant:

v
Zyl-xifzsj,ijsb+2e—1
i=1



On prend b=1 sans perte de généralitéet 1 <j < v:

Xi Xz - XN\ Y\ /S
X2 X3 X2\ [ V2| _[Sz n
Xy xy oxy/ A\ \s,

La matrice du systeme (1) est une matrice de Vandermonde. Si le poids de I'erreur est v, alors
les localisateurs X;, X5, ..., X,, sont non nuls et distincts. D’apreés le théoréme sur les matrices
de Vandermonde, la matrice du systeme est inversible et le systeme admet donc une solution

unique.

4.5.3 Algorithme de décodage algébrique des codes B.C.H
Soient y(X) le mot regu, £(X) le mot erreur, avec w(s(X)) = v et g2, B+, ..., BP+9-2 avec

b >0, les § — 1 = 2e racines du polyndme générateur.

1. Calcul des composantes du syndrome a partir du mot regu, S; = y(ﬁf) pour tout |

b<j<b+2e—1.

2. Résoudre le systeme (I) afin de déterminer les coefficients du polynéme localisateur de
I'erreur, 04, 05, ..., 0, €t ainsi le polyndme localisateur o (X).
3. Déterminer les localisateurs de l'erreur X; = 4,1 < i < v, tel que a(,B“') = 0, avec
,Bie]Fpr. alors g # 0, l'indice i est une position de I'erreur.
4. Substituer les valeurs de X;, X, ..., X, trouvées, et résoudre le systeme (II) pour
déterminer les valeurs de l'erreur, Y; = g,1 <i <w.

5. Correction de I’erreur et trouver le mot transmis c(X) = y(X) — &X).

Exemples 4.6.

Les deux seuls codes BCH avec n=7 sont le code de répétition pure C(7,1) avec e=3 et le code

de Hamming C(7, 4) avec e=1.

1) Exemple 4.6.1. Soit C(7,1) un code BCH binaire de polyndme générateur :
g(X) =(X3+X+1) (X3+X%+1) et soit y(X)= a?X5+ oX® le mot regu contenant v=2 erreurs, tel

que les racines successive de g(X) sont a,a?,a3,a*,a°,0°

Le polyndme localisateur 6(X)= 62X*+01X+1



1. Calcul du syndrome S=(su, S2, S3, S4, Ss, S6)
K=F," le corps de racine 7™ de I’unité sur [F2, avec r=min{t ,n=7/2"-1}=3 et donc K=F,*=Fs.

Si a est une racine primitive de K alors, K={0, a’/0 < i < 6}. Le polyndme primitif de K est
le polyndme M,(X)=X3+X+1. On a My(a)=0 donc a’=a+1, a*=a’+a, a®>=0?+a+1, a®= a®+1 et

a/=1. Le syndrome est donné par : sj=y(c!), 1 < j < 6 alors :

Si=y(a)=al+ab=a+o’+1=a>
So=y(o?)=o*+al=1+a*=a?+o+1=0°
Sa=y(a®)=a?"+0%= o®+0?= a?+1+ a’=1
Sa=y(oM=0?+0?= a+1= o?+o+1+1= o
Ss=y(a®)=0?+0?%= o*+0’= o?+o+ a+a+1=1

Se=y(0®)=08+0®'= a+a?=0
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

Les coefficients o2, 61 sont les solutions du systeme :
S1 Sy o2\ _ (s3
(52 53) (01) - (54) (I)

5 o5 (o)) _ oy + oo =1 (1)
M @(35 0(1 ) (01) = (;4) @{aso-z + 0, =at (2)

En résolvant ce systéme on trouve 61= o et 62= o,

Le polynéme localisateur est donc 6(X)=02X?+ 61X+1= a*X?+ aX +1

Cherchons les racines de o(X) dans le corps Fg, on a : 6(0) #0, 5(1) #0
o(a)=ab+a?+1=a?+1+a?+1=0

o(0?) =¥+ +1=oato® +1=a+1+ 0 +1=0

Donc les racines sont o et a? donc les localisateurs sont Xs= o~?=a° et X,= o~ *=a®.

3. Calcul des valeurs des erreurs yi=g;

On résoudre le systéme :

G ()=()



me(EL)F)=(%)e {5352 1 o:si - 0:5 ((12))

Aprés résolution du systéme dans le corps Fs, on trouve : ys=a et ys= o’.
Donc le mot erreur est : (X)=aX>+a?X®=y(X) et le mot envoyé est c(X) = y(X)+ &(X) = 0.
2) Exemple 4.6.2. Le code de Hamming C(7,4) ave e=1

Soit C(7, 4) un code BCH binaire sur le corps K=Fg, de polyndme générateur : g(X) =X3 +
+X+1 =(X- a)(X- 02 )(X- o*), qui admet 2 racines successives a et 0. Soit y(X)=1+ X+X? le

mot recu avec une erreur (c.a.d v=1), le polynéme localisateur est de degré 1 : o(X)= o1 X+1.
1. Calcul du syndrome S=(s, s2)

s.=Y()= 1+ato?= al+a?=a® et s,=y(0?)= 1+ a®+a’*= o®.
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

On résout I’équation : $161= S, < a°c1= o® <> 1= a°. Le polyndme localisateur o(X)= o®X+1,
qui admet une seule racine a? et donc le localisateur est Xs = o®. Il y a une erreur en position
i=5.

3. Calcul de la valeur de ’erreur

Comme on considérer que les erreurs sont dans le cops IF, (binaire), alors la valeur de cette

erreur est Ys=1. Le mot erreur est : £(X)=X",

4. Le mot envoyé
Le mot envoyé est c(X)=y(X)+ e(X)= 1+ X+ X? + X°.
Exemple 4.7.
Soit C(15. 7) un code BCH sur le corps F,+ = [F;4 , de polyndme générateur :
g(X) =(X*+X+1)(X*+X3+X2+1) qui admet a,0?,0®,0* comme racines successives.
Soit y(X)= X2+X8 le mot recu contenant v=2 erreurs.

1. Calcul du syndrome



Le syndrome S=(s1,52,53,54)
K le corps de racine 15°™ de 1’unité K=F, 4. F16={0, a’/0 < i < 14}.
Le polyndme primitif de K est le polyndme M,(X)=X*+X+1. On a : M,(a)=0 donc a*=a+1
Donc : o°=a?+a; a%=a+a?; a'=od+o+1; of= o?+1; a®=al+a? ; a%=o2+o+];
o=t +02+ o al?= o?+1; al¥=o+ al+at+l; al= o3+1.
Onasj=y(d), 0 <j < 4.
s1=y(a)=a2+ab= 1
s2=y(a?)=o*+ab=0*+0=1
ss=y(ad)=0b+0?*= ab+a’= o®
ss=y(a*)=08+0%= aB+a’=1
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

Le polyndme localisateur o(X)=02X2+ a1X+1. Les coefficients o2, cisont les solutions du

systeme
S1 52\ (0, _ (ss
(52 S3> (0'1) - (54) (I)

1 1\(s,) _ (o5 o, +0; = (D
(I)C}(l 0(5) ("1) B (1><:>{02 + a0, =1 (2)
Apres résolution du systéme dans le corps Fs, on trouve : 61=1 et 62= 0%, 6(X)= alX?+X +1.
On peut vérifier facilement que les racines de o(X): sont o’ et ol°.
Donc les localisateurs sont Xs = o et Xg = af.

3. Calcul de la valeur de I’erreur

Si on considérer que les erreurs sont dans le cops F, (binaire), alors (X)=X>+X8.

4. Le mot envoyé

Le mot envoyé est c(X)=y(X)+ e(X)= X2+X8 + X>+X8 =X?+X5.



4.6 Méthode de décodage des codes Reed-Solomon par transformation de

Fourier discrete

4.6.1 Transformation de Fourier discréte sur un corps fini
Soit F un corps fini de caractéristique p et a une racine primitive du corps K des racines

niemes de l'unité sur F, soit a(X) = Y74 a; X' un polynéme de F[X]/(X" — 1) et a&(X) =

n—-1
Z' i a; X"~/ estun polyndme de K[X]/(X™ — 1) telsque &; =a(a’) = X5 a;aY.
]:

Définition 4.6.

Soit F un corps fini, n un entier tel que N >1, K le corps des racines niemes de l'unité sur F,
et a une racine primitive niéme de I'unité sur F. La transformation de Fourier discréete (TFD)
sur F est l'application F,, aussi appelée transformation de Mattson-Solomon, telle que :

Fy : FIX]/(X™ —1) - K[X]/(X" —1)

a(X) » a(X)
n-1 ]
Le polynébme a(X) = ijo a; X™/ est appelé le polyndme de Mattson-Solomon .
Remarque 4.3.
Le polyndme a(X) s'écrit a(X) = Yr-sa_, X*, aveca_, = a(a™).
n-1 ]

En effet, on fait un changement d’indice k=n-j sur a(X) = ijo @; X™/, on obtient :

aX) = YE=t @i X",
et comme les indices sont calculés modulo n, alors

a(xX) = Lz a_, x*.

Lemme 4.3.

Soit A € K une racine niéme de I’unité, alors :
= 0si 1=1
IR
o nsi A=1
Preuve.

Si A#1,comme A" =1, alors



n-1 ﬂ,n _1
YA = =0 .
i A-1
Théoreme 4.4. (Formule d’inversion)
SipAn =1, alors la transformation de Mattson-Solomon a(X) admet une transformation
inverse, i.e. si a(X) = Fy(a(x)), alors
1 n-1 . : :
aX) = - 2o AaHXt.

Preuve On a

Donc, pour tout i €{0,1,....n -1} .
a; = %d(ai).
D’ou
a(X) = %Z?z_old(ai)X".

Remarque 4.4.

Si F = F,alors a(X) = Z:()la(ai)Xi.

Définition 4.7.

Soient A(X), B(X) deux polyndmes de K[X]/< X™ — 1 > telsque : A(X) = Y1, A; X' et
B(X) = Y™+ B; Xt alors, le produit d'Hadamard de A(X) et B(X) est défini par :
j=n-1 .
AX) ® B(X) = Z A BXI.
j=0

Théoréme 4.5.

La transformation de Mattson-Solomon est un morphisme d'anneaux
de (F[X]/(X™ — 1), +, x) dans (K[X]/< X" — 1 >, +,Q).



En particulier,

F,(p(X) xq(X) = E(P(X)) ® F.(q(X)).

Preuve.

Il suffit montrer la condition de la somme, les deux autres sont claires.

n-—1
Soient a(X) = ¥4 a; X4 b(X) = E b; X/ de F[X]/< X™ — 1 >.
j=0

n-1
c(X) = aX)b(x) = (g a; X') <z ijj> =Y ¢ X

j=0
On a c; est le coefficient de X*, et comme le produit est dans F[X]/< X™ — 1 >, eten

considérant que b,,; = b; alors

n-1

CO = aobo + albn_l + azbn_2+. e +an_1b1 = Z —0 ajbn_j+0 .
]=
n-1
Cl = a0b1 + a1b0 + azbn_l‘l‘. .. +an_1b2 = z —0 ajbn_j+1 .
J=
n—1
Ci = aobi + albi_l + azbi_2+. . +an_1bi+1 = 2 o ajbn_j+i .
j=
On obtient,
n-—1
n-1 ; n-—1 ;
aX)b(X) = ¥ exl = Z @by X
i=0 J=0
n-1 ,
F(@()b(X) = 3171 ¢ x*
—_ N —kyyk
- Zk=0 C((X )X s
D’ou

nt n-1
Fa(a(X)b(X)) = E Z D b L ()
i=0 7
k=0

D’autre part,



n-1 ) n-1 .
(F(@() ® (F. (b)) = (X! oﬁ—in)®<Z b_ij>

j=0

" n-1 —ki ot —kj | vk
= (Zi=0 a;a ) Zj=0 bja™ | X

n—

n—-1

n—-1

— -kj —k(n—j+i k
= Z aja ]bn_j+ia (n—j )X

. j=0

i=0

k=0

)
= F,(a(X)b(X)).
Corollaire 4.1.

Sip An =1, ou p est la caracteristique du corps fini F et IK le corps des racines niémes de
I’unité sur F, alors la transformation de Mattson-Solomon est un isomorphisme d'anneaux de
(FIX]/{X™ — 1), +, x) dans (K[X]/< X" — 1 >, +,Q).

Preuve.

On a la transformation de Mattson-Solomon est injective, de plus elle est surjective (théoreme
d’inversion), donc d’apres le théoréme précédent 1a transformation de Mattson-Solomon est

un isomorphisme d’anneaux.

4.6.2 Algorithme de décodage par transformation de Fourier discréte
Soit C(n, k, d) un code Reed-Solomon sur un corps fini IK=IF,m e-correcteur, et de polynéme
générateur g(X) = (X — a?)(X — a®*1) ... (X — a?*%72) ol a une racine primitive de l'unité

du corps IK=IF,m (corps des racines niémes de 1’unité sur [F,).
Donc g(x) admet a?, a?*?, ..., a?*t4=2 (b > 0) comme racines.
Onprend F=K =F, .
e Calcul du syndrome de I’erreur
Soit y(X) le mot recu, £(X) le mot erreur avec (e(X)) < e, le syndrome de I'erreur est donc :

y(ab+j) — g(ab”),O <j<d—2,(b > 0) ... (x%),



le mot erreur s'écrit :
eX) =gy + X+ X2+ -+ XV L
La transformée de Fourrier de (X) est égale a :
BX) = Y EiXi= + EnoaX + Eqsi X Ak EXTT2 4 8 XL,
D’aprés la relation (xx), lesd — 1 coefficients de £(X) sont trouvés.
il reste donc de determiner les autres coefficients de €(X).

e Détermination du polynéme localisateur de I'erreur

Soit v le poids de I'erreur c.a.d. v = w(e(X)) avec V <e . Les localisateurs des positions des

erreurs, sont les X; = af, pour 1 <i < v.

On note | I'ensemble des positions de l'erreur : | ={i,0<i <n-1/¢ #0}

Le polynome localisateur de I'erreur est o(X )=] ]. | (1-X ;X ).

Qu’on peut écrire: (X )=0,X " +0, X'+ 40X +1

Les racines de o (X ) sont les inverses des localisateurs des positions erronées, on a donc :
siiel: oX7) =0o(a")=0et & #0
si igl:oX ) =0a(a)=0etés =0

Les o(a~") pour i €{L,...,n} sont les coefficients de la transformée de Fourrier de a(X), ce
qui permet d’écrire €(X) @ 6(X) = 0, ou &(X) est la transformée de Fourrier de a(X).
Alors,

£(X) x o(X) = 0(mod (X" - 1))

En effet ;

Calculons d’abord é(X) X o(X)

Ona: X)) = Z:Olén_ixi

Eto(X) = Zl;zoal-Xi = Z?z_olaiXi,tels que: 0; =0 pour v +1<i<n .

Donc, X)X a(X) = (& + &1 X+...+& X" D (0g + 0. X+...+0,_ X" )

— \n—-1 k
= Jk=0Ck X



tels que Co = é\oo-o + é'\n_lo'n_1+. .. +é\10-1 = Z{lz_ol §101
C; = 901 + €p_10gen + EnpOp_1+...+E10, = Y10
1 — <o%1 n—-1%0=n n-2%n-17"T--- 1¥2 — 4i=0 “i¥i+1

. a A A ~ A _ n—1 »
€ = €00y + &y 101=n11 + €q_200=pn + En_30,_1+... €103 = X125 €042

Et ainsi de suite, a la fin on trouve :

n-1 n-1

n-1 n-1
é\(X)X O'(X)z Zé\iO'H_ka = Zé\j_kank
=0 j=0

n-1 n-1 ) )
= Z Zi—o go(a)a kxk
k=0 =

= z:;: 22:01 g6a”kxk = ZZ;; e® 6(ak) Xk

=0 (mod(X” - 1))
Ceci donne un systeme d'équations a résoudre.
Supposons qu'il y a au plus e erreurs, le polyndme o a donc au plus v racines, il est donc au
plus de degré v, etdonc g; = 0, pour v+ 1 <i < n. Il reste a déterminer g, g5, ..., g;, et
&y, ., én.
Le systéme s’écrit, ou les calculs sur les indices sont effectués modulo n comme suit:

r éo + élo'l + é20'2+. . +é170-17 = O
én—l + 500'1 + é10'2+. . +év—10-v = 0
é\n_z + én_ldl + é\00-2+. e +év_20v =0

En—1t €n_iv101 + &0+ +€,0, = 0

\ & + &0, + E0,+.. . +E,110, =0

Les d — 1 coefficients de la transformée de Fourier de l'erreur. &,, &, ..., €;_,50nt connus. En
considérant les derniéres équations du systeme il est possible de déterminer les coefficients du
polynéme localisateur de l'erreur o4, 0, ..., 0y,.

e Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur



Les n — v premiéres equations du systeme permettent de déterminer &;,€441,...,&,. EN
remplagant o4, 05, ..., g, par les valeurs trouvées précédemment. La transformée de Fourier de
I'erreur £(X) est désormais connue.

e Détermination dee‘(X ) par transformation de Fourier inverse

On applique la transformation de Fourier inverse pour trouver le mot erreur £(X) tel que :

eX) = 2 YT E(ahXL.
L'Algorithme de Décodage par transformation de Fourier discréte se résume en cing étapes :
Soient y(X) le mot recu, £(X) le mot erreur avec w(e(X)) < e et g(X) le polynbme générateur.
Soit les § - 1 racines de g(X) d'exposants consécutifs. a?, a?*1, ..., a®*P=2 avecb >0 :
1) Calcul des § - 1 coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur e(X) par le calcul des
composantes du Syndromes.
2) Détermination des coefficients oy, 05, ..., g, du polyndéme localisateur de I'erreur, par la
résolution des v dernieres équations du systeme.

EX)xoX) =0 (mod X" - 1))
3) Détermination de tous les coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur £(X) par la
résolution des n — v premiéres équations du méme systeme.
4) Détermination de e(X) par la transformation de Fourier inverse de £(X).
5) Correction de I'erreur i.e. trouver le mot envoyé c(X).
c(X) = yX) - e(X).

Exemple 4.8.

Soit le code de Reed-Solomon C(3,1,3) sur E de polyndme générateur g(X) = X?> + X + 1, ce

polyndme a 2 racines : a et a?. Soit y(X) = X2 + 1, le mot recu avec v=1 erreur.
1. Calcul du syndrome :

sp=y(@) =a
s; =y(a®) = a?

Le syndrome donne les 2 premiers coefficients de la transformée de Fourier de e(X) :
& = aeté, = a%. Onadonc:

é\(X) = Zizzo é3_iXi = é\o + ézX + §1X2.



Le polynome localisateur de I’erreur est de degré v=1. Il est de la forme :
oc(X) =0 X+ 1.

L’équation suivante :

£0X) X o (X) = E 2 &_a: X' = 0(mod(X® — 1))
=0
k=0

Donne le systeme suivant :

éz +é001 = O

{é\o + é\lo-l = 0
él + é20'1 == 0

2. Détermination du polyndme localisateur de I’erreur :
Les coefficients &, et &, sont connus (¢, = a et &, = a?).
La résolution de systéme précédent donne o; = a?.

3. Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de ’erreur :
o, est remplacés par leur valeur dans les autres équations du systéme nécessaire a la

détermination de &,. La résolution de ce nouveau systéme donne : &, = a3 = 1.
Donc la transformée de Fourier de &(X)est: 8(X) = 1 + aX + aX?.

En utilisant la transformation de Fourier inverse : £(X).
Ontrouve : (1) = 0,é(a) = 1 et é(a?) = 0. Donc e(X) = X.
Et le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X).
Doncc(X) = X2+ X + 1.
Exemple 4.9.
Soit le code de Reed-Solomon C(15,9,7) sur le corps [F;4, de polyndme générateur

gX) =X+ al%X5 + al*X* + a*X3 + a®X? + a®X + a®.



Ce polyndme a 6 racines : a, a?, a3, a* a® et a®. Soit le mot recu y(X) = aX* + a?X'? +
al3x* avec w(e(X)) = 3.

1) Construction du corps [Fy4

F;={0,a!/0 < i < 14}, son polyndme primitif est : My (X)=X*+X+1.

On a : My()=0 donc a*=a+1, donc : a®=a’+a?; a°=a’+a; a'=a’+a+1; of= a®+1;
@® =aB+a?; a 0= +a+1; al=0P+o’+ a; a'?= o?+1; a¥=0P+ o’ +a+1; o= oB+1.

2) Calcul du syndrome :

Ona s;=y(a/),1<j<e6.

si=y(@) =a°

s; =y(a®) =a’
s3 = y(a’) = a'?
ss=y(@) =0

ss=y(@®) =a

s¢ = y(a®) = a®

Le syndrome donne les 6 premiers coefficients de la transformée de Fourier de £(X) ;
é\l = a6,é\2 = a7,é3 = a12,§4 = O,é\s = a,éG = 0(8,

la transformée de Fourier de e(X) :

14
8X) = Z Eio i Xi = 8y 4 E1aX + Es X2 +E,X13 4 £,X14
i=0

Le polyndme localisateur de I’erreur est de degré v=3. Il est de la forme :

o(X) = 03X3 4+ 0,X* + o, X + 1.

14
3
L’équation suivante : £(X) X o(X) = E Z &_ 0:X* = 0(mod (X5 — 1))
k=0 =0

Donne le systeme suivant :



( &0+ &0y + €0, +E305 =0
€14+ ép01 + €10, + €03 =0
E13 + €140, + éyo, + €103 =0
E1p + 1301 + €140, + Eyo3 =0

€11+ €101 + €130, + €405 =0
€10+ €110+ E150, + €305 =0
g+ €001 + €110, + €103 =0

{ ég + é90y + €190, + E1105 =0

&+ Egoq + €90, + €903 =0

&+ &,00 + Egoy + €905 =0

s+ &0 + 70, + €305 =0

&y + E50q + g0y + €705 =

&3+ €400 + 50y + €03 =

&y + &30, + €,0, + €505 =

\ & + &0, + &0, + E405 =

3) Détermination du polynome localisateur de I’erreur :

4)

Les coefficients &, &,,4;,4,, &5, & sontconnus tels que &, = a®, &, =a’, & =
al?2, &, =0, =aeté, =ab
La résolution du systéme constitué par les trois derniere equations donne :

2

o =a
O'2=(X8
0'3:1

Le polyndme localisateur est : (X) = X3 + a®X? + a?X + 1.

Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de I’erreur :

01, 05, 03 sont remplacés par leurs valeurs dans les autres équations du systéme.

Apres les calculs en trouve :
d=a’éa=a3é3=a",é,=0a'%8,=0&,=a'3,é =a't,4§g=18 =a°

Donc la transformée de Fourier de (X )est:

EX)=a’ +a3X +a’X? +a¥?X3 +aB3X° + al X0 + X7 + a®X® +
atX? + aX0 + a'?X12 + a”X13 + X4

En utilisant la transformation de Fourier inverse, on trouve:

1 14 ; ; 14 . ; ;
e(X) = of@)Xxt=3 ~ Eah) X"

i

On trouve :



(D) = é(a) = é(a?) = é(a®) = é(a®) = é(a®) = é(a”) = &(a®) = &(a°) = é(al?)
= é(a')) = &) = 0.

Et é(a*) = a'3,£(a'?) = a?, é(a'*) = a.
Donc e(X) = aX™ + a?X'? 4+ a'3X* = y(X).

Et le mot envoyé est : c(X) = y(X) — e(X)=0 (le mot nul).



