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Série 1

Exercice 1: Soit {2 un ouvert connexe borné de R" a frontiére assez réguliére. Pour
(u,v) € HY(Q2) x H*(€2), on pose

~ Ju Ov
a(u,v) = Q;&Ei o1, dac+(/9udx)</ﬂvdx).

1. Montrer que a(-,-) est H'(Q)-elliptique (grace a la définition de a(,-), ceci est
équivalent a l'existence d’une constante ¢ > 0 tel que

HUH%Q <ca(v,v) Yve HY(Q).

2. En déduire que pour tout f € L?(2), il existe une solution unique u € H'(Q) du
probléme

a(u,v):/gfvda: Yo € H(Q).

/Qudx:m/gfdx.

En particulier, si fQ fdxr = 0, quelle est I'équation aux dérivées partielles vérifiée

Montrer qu’alors

par u ?

Exercice 2: Soit I =|0,1[C R. On pose

V= {veHl(I):vG) :0}.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H'(I).

2. Montrer que v — ||| z2¢;) est une norme sur V' équivalente a la norme usuelle de

H\(I).

3. Montrer que le probléme variationnel suivant

Trouver u €V tel que

/u’v'dx =v(0) VYoveV,
I

admet une solution unique.

4. Quelle est I'équation aux dérivées partielles vérifiée par v 7 Est ce que v € H?(I) ?



Exercice 3: Soit  un ouvert borné connexe de R? a frontiére réguliére et soit f € L?(Q).
Premiére partie: On considére le probléme variationnel suivant

Chercher u € H'(2) tel que

(5) /QVU-Vvd:L’—l—)\(/Qudx) (/dex) :/vad:c v € H'(Q),

ol A est un réel > 1. Nous admettons I'inégalité suivante.

2
”UH?{l(Q) <G (HVUHiQ(Q) + ’/ﬂvdx ) Vv e H'(Q),

pour une constante C strictement positive.

1. Montrer que (Py) admet une solution unique qu’on notera u, et que cette solution
vérifie
lurll o) < Co [l f 1l 20 -

ou (5 > 0 est une constante indépendante de \.

2. Montrer qu’il existe une constante C3 > 0, indépendante de A, tel que

e

3. Ecrire formellement le probléme associé & (Py).

< SN e -

4. En déduire que la solution de (Py) est dans H*(Q) et vérifie
HU/\HHZ(Q) < Cy Hf”fﬁ(ﬂ) )
ou 'y > 0 est une constante indépendante de \.

Deuxiéme partie: On pose

V= {v € H'(Q), /Qm«) d = 0},

et on considére le probléme suivant

Trouver u €V tel que

(P) /Vu-Vvdx:/fvdx VvelV.
Q Q

1. Montrer que V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire usuel de H'(2).

2. Montrer que (P) admet une solution unique.

3. On suppose que / f(z)dx = 0. Montrer que pour tout A > 1, la solution u, coincide
Q

avec u.



4. On suppose maintenant que / f(z)dx # 0. Dans ce cas,
Q

(a) Prouver que

/V(u,\—u)-Vvd:E:O YVoelV.
Q

(b) En déduire que
1

(¢) En déduire que

> Q

|ux = ullmr) < <1 flle2@)s

avec C' > 0 une constante indépendante de \.
Conclure.
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