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Exercice 1: Soit Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ su�samment régulière. On

souhaite résoudre le problème elliptique suivant, avec conditions aux limites de type Robin

(ou Fourier)

(1)

{
−∆u = f dans Ω,
∂u

∂ν
+ αu = g sur Γ,

où α > 0, f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(Γ) sont donnés.

1. On suppose qu'il existe une solution u ∈ H2(Ω) à ce problème. Montrer qu'alors u

est solution du problème variationnel

(2) a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H1(Ω),

où

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx+ α

∫
Γ

uv dσ,

et

L(v) =

∫
Ω

fv dx+

∫
Γ

gv dσ.

2. Montrer la continuité de la forme bilinéaire a(·, ·) et la forme linéaire L.

3. Pour montrer la coercivité de a, nous allons d'abord montrer une inégalité de type

Poincaré.

Inégalité de Poincaré-Friedrichs : Soit Ω un ouvert borné de classe C1. Alors

pour tout α > 0, il existe une constante β > 0 tel que

(3)

∫
Ω

|∇v|2dx+ α

∫
Γ

v2 dσ ≥ β

∫
Ω

v2 dx, ∀v ∈ H1(Ω).

On souhaite faire une démonstration par l'absurde de ce résultat :

(a) Ecrire la négation de l'a�rmation (3). En déduire qu'il existe une suite (vn)n∈N∗

de H1(Ω) tel que ‖vn‖0,Ω = 1 véri�ant∫
Ω

|∇vn|2dx+ α

∫
Γ

v2
n dσ <

1

n
, ∀n ∈ N?.

(b) Montrer que (vn) est bornée dans H1(Ω). Utiliser ensuite un résultat de com-

pacité pour en déduire qu'on peut en extraire une sous-suite (vnk
) qui converge

dans L2(Ω).
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(c) Montrer que (vnk
) converge dans H1(Ω).

(d) Conclure en utilisant la continuité de l'application trace γ0.

4. Montrer qu'il existe une unique solution u ∈ H1(Ω) au problème (2) et que u est

aussi solution de (1).

Exercice 2: Soient Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ assez régulière et ~b ∈ C1(Ω)N

un champ de vecteurs de convection tel que div~b =
N∑
i=1

∂bi
∂xi
≤ 0 dans Ω.

On considère le problème aux limites suivant (appelé problème de convection-di�usion)

−∆u+~b .∇u = f dans Ω,

u = 0 sur Γ,

où f ∈ L2(Ω).

1. Etablir une formulation variationnelle pour ce problème et montrer qu'elle admet

une solution unique.

Indication : Pour montrer la coercivité de la forme bilinéaire associée, commencer

par montrer que∫
Ω

(~b .∇v)v dx = −1

2

∫
Ω

v2 div~b dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

2. Montrer que la solution variationnelle est solution du problème de convection-

di�usion.
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