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CHAPITRE O

Rappels sur les espaces LY

Soit 2 un ouvert de R? pour d € N* quelconque et I un intervalle dans R, pas forcément

borné.

Définition 0.0.1 (Fonction mesurable). Une fonction f:Q — R est dite mesurable si

pour tout a € R, lensemble A, = {x € Q; f(x) > a} est mesurable au sens de Lebesgue.

Définition 0.0.2 (Fonction intégrable). On dit qu’une fonction mesurable f : Q — R

est intégrable au sens de Lebesgue si

A |f(2)|dz < +o0.

On désigne par L1(Q) Uespace des fonctions intégrables sur 2 a valeurs réelles. Deux fonctions

qui coincident presque partout sur €1 sont identifiées, c’est-a-dire considérées comme égales

dans L1(Q).

Définition 0.0.3 (Espaces L?). Soit p € [1,+00[. Une fonction mesurable f : Q@ — R est

dite p-intégrable si
A\f(:cﬂpdx < +00.

On appelle espace de Lebesgue LP(Q2) l’ensemble
LP(Q) ={f:Q—R; f mesurable et |f|P intégrable}.
De plus, pour toute fonction f € LP(Q), on définit || - ||Lr() par

o = (] F(a)Pds)”.



Comme précédemment, deux fonctions égales presque partout sur €2 sont identifiées dans
LP(Q).

Sip =00 on a la définition suivante
L) ={f:Q—R; f mesurable et il existe C > 0 tel que |f(z)| < C p.p. sur Q}
et on définit || - ||Le(q) par

| flloe () = ess sgup|f(m)| =inf{a; |f(2)] < a p.p. sur Q}.
(S
Pour tout 1 < p < 00, on note q le conjugué de p, c’est a dire le réel tel que % + é =1.

Théoréme 0.0.1. On a les propriétés suivantes.
1. LP(Q) est un espace vectoriel et || - ||r(q) est une norme pour tout 1 < p < oo.
2. 12(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
3. LP(Q) est séparable pour tout 1 < p < co.

4. (Représentation de Riesz) Pour tout 1 < p < oo, le dual de ILP(Q) s’identifie a 1.9(2)
de la fagon suivante : a toute forme linéaire continue T sur LP(S) on peut associer de

facon unique une fonction f € L4(QQ) telle que :
(T, u)y = Af(a:)u(x)dx, Vu € LP(Q2).

De plus, on a || fllLa) = [|T||wr@)y -

5. LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.

Théoréme 0.0.2 (Inégalité de Young). Soit 1 < p < oco. Alors pour tous a,b € [0,00]
on a

1 1
ab < —aP + —b1.
p q

Théoréme 0.0.3 (Inégalité de Holder). Soit 1 < p < oo et soient f € LP(QQ) et g €
L1(Q). Alors f-g € LY(Q) et

| 1 @g(@)lde < [1f @ lghe.



Remarque 0.0.1. L%(Q) est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

(f.9) = [ f@g@)dr, .9 € LX(Q),

Dans ce cas, I'inégalité de Holder pour L*(Q) est I'inégalité de Schwartz

(Ll < e llglle,  f.g € LA(Q).

Dans ce qui suit, 'espace D(Q2) designe I'ensemble des f € C°°(Q2) dont le support supp f

est compact.

Théoréme 0.0.4 (Théoréme de densité). Pour tout 1 < p < oo, l’espace D(2) est dense
dans LP(Q2). Autrement dit, pour toute fonction f € LP(QQ) et pour tout € > 0, il existe une

fonction f. € D(Q) tel que ||f — fe|lie@) < €.

Théoréme 0.0.5 (Comparaison entre les espaces L7). Soient 1 < p < p/ < o0 et

supposons que mes(Q) = [q 1dx < 4o00. Alors, LP (Q) € LP(Q). De plus, pour tout f € LP ()

=

1_
[fller@) < mes()> ¥ || fll10 q)-

L’injection de L” (Q) dans LP(Q) est donc continue.
Théoréme 0.0.6 (Convergence dominée). Soit p € [1,400[. Soit (f,), une suite de
fonctions de 1P(Q) vérifiant

1. fo— f p.p. sur;

2. il eziste une fonction g € 1LP(Q) tel que |f.(z)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors, f € LP(Q) et

T [1f, — fllioa = 0.

Définition 0.0.4 (Convergence faible dans les espaces L7).

1. Si1 < p < oo, on dit qu'une suite (f,) converge faiblement vers f dans LP(Q2) si

fos f €LP(Q) et st

n—oo

lim | (fa(2) = f(2))9(x)de =0, Vg e LIQ).

On note f, — f dans LP(Q).



2. 8ip = o0, on dit qu'une suite (f,) converge faiblement* vers f dans L>(Q) si

fos f € L2(Q) et si

lim [ (fule) = F(2))gla)ds =0, Vg € LI(S).

n—oo

On note f, = f dans L>=(9).

Proposition 0.0.7. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. Si f, — f dans LP(Q), alors f, — f dans LP(QY), pour tout 1 < p < oc.
2. Si fo — f dans L=(2), alors f, = f dans L=(Q).

3. 8i1<p<ocoetsif,— f dans LP(Q) pour 1 <p< oo ou f, = f dans L>(Q), alors

la suite (|| fnllLr()) est bornée et
[fllLr @) < Hminf [| fo|[Lr)-
4. Sil <p<ooet(f,) est une suite bornée dans LP(QY), alors il existe une sous suite
(fn.) €t f dans LP(Q) tel que f, — f dans LP(Q).
5. St (fn) est une suite bornée dans L>°(Q), alors il existe une sous suite (f,,) et f dans
L>(Q) tel que f, = f dans L>(Q).

Définition 0.0.5 (Fonction localement intégrable). Soit f : Q — R. On dit que f est
localement intégrable sur Q si fll; € LY(Q) pour tout compact K C Q.

On note L, () l’ensemble des fonctions localement intégrables sur €.

Proposition 0.0.8. Pour tout p tel que 1 < p < +o0, on a LP(Q) C L}, ().

Remarque 0.0.2. A chaque f € L} () correspond une distribution Ty € D'(2) définie par

Tj(6) = | f@)la)dr, ¢eD(Q). (0.1

Cependant, toute distribution 7' € D’(2) n’est pas nécessairement de la forme 7y définie par
(0.1) pour une certaine fonction f € LL ().
Par exemple, si 0 € €2, il n’existe pas de fonction localement intégrable f sur Q tel que,
pour ¢ € D(Q)
[ F@)é(a)de = 6(0) = d(@).
6



ot 9y désigne la delta de Dirac relative au point 0.
Les distributions qui peuvent s’écrire comme dans (0.1) sont appelées distributions

réguliéres.

Lemme 0.1 (Lemme fondamental du calcul des variations). Soit f € L}, () tel que

[1 F(@)p(a)de =0, Vo e Cu(Q), (0.2)

ot C.(Q) désigne ’espace des fonctions continues a support compact.
Alors f =0 p.p. sur €.

Dans la preuve de ce lemme, on aura besoin du théoréme suivant.

Théoréme 0.0.9 (Tietze-Urysohn). Soient E un espace métrique, A une partie fermée
de E, u: A — R une application continue et bornée. Alors il existe une application continue

v: FE — R qui coincide avec u dans A et tel que

supv(x) =supu(y), inf v(z) = inf u(y).
supo(e) = supu(y).  inf ole) = inf u(s)

Preuve du Lemme [0.1.

On procéde en deux étapes.

1. Cas 2 de mesure finie et f € L}(Q)
On démontre en premier lieu le lemme sous des hypothéses plus fortes : on suppose
que f € LY(Q) et que Q2 est de mesure finie. Soit € > 0. Par le Théoréme de densité, il
existe f. € D() tel que

If = fe”Ll(Q) <eé€.

Par (0.4), on a pour tout ¢ € C.(2)

‘ A fo(2) (@) dx

N Mz(f (x) = fo(z))¢(x)dx

< [ 1@ = f@lIé@)d < l@llcwmmeon
(0.3)

Posons

Ky ={z e f(x) 2 e} = £ ([, 00]) C supp(f.),

Ky ={reQ; f(r) < —e} = f1(] — o0, —¢]) C supp(f.).
7



Puisque f. est continue a support compact, K; et K5 sont des compacts disjoints. Par
le Théoréeme 0.0.9, en prenant pour u l'application de K; U K5 dans R, égale & 1 dans
Kj et a —1 dans K, qui est continue dans K; U Ks, il existe une fonction uy € C(2)

telle que
1 si xe Ky,

-1 si z € Ky,

up(z) = {I
(

et

lup(x)] <1, pour tout x € Q.

Posons K = K; U K>, alors

Donc, grace a (0.3)

[ r@lde = [ f()uo(e)d

Or,

donc on obtient

L @lde = [ Af@lde+ [ 15

c+2 [ @)l

< e+ 2e-mes(Q).

IN

Donc
[fller@) < N = Felliie) + [[f:ller@) < 2e(1 + mes(Q)).
Comme cette inégalité est vraie pour tout € > 0, on en déduit que f = 0 p.p. sur €.

. On considére maintenant le cas général. On écrit 2 = {J,, €2,,, ou 2, est ouvert borné

et €, inclu dans Q. On peut prendre par exemple

1
Q, = {z € Q; dist(x,CE) > - et |z| < n}.
8



En appliquant 'étape 1 avec €, et f|q,, on obtient f = 0 p.p. sur ,, et on conclut

que f =0 p.p. sur €. O

Corollaire 0.1. Soit f € L},.(Q) tel que

A f(@)p(z)dz =0, Yo € D(Q). (0.4)

Alors f =0 p.p. sur €.

Lemme 0.2. Soit f € Lj,.(I) tel que

/I F(2)¢'(x)dz =0, Yo e CLI), (0.5)

o CH(I) est l’ensemble des fonctions de classe C' sur I, a support compact dans I.
Alors, il existe une constante C' telle que f = C p.p. sur I.

Preuve.

Prenons une fonction ¢ € C.(I) telle que [; ¥ (t)dt = 1. Pour toute fonction u € C.(1), il
existe ¢ € C(I) telle que

¢(x) = u(@) = ([ u(tydt) v(@), Vrer

En effet, la fonction h = u — ([; u(t)dt)y) est continue, comme somme de deux fonctions

continues, et & support compact inclu dans I puisque supp(h) C supp(u) U supp(). De plus,

Aupp(h) h(z)dx = ﬁh(x)dx = /Iu(a:)dx - (/Iu(t)dt) /Il/J(x)dx = 0.
Ainsi, h admet une primitive a support compact. On déduit de (0.5) que
/I ) <u(:c) . ( /I u(t)dt) w(x)) dr =0, Yue C(I),
ie.,
/I F(o)ulz)da — /I /I w(t) f(x)b(x)dtds = 0, Yu € Cu(I),
et par le théoréme de Fubini, on obtient
/1 (f(x) . (/1 f(t)¢(t)dt)) w(z)dr =0, Yue Cu(I).

En utilisant le Lemme (0.1, on obtient f(x) = [; f(t)Y(t)dt p.p. sur I. Ainsi, f = C p.p. sur
I avec C' = [; f(t)(t)dt. O



CHAPITRE 1

Espace de Sobolev en dimension un

Dans ce chapitre, on désignera par I =|a, b[ un intervalle ouvert de R, non nécessairement
borné, d’extrémités a et b (—oo < a < b < 400). On notera I I'adhérence de I et OI sa

frontiére.

1.1 Dérivée faible

Pour moutiver ce qui suit, rappelons la formule d’intégration par partie, pour u € C*(I)

/I w(z)d (z)de = — /I W (2)p(z)dz, Vo € CH(I), (1.1)

puisque le fait que le support de ¢, supp(¢), soit un compact de |a, b[ entraine

On remarque que la partie gauche de 1'égalité (1.1) est bien définie méme si u n’est pas

régulier (il suffit que u soit dans L}, (I)). Cela méne & la définition suivante.

Définition 1.1.1 (Dérivée faible). Soit u € Lj,.(I). On dit que g € Lj,.(I) est une dérivée
faible de u si

[ u@)¢ @)z = - [ g@)o(a)dz, Vo € CLD). (1.2)

10



1.1. Dérivée faible

La principale indication de cette définition est que la dérivée faible d’une fonction est une
fonction localement intégrable qui vérifie une formule d’intégration par parties. Le résultat

suivant montre que cette dérivée faible est unique.

Lemme 1.1. Quand elle existe, la dérivée faible d’une fonction u € L},.(I) est unique, a un
ensemble de mesure nulle prés.
Preuve.

Supposons que g; et g, sont deux dérivées faibles de u. Alors

Ju@)¢ @)z = = [ g(@)o(@)dr, o e ClD).

et
[ u@)¢@de =~ [ g(e)o(@)de, Vo e CUD.
Par conséquent

[ (@) — ga(a)s(@)dr = 0. Vo e CL).

En utilisant le Lemme (.1, on déduit que g; — go = 0 p.p. dans [, i.e. g; = go p.p. dans [. [J

Remarque 1.1.1. Par densité, on peut remplacer dans (1.4) "V¢ € C1(I)" par "V¢ € D(I)".

Notation. On notera g = u'.

Lemme 1.2. Soit g € L},.(I). Pour yo € I fizé, on pose

u(z) = /yxg(t)dt, r el

0
Alors uw € C(I) et g est la dérivée faible de u.

Preuve.

On commence par montrer que u est continue. Fixons z € [ et soit (z,) une suite
d’éléments de I qui converge vers x.

Pour tout n on a

ju(zn) —ulz)] =

/y:" g(t)dt — /y: g(t)dt‘
‘[n g(t)dt‘

max(z,Trn)
< [ l9(t)ldt

min(z,xn)

= [ Moyt (Dlg (8l
11



1.1. Dérivée faible

Pour tout n, on pose g, (t) = Ujmin(z,2,),max(z,z.)] ()| 9(t)], ¥t € 1.

Montrons que g, — 0 p. p. sur [.

Si t = z, alors, pour tout n, z € [min(z, z,), max(z, z,)|, et donc, g,(x) = |g(x)|. Or, le
singleton {z} est negligeable.

Sit # x, alors |t — x| > 0. Puisque (z,,) converge vers z,
Ve >0, dng eN, Vn e N, n >ng = |z, — x| < c.
En particulier, pour ¢ = |t — z|, Ing € N, Vn € N
n>ng = |r, —z| < |t —z| =t ¢ min(z, z,), max(z, z,)] = g,(t) = 0.

Par passage a la limite, lim gn(t) = 0.

Par conséquent, g, — 0 p. p. sur [.

De plus, puisque (z,,) converge vers x, elle est bornée. Il existe donc ¢,d € I avec ¢ < d, tels
que

A={x,,; ne N}U{z} C e d].

D’ou, pour tout t € I, on a
|9 (t)] < Wi (8) 9 (2)].

Comme g € Lj,.(1), la fonction ¢ — 1. 4(¢)|g(t)| est intégrable. Par le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue,

lim /I gn(t)dt =0

Par le théoréme d’encadrement, on obtient lim,, . |u(z,) — u(z)| = 0, d’oit u est continue
en x. Comme x est arbitraire, u est continue sur I.

D’autre part, pour tout ¢ € C!(I), on a

[ uta)é @iz = [ ( /y g(t)dt) o (w)de = [ " ( / " g(t)o ()t du+ y: ( /y g(t)¢’(x)dt> d.

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

[ )¢ @)de = —/‘W(/t )dt+ (Kg )dt

= — [ 906 - st + [ g(0)(60) - ottt
: _/yo dt— bg

= - L g(t)p(t)dt



1.2. Espace de Sobolev W'P(I)

ce qui termine la preuve. O

1.2 Espace de Sobolev W?(])

Définition 1.2.1 (Espaces de Sobolev).

1. Soit 1 < p < +00. On désigne par l’espace de Sobolev WP (I), I’ensemble des fonctions

u € LP(I) telles qu’il existe une fonction g € LP(I) vérifiant
[ u@)d@)de = ~ [ g@)s@)de, Vo€ CL).
Autrement dit,
WP(I) = {u € LP(I); u a une dérivée faible u' € LP(I)}.

2. On pose H'(I) = WH3(I).

Remarque 1.2.1. Tl est possible de définir 'espace W1P(I) en utilisant le langage des distri-
butions. En effet, toute fonction v € LP(I) C Lj,.(I) peut étre identifiée & un élément de
I'espace des distributions D’(I) (distribution réguliére). Elle admet donc une dérivée au sens
des distributions, laquelle appartient, a priori, & D'(I).

On dit que u € WP(I) si cette dérivée distributionnelle appartient a L?([).

Exemple 1.2.1.

1. Soit I =] —1,1] et on considére la fonction u définie sur I par u(z) = |x|. On a, pour

tout p € [1,4o00|

1 1 2
ol = [ let@)lPde = [[fePde=2 ["folrde =2 [ atde = = < o

Pour p=+o0
|lullLee(ry = inf{ey; Ju(z)| < o p.p. sur I} =inf{a; |z| < a p.p. sur I} =1 < 4o0.
Done, u € LP(I), pour tout p € [1,+00]. Montrons que la fonction g définie sur I par

1l osr 0<xr<l
g(fv)Z{
\

-1 s1 —1<2<0,
13



1.2. Espace de Sobolev W'P(I)

est sa dérivée faible. En effet, pour tout ¢ € CY(I) et en utilisant l’intégration par

partie, on a

[ u@)¢(@)de =
d:c+/ o' (2
= (20~ [ (- + o))y~ [ o)
- / dx—/01¢(x)dx

1

1l est clair que g € LP(I), donc u € W'P(I).
2. Soit I =]0,2[ et on consideére la fonction u définie sur I par

'{x st O0<x<1
u(a) =

\1 st 1l<ax <2,

On a, pour tout p € [1,+00]

1 2 1
sy = [ Jut@)Pde = [ faledn 4 [ de = 241 < oo

|u|lee(ry = inf{o; |u(z)| < o p.p. sur I} =inf{o; 1 < a p.p. surl} =1 < 4o0.

Donc, u € LP(I), pour tout p € [1,+00]. D’autre part, pour tout ¢ € CH(I) et en

utilisant [’intégration par partie, on a

fuwsir = [(u
/ dx—I—/ & (z

avec g est définie sur I par
{'{ 1 st O<ox<1
L 0 st 1<x<?2,

1l est clair que g € LP(I), donc u € W'P(I).
14



1.2. Espace de Sobolev W'P(I)

3. Soit I =]0,2[ et on considére la fonction u définie sur I par

'{x st O0<zx<1
u() =9

\2 st 1 <x <2,

Comme précédemment, u € LP(I), pour tout p € [1,+00]. D’autre part, pour tout

¢ € CHI) et en utilisant intégration par partie, on a

[uwe@ar = [ * (@) (2)dx
- 'od (2)de + / Codl (2)de
= o)~ [ Sl +2(6():
= () - [ Bla)dz +2(6(2) - 6(1))

Cl

C: /01 ola)dz — 6(1) = — [ g(x)é(x)dr - 6(1),

Le terme supplémentaire —p(1) ne peut pas s’écrire sous la forme — [; g(x)o(x) dx avec
une fonction g € LP(I), car il correspond a la Delta de Dirac relative au point x = 1.
En particulier, en choisissant une fonction test ¢ € CL(I) telle que ¢(1) # 0, on obtient
une contradiction.

Ainsi, uw n‘admet pas de dérivée faible appartenant a LP(I) et par conséquent, u ¢

We(I).

Lemme 1.3. Soit u € C*(I) telle que u et sa dérivée au sens classique v’ sont dans LP(I).
Alors uw € WHP(I) et sa dérivée faible coincide avec sa dérivée au sens classique.
En particulier, si I est borné, alors C*(I) C WhP(I).

Remarque 1.2.2. Etant donné que I'intervalle I est ouvert, la continuité sur I n’implique
aucune condition d’intégrabilité.

Dans le cas ot I est borné et u € C(I), alors elle est automatiquement LP-intégrable.
Cependant, il convient de préciser que dire qu'une fonction continue est dans LP(I) est
une simplification qui signifie en réalité que la classe d’équivalence modulo 1’égalité presque
partout de cette fonction est un élément de LP(7). En d’autres termes, on considére une telle

classe d’équivalence dont un représentant est une fonction continue.

Remarque 1.2.3. On peut montrer facilement que les fonctions continues et C' par morceaux

sur I borné appartiennent aux espaces de Sobolev WP ([).
15



1.2. Espace de Sobolev W'P(I)

Preuve.
Soit ¢ € CX(I). Par la formule d’intégration par parties classique (avec la dérivée au sens

classique ') on a

[ u@)d @)de = [u(@)o@)]; — [ (@)d@)de =~ [(@)o(w)de.

Donc «' € LP(I) est la dérivée faible de u et donc u € W'P(T). O
La dérivée faible est donc bien une notion de dérivée généralisée qui étend la notion

classique a un cadre strictement plus général. En effet,

Exemple 1.2.2. Soit I =| — 1,1 et on considére la fonction u définie sur I par u(x) =
max(0,x). u appartient a WIP(I) pour tout p mais n’est pas dérivable en 0. En effet, on a

pour 1 < p < 400

e st 0<z<1
() =4
L 0 s2 —1<x<0,
alors u € C(I). Donc, u € LP(I), pour tout p € [1,+00]. D’autre part, pour tout ¢ € CH(I)

et en utilisant 'intégration par partie, on a

/Iu(x)gb'(a:)da: = /1 uw(z)¢' (x)dx

avec g est définie sur I par

'{1 st O<zr<l1
g(fﬂ)Z{
\

0 st —1<2<0,

et comme g € LP(I), on a u € WYP(I). Cette fonction g s’appelle la fonction de Heaviside,
on la note d’habitude H.

D’autre part,
) = u(0) _ | ute) = (o)
r—0t z—0 z—0~ x—0
Donc u & CH(I).
16



1.2. Espace de Sobolev W'P(I)

Proposition 1.2.1. L’ensemble WP(I) est un espace vectoriel, avec (Mu+ pv) = M/ + pv’
au sens des dérivées faibles, pour tous u,v € WHP(I) et A\, u € R. Quand on le munit de la
norme

1
P

lellwoey = (el + 114 [Fap) " s pour 1< p < +o0,

ou pour p = +00,
lullwr.oe(ry = max ([Juflve, @ ller))

c’est un espace de Banach. Pour p = 2, lespace H'(I) = W'P(I) est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire
(u,v) g = (u,v)pe + (U, 02 = /I(u(x)v(x) + o/ (z)v'(z))dx,

et de la norme associée a ce produit scalaire

N |=

ull ) = lullwrey = (HUH%,Q(I) + Huluizu))

Preuve.

L’ensemble W' (I) est un sous ensemble de I’espace vectoriel L?(T). Il contient la fonction
nulle, il suffit donc de vérifier qu’il est stable par combinaisons linéaires, ce qui est évident
car par linéarité de 'intégrale, la linéarité de la dérivation faible est immédiate.

Le fait que || - |ly1s(s) soit une norme sur WP(I) découle du fait que || - |lLo(r) est une
norme sur LP(]). En effet, les deux premiéres propriétés sont facile a vérifier. Pour montrer
I'inégalité triangulaire, rappelons que d’apres I'inégalité de Minkowski, pour ay, as, by et by

dans R4, on a

3=

(a1 + 0P + (as + bo)?)7 < (b + ab)r + (BF + h)7.

Il vient alors que, pour tout u,v € WP(I), on a

1
(lu+ vl + ' + ' 5r))

|u + vl[wre

S =

N

< ((lullzewy + lwllew)” + (e + 1V le)7)

1
< (Illny + 10lE0m)” + (11 + 10150 )

3=

= |lullwreay + [[vllwrem

17



1.3. Propriétés de WP(I)

Montrons maintenant que W'P(I) est complet. Soit (u,), une suite de Cauchy dans
WP(T). Alors (uy,), et (ul,), sont de Cauchy dans L*(I). Or, ce dernier est complet, donc
U, — u et u), — g dans LP(I), pour un certain u et un certain g de L”(I). Donc, pour tout

¢ € CHI), on a

‘/lun(x)gb'(x)da: - /Iu(x)gb'(x)dm

< |luy — ullr || ¢ |Lacy — 0 quand n — oo,

et

< |luy, = gl l|@llLagy — 0 quand n — oc.

[ @) = [ ga)ola)da

Alors
/]un(:v)qﬁ’(x)dx — /Iu(a:)qﬁ’(.r)da: et /Iu'n(a:)gb(:v)d:v — /Ig(:l:)¢(x)d:1: quand n — oo.
Par définition, nous avons que, pour tout n € N
[ un(@)d @)z = — [ @)d(@)dr, 6 € CHD),
et par passage a la limite, on obtient
[ u@)¢(@)de = — [ g@)éw)dz, Vo € CLD).
Comme u et g sont dans L?(I), cela prouve que u € WP(I) avec g = v et
u, — u dans W'P(I).

Par conséquent, WP(I) est complet.

Si p = 2, on montre facilement que
(u,v) € H'(I) x H*(I) /I(u(x)v(x) + u'(x)v(z))dz,

est un produit scalaire sur H'(I) et que [[ull3; ;) = (u,u) ce qui montre que H'(I) est un

espace de Hilbert. O

1.3 Propriétés de WP(I)

1.3.1 Espaces de Sobolev et continuité

Les fonctions dans W'P(I) peuvent étre regardées comme des primitives de fonctions de

LP(I). Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

18



1.3. Propriétés de WP(I)

Théoréme 1.3.1 (Théoréme d’immersion de Sobolev). Soit u € WHP(I) avec 1 < p <

+00. Alors il existe une fonction @ € C(I) tel que u = u p.p. dans I et
i(z) = aly) + / “W(dt, VayeT.
y

Preuve.

Soit yo € I fixé et soit

a(e) = /y “W(dt, veel

0

Par le Lemme 1.2, 4 € C'(I) et « est sa dérivée faible et comme ' est la dérivée faible de wu,

on obtient

-
2l
—~
=
L
&
U
Q)
I
|
-
g\
=
S~—
=
S
U
S
I

/Iu(a:)d(x)dx, Vo € CH(I).
D’ou
J (ue) = al@))é'(@)dz = 0, Vo € CL(1).

En utilisant le Lemme (0.2, il existe une constante C' telle que uw = u + C' p.p. sur I. On pose

a@=u+C, alors @ € C(I) et
a(z) — aly) = a(z) — aly) = /y “W()dt, VayeT.

OJ

Remarque 1.3.1. Pour mettre en évidence le contenu du Théoréme [1.3.1, commengons par
remarquer que si u € WHP(I), alors toutes les fonctions v telles que v = u p.p. dans [
appartiennent aussi a W'P(I) (ceci est une conséquence directe de la définition de WhP(I)).
Le Théoréme [1.3.1] affirme que toute fonction u € W'?(I) admet un (et uniquement un)
représentant continu sur I, i.e. qu’il existe une fonction @ continue sur I et qui appartient
a la classe d’équivalence de u. Quand nécessaire, nous remplacerons u par son représentant

continu et, pour simplifier, nous utiliserons aussi la notation u pour le représentant continu.

Corollaire 1.1. Sip > 1 et u € WHP(I), alors

_1 -
u(@) — u)| < [ llnp|e =yl 77, Yo,y e 1.
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1.3. Propriétés de WP(I)

Preuve.
Pour fixer les idées, considérons x,y € I tels que y < x. Grace au Théoréme 1.3.1 et a

I'inégalité de Holder, on obtient

u(e) —u(w)] = |[ "0
< [ )]y (t)dt
< [ lleen 1 Ty, Lo
=l ([ a?)
= ||z — 97,
ce qui donne le résultat. O

1.3.2 Séparabilité

Rappelons d’abord deux résultats de topologie, le premier dit qu'un produit cartésien
de deux espaces séparables est séparable (en effet, un produit cartésien de deux ensembles

dénombrables est dénombrable), et le second est le suivant :

Lemme 1.4. Soit (X, d) un espace métrique séparable et A C X. Alors A est séparable pour

la distance induite.

Théoréme 1.3.2. Si 1 < p < +00, alors l’espace WP(I) est séparable.
Preuve.

Soit T : WHP(I) — LP(I) x LP(I) D'application définie par
T(u) = (u,u), ue€WP(I).
Notons que T est une application linéaire et, en munissant LP(I) x L?(I) de la norme produit
1
I, ) leonycariy = (lullfoq + 101En) -
on en déduit que T est continue et méme une isométrie puisque pour tout u € Wt (I),
1
1T @)ooy = (1l + 141Em) 7 = lullwroa).

Donc T est une isométrie injective.

Par construction, Im(T) = T(W'P(I)) c LP(I) x LP(I). Or, d’aprés le Théoréme [0.0.1,
20



1.3. Propriétés de WP(I)

LP(I)xLP(I) est séparable ce qui montre que Im(T') est également séparable. Comme W1?([)

est isomorphe & I'm(T), on en déduit que W'P(I) est séparable. O]

Remarque 1.3.2. C’est évident que W1H°(I) n’est pas séparable.

1.3.3 Reéflexivité

Rappelons d’abord deux résultats suivants.

Proposition 1.3.3. Soit E un espace réflexif et F' un sous espace vectoriel fermé muni de

la norme induite. Alors F est également réflexif.
Proposition 1.3.4. Si Ey et Ey sont réflexifs, alors E1 X Ey aussi.

Théoréme 1.3.5. Si 1 < p < 400, alors l'espace WYP(I) est réflexif.
Preuve.

Soit T': WHP(I) — LP(I) x LP(I) I'application définie par
T(u) = (u,u), ueW(I).

Puisque T est une isométrie, 'espace Im(T') est en fait un sous espace vectoriel fermé de
LP(I) x LP(I). De plus, LP(I) x LP(I) est réflexif d’aprés le Théoréme 0.0.1 et la Proposition
1.3.4. Donc, grace a la Proposition [1.3.3, on en déduit que Im(T') est réflexif. Comme WP(T)

est isomorphe a I'm(T'), on en déduit que W'P(I) est réflexif. O

Remarque 1.3.3. C’est évident que ni WH(I) ni W*°(I) ne sont réflexifs.

1.3.4 Quelques résultats de caractérisation

Proposition 1.3.6. Soit u € LP(I) avec 1 < p < +o0. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes.
1. we Whe(I).

2. 1l existe une constante C' > 0 tel que

/Iu($)qb'(:n)dx

< C||B|lracny, Vo € CHI).

De plus, nous pouwvons prendre C' = || ||vr(ry -
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1.3. Propriétés de WP(I)

Preuve.
1. = 2. Soit w € W'P(I). Alors, en utilisant I'inégalité de Holder, pour tout ¢ € C}(I),

on a

/Iu(a:)gzﬁ/(x)dx

= ‘—/Iu’(a:)gb(:c)d:c

< [ W @a(@)lde < [l I dllusco

ce qui montre le résultat.

2. = 1. Considérons la forme linéaire T : C}(I) — R, définie par

(1.6) = [u(@)¢'(@)da, & CLI).

1

Comme C!(I) est un sous espace vectoriel de LI(I), par ii), T est continue sur C!(I) muni
de la norme || - ||La. Donc, en appliquant le theoréme de Hahn-Banach, il existe une forme

linéaire continue T € (LY(I))" qui prolonge T i.e.

(T,6) = (1.6) = [ u(@)¢/(@)de, Vo € CL(I).

D’autre part, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz (voir Théoréme 0.0.1 4.), il

existe f € LP([) telle que
(T.0) = [ f@)pla)dz, V6 € L1(1T).
D’ot, en particulier
[ u@)d @iz = [ f@)o()dr. Vo e CLI).
En posant g = —f, on a g € LP(I) et vérifie
[ u@d @)de =~ [ gl@)p(a)dr, Vo € CHD),
et donc u € WP(I). O

Proposition 1.3.7. Une fonction u € L>®(I) appartient a Wh>°(I) si, et seulement si, il

existe une constante C' > 0 telle que

lu(z) —u(y)| < Cle —y|, pourp.t z,ye€l. (1.3)
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1.3. Propriétés de WP(I)

Preuve.
La premiére implication est une conséquence directe du Corollaire 1.1 (avec la convention
é = 0). Réciproquement, soit ¢ € C(I) tel que suppp C [N; M| C I. Pour h € R* choisi

tel que |h| suffisamment petit de sorte que [N + h, M + h] Cla;b[, on a

/Iu(x + h)p(z)dr = Ab u(z + h)o(z)dx
= /NM u(x + h)p(x)dz

Donc
[ e+ 1) —u(@)@)dr = [ ulz)(é(x = h) = 6(x))dr. (1.4)

En utilisant I'inégalité de Holder et (1.3), on obtient

[ (w4 1) = (@) p(a)dz

< [luG+n)—u@)llo(@)|d < Clal [ 6(@)dz = Clhll8]w .

Donc, par (1.4) on trouve

J @6 = ) = o@)da| < Clhl¢luio,

On divise par |hl|

¢z —h) — ¢(x)
/Iu(x) 7 dx

Soit A > 0 tel que [N — A, M + A] C I; pour 0 < |h| < A, on a alors

< Clléllurny (15)

/Iu(x)¢(x — h})l — ¢<x)da: = Aji:A u(z i hf)L — (b(x)d:r. (1.6)
Or
lim Pz = hf)b —9®) _ ), Vee N —A M+ A
D’ou
}IL{%U(@(?(% - h}i —9@) _ —u(z)¢' (z), pt.xe[N—A M+ A



1.3. Propriétés de WP(I)

Posons M = ||ul[ oo (1) Sup,epn iy [¢'(2)]; on a M < +oo car u € L®(I) et ¢ est continue sur
le compact [V, M], et par le Théoréme des accroissements finis, pour tous x € [N — A, M + A]

et 0 < |h| < A, il existe ¢ entre z — h et x tel que

¢z —h)—oz)
L= o)
D’ou
FRUCE LI

qui est intégrable sur [N — A, M + A]. Donc le Théoréme de convergence dominée nous dit

que
M P —h)—¢(x) o pMEA /
]llli% U ) Y dx = —/N_A u(z)¢' (z)dz.
Comme ¢ est nulle hors de [N — A, M + A], par (1.6), on obtient
: ¢l —h)—o(x) /
,lllir(l) Iu(x) Y drx = —/]u(aj)¢ (x)dx.

En passant a la limite dans (1.5), quand A — 0, on en déduit que

‘/I u(x)d' (v)dx

< Cllllui-

Le résultat est alors une conséquence de la Proposition 1.3.6 [

La version L? du résultat précédent s’écrit comme suit.

Proposition 1.3.8. Soit u € LP(R) avec 1 < p < +o0. Les propriétés suivantes sont

équivalentes.
1. ue WH(R).

2. 1l emiste une constante C' > 0 telle que pour tout h € R
||7'hu — u||Lp(R) S O|h|,

ot Tpu(x) = u(x + h) pour tout x € R.
De plus, on peut prendre C' = ||u || pmw) dans 2..

Preuve.
1. = 2..

Soit u € W1P(R). Par le Théoréme 1.3.1, pour tout z,h € R, on a

z+h 1

' (t)dt = h/ W' (z + sh)ds,
0

u(x 4+ h) —u(z) = /
24
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1.3. Propriétés de WP(I)

. Donc

ulz + h) — u(z)| = || M)l o (z + sh)ds| < |h| [)1 (& + sh)|ds.

En appliquant I'inégalité de Hélder, on obtient
1 p
u(a+h) —u@l < | ([ 1o+ shlds)
0
1 s 1 £
< |n] ([) ]u/(x—i—sh)]pds) ([) 1%15)
1
- yhyp/o W/ (z + sh)[Pds.
En intégrant, il vient que
1 1
_ Py < |BIP / p — |plP / p )
A\u(w+h) u(z)Pdz < |h| A(A W/ (z + sh)| ds)dm Ih| A (A[u(a:—l—sh)]dm)ds
En remarquant alors que
'(z + sh)Pd :/ '(y)|Pd
[+ shyPda = [ [ )]y,
on déduit que
1
_ Py < |B|P ") |P - p/ ") 1Pdu.
[tz +h) = u@lde < b [ [ 10@ldy)ds = P [ j(y)Pdy

D’ou
| Thu — ul|lLr @) < || ||r@)l Bl

2.=>1..

Soit ¢ € C1(I). Pour tout h € R, on a

A{(U(x +h) —u(x))p(x)dr = A{u(m)(qﬁ(m — h) — ¢(x))dz.

En utilisant alors I'inégalité de Holder, on obtient

A (u(x + h) — u(z))é(x)dz

< I — ullwr @) l|9llLa@) < Clh[||A]|La)-

En divisant par h et en passant a la limite, on obtient

¢(z —h) — ¢(x)
[Ru(x) h dx

h—0

[Ru@)gb’(x)dx‘ = lim

: u(x + h) — u(z)
= lim| [ 2 o(w)de| < Cllélluam)-
On peut alors utiliser la Proposition [1.3.6 une nouvelle fois et conclure. O
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1.3. Propriétés de WP(I)

1.3.5 Prolongement continu

Certaines opérations fondamentales ne sont valables que pour les fonctions définies sur
R tout entier(par exemple, la convolution ou la transformée de Fourier). Il est alors utile de
pouvoir prolonger une fonction w € W'?(I) en une fonction @ € WH?(R). Ceci est 'objet

du résultat suivant.

Théoréme 1.3.9 (Opérateur de prolongement). Soit 1 < p < +o00. Il existe un opéra-
teur de prolongement P : W'P(I) — WHP(R) linéaire et continu tel que

1. (Pu); = u, pour tout u € WHP(I);

2. IPulliem) < Cllullery, pouwr tout w e WP(I) ;

3. ||Pullwrem) < Cllullwrey, pour tout u € WP(I) ot C > 0 est une constante qui ne

dépend que de mes(I).

Remarque 1.3.4. On sait, par le Théoréme 1.3.1, que toute u € W1P(I) se prolonge en une
fonction continue sur 7. En particulier toute v € W1P(R) est continue sur R. Si l'on pose
w(x) =u(z) siz € I et u(xr) = 0sixz € R\, on ne peut donc obtenir un élément de W'?(R)
que si u s’annule sur O1.

Preuve.

La preuve est divisée en deux parties.

Premiére partie. Commengons par le cas I =]0, +00[. On pose

vou(z) stz >0,

0
= 2““”{;7(1)'
Ainsi u* € LP(R) et

1
[y < 27 [|ullLen),
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1.3. Propriétés de WP(I)

et donc, 2. est satisfaite. D’autre part, si on pose

vou/ () si x>0,

L —u'(—z) si z <0,
comme précédemment, on a clairement que g € L?(R) et que
1
“gHLP(]R) < 2p||ul||Lp([).

De plus, en utilisant le Théoréme [1.3.1, pour tout x > 0 on a

u*(z) — u(0) = u(z) — u(0) = [) Cu(t)dt = A " g(t)dt.

De méme, pour z < 0, on a

w*(z) — u*(0) = u(—z) — u(0) = / Cd=t - [) '(—s)ds = /O g(t)dt.
0
Par conséquent, en utilisant le Lemme 1.2 on déduit que g est la dérivée faible de u* et donc
u* € WHP(R). De plus
1
[u" [[wrrey < 27 [Jullwis,

et 3. est satisfaite.

Deuxiéme partie. Considérons maintenant le cas d’un intervalle borné I. Sans perte de

généralité, nous pouvons toujours nous ramener a lintervalle I =]0,1[. Soit alors n une

fonction de C1(R) telle que

0<n<1
et
1]l s x<i
77(93)={
\0 st $>%

Tout élément w € WhP(I) peut s’écrire sous la forme u = nyu + (1 — ny)u. L'idée est alors
de prolonger nj;u et (1 — nr)u.

Pour f une fonction définie sur |0, 1[, on pose
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1.3. Propriétés de WP(I)

Il est alors clair que

(
' or(o)u(xe) st oo €(0,1
) = { M) o1 w0
\0 st xT>1
(
_ n(:c){ u(z) si x€)0,1]
\0 si xT>1
= n(z)u(z)

De plus, pour tout ¢ € D(]0, +00[), on a

[]mm(x)gbl(x)dx = Aoom[(x)u(x)gb’(g;)dx

= [ n()u(2)¢ (x)da

— [ru z)dx —/ w)dz  (car (ng)r € C;(1))

OO
= [T @) +f @)l
Autrement dit
() = nu' + n'a.
D’autre part, on a
77wl Leo.0on = Imrulliey < Inlloollulliey < [Jullie,
et
[(n7w) lergo.cey = Nl + 1'U|Lr 0,00
< I [le o, + 178 Le 0,00
< Allsollu ey + 110l oo |2l Lory

< e llea + I lloollelie
ce qui implique que
Imrallwegosey < (24 17 lloo) lullo
En résumé, nyu = nu € W'P(J0,00[) est un prolongement de nu a ]0,+o0[. Ainsi, en

utilisant la premiére partie, On obtient une fonction w* € W?(R) vérifiant

wip = (M) = 1w,
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i 1
[w* Loy < 27[[7rullLego.cop < 27 [|ullLer
et
i 1
[w llwir@) < 27 [D7ullwiegocey < 27(2 + (10 [loo) [wllwim().-

En procédant de maniére analogue pour (1 — n7)u, on obtient une fonction w* € W'?(R)

vérifiant
wii = (1= n)u,
o™ lliae) < 27 ullnary
et
o™l < 282+ [0 lloo) lullwrncry.
Finalement, on pose Pu = w* + w**. |

1.3.6 Densité des fonctions réguliéres

Théoréme 1.3.10. Soit 1 < p < 400 et I un intervalle borné, alors C*(I) est dense dans
WhP(T).
Preuve.

Soit u € WP(I) et on prend yy € I fixé. Par le Théoréme [1.3.1, pour tout z € I, on a

u(z) = u(yo) + [ u'(t)dt.
Yo
D’aprés le Théoreéme [0.0.4, il existe une suite (g,) C D(I) telle que g, — u' dans L”(I). On
pose alors, pour tout n € N et tout = € I,

T

un () = u(yo) + ; gn(t)dt.

Donc, u,, € C*(I). De plus, par construction, u/, = g, — ' dans LP(I). Puisque I est borné,

par l'inégalité de Holder, il vient pour pour tout x € T
un() — ()| < [ 1l (6) = (D)t < mes(D) u, — oy,

D’ou

sup [up () — u(@)| < mes(I)7 |[ul, — o |[o.
x€el

11 suit que w,, — w uniformément et donc dans L”(I). On en déduit bien que u, — u dans

Whe(I). 0
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Remarque 1.3.5. La densité n’a pas lieu pour p = oo. En fait, Padhérence de C*°(I) dans
Wheo(I) est CY(I). Or il y a dans tous les WP(I) des fonctions qui ne sont pas de classe
C', par exemple la fonction partie positive, x + u(z) = max(0,z). De méme la fonction
x — u(x) = |z| est dans WHP(I) pour tout p € [1, +0o0], etc.

Dans ce qui suit, on va montrer que I'ensemble {u;; u € D(R)} est dense dans W'2(I)

pour tout p € [1; +oo[. Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 1.5. Soient p € L}(R) et u € WHP(R) avec p € [1, +o0].
Alors
prxu€ WYP(R) et (p*xu) =pxu.

Preuve.
1)Cas ou p € C.(R).
Supposons que p est a support compact. Alors, on sait que p xu € LP(R).

Soit ¢ € CH(R), alors
[oxw@d@de = [ ulw)(pxd)(a)da
= [ ul)(p 6) (x)da
= — [W@(po)a)dr  proeCLR)

:—/p*u (x)dzx,

ou p(x) = p(—x). Alors pxu € WHP(R) et (p*xu) = px*u'.

x)(p* ¢

2) Si p n’est pas & support compact, il existe une suite (p,), C C.(R) qui converge vers

p dans LY(R). D’aprés 1), on a p, xu € WHP(R) et (p, * u)’ = p, * u'. D’autre part, on a

lon = pulles = l(pw = p) # ullin < lpn — pllsllulus
et
lpn ' — p e |le = [|(pn — p) % |Le < [lpn — pllL [t ||Lo-
D’ou
pn*u — pxu dans LP(R),
et

pnxu — pxu’  dans LP(R).
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1.3. Propriétés de WP(I)

Or,
[ (pw s ) @) (@) = = [ (pu ) (@)o2)dr

En passant a la limite, on obtient

Lloxw)(@)¢'(@)dr = = [ (px u)(x)o(x)da.
Donc (p*u) =pxu € LP(R) et pxu € WH(R). O
Théoréme 1.3.11. Soit u € WHP(R) avec p € [1,+oo[. Alors il existe une suite (uy), C
D(R) telle que
Uny — u dans WHP(I).

En particulier, D(R) est dense dans W1P(R).

Preuve.

On peut supposer que I = R. Dans le cas contraire, on peut se ramener au cas de l'espace

R tout entier en utilisant le Théoréme [1.3.9

e Soit ( € D(R) telle que

et

Soit Cu(z) = ((7), n € Net f € LP(R) avec p € [1, +ool. Il est clair que

[Gn(2)f(2)] < |f(z)], VzeR,

et
lim (o(2)f(2) = C(0)f(z) = f(z), VzeR.

n—-+o0o
En utilisant le théoréme de convergence dominée, il vient que la suite ({, f), converge
vers f dans LP(R).

e Soit alors (p,), C D(R), une suite régularisante et soit
Un, = G - (pn ¥ u) € D(R).
Nous allons montrer que la suite (u,), converge vers u dans WP(R). En effet,

Up — U =Cp (pnxu) —u=Cy (pnxu—u)+ Gu—u,
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1.4. Injections de Sobolev

et donc

Jun —ulle < (|G (pnx u — u)||lor) + [[Gatt — ullLog)
< ||Pn*u_u||LP(R)+||CnU—U||LP(R)

— 0 quand n — oo.
D’autre part, en utilisant le lemme précédent, il vient que

u;:(Cn'(lon*u))/:gz'(pn*u)""cn'(pn*u)/:gf(/on*u)_"Cn'(pn*ul)'

Donc,

lup, = Wlle@y < NG (o * W lleey + (|G- (on @) — Wl
< G (oo x w)|leey + 16 - (o * 0/ — ) ||y + 16" — 'lLo ()
< gHPn #ullom) + oo * 0 — Loy + 16" — U |lLegw)
< llulleee + llon x U = o) + G — o)

— 0 quand n — oo.

ou C'= max [¢'(z)]
zesupp(C)

1.4 Injections de Sobolev

1.4.1 Injection continue

Théoréme 1.4.1. I] existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de mes(I) < +oo,
telle que
|ulleeeny < Cllullwiemy, Yu € WHP(I), V¥p € [1,400]. (1.7)

Remarque 1.4.1. L’inégalité avec les normes est interprétée comme une injection continue de
WhP(I) dans L>°(I). On note cela WhP(I) < L>®(I).

Preuve.

On commence par montrer (1.7) pour I = R. Le cas général s’en déduit grace au théoréme

de prolongement (Théoréme [1.3.9).
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1.4. Injections de Sobolev

Si p € [1, +o0], soit v € CHR) et notons G(s) = |s[P~s, alors G est de classe C! sur R,
G(0)=0et

@s) = ((9'7s) =L Tas - ()75 1 ()T = (- DT + ()

p—1

o= plsr

Dong, la fonction w = Gowv : z — G(v(x)) = |v(z)|P~ v(x) appartient & C}(R) et pour tout
reR
w'(w) = G'(v(x))v'(x) = plo(@) "' (2).
Soit yo € R\supp(v), alors w(yg) = G(0) =0 et
wiw) = [l (.
Yo
En utilisant I'inégalité de Holder, il vient que
@) = (@) (@) = [w)l
= | [ sl
Yo
< [ plo)P e 0)lde
Yo

< ([l na) ([ popa)’

= pllollfoe vl
et donc, on obtient
[0l iy < IO IT 1 oy < pllo @ lolwrem = ploIfym

Ainsi,

1 1
H/U”LOO(R) S pr Hvuwl,p(R) S €e Uuwl,p(R), VU € Cg(R) (18)

Soit maintenant v € WP(R), alors, par le Théoréme [1.3.11], il existe une suite (u,), C D(R)

convergeant vers u dans W?(R). De (1.8), pour tous n,m, on a

1
tn e @) < e<||unlwiem), (1.9)

et

1
[ttn =t ||Loo(r) < €% [Jun — wpm [lwrsw).-
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1.4. Injections de Sobolev

Puisque la suite (u,), converge vers u dans W'P(R), elle est une suite de Cauchy dans cet
espace. Donc, c’est aussi une suite de Cauchy dans L>*(R) et elle converge donc vers u dans

L*(R). Passant a la limite dans (1.9), on obtient

1
|ul|Loe®) < e°

u”Wl’P(R)a

ce qui donne le résultat.

Si p = o0, alors trivialement

||“||L°°(R) < HUHWLOO(R)-
O

Corollaire 1.2. Soit I un intervalle non borné et soit u € WHP(I) avec 1 < p < +o0. Alors,

on a
lim u(x) = 0.
|| =400
xel
Preuve.

Soit u € WP(I) avec p € [1, +oo[. Par le Théoréme 1.3.11] existe une suite (uy,),, C D(R)
telle que (up7)n converge vers u dans W?(I). En utilisant I'injection de W'?(I) dans L>([),

on déduit que
[tn — ullLee(ry < Cllun — ullwroy — 0 quand n — +oo.
Par conséquent, pour € > 0 fixé choisissons n suffisamment large de sorte que
|tn, — ul|ree(ry < €.

Pour |z| suffisamment grand, nous savons que wu,(z) = 0. Il vient alors que |u(z)| < . D’ou

le résultat. [

Corollaire 1.3 (Dérivation d’un produit, formule d’intégration par parties).
Soient u,v € WHP(I) avec 1 < p < +o00. Alors on a uv € WYP(I) avec (uwv) = v'v + uv'.

De plus, on a la formule d’intégration par parties suivante



1.4. Injections de Sobolev

Preuve.

Premier cas. p € [1,+o0o[. Notons que grace au Théoréeme 1.4.1, u € L>°(I) et donc

lelltoy = [ lu(@)Po@)de
< [ lullo@)de

= ullfoenllvlLay < +oo.
(0

D’out wv € LP(I).
Par le résultat de densité énoncé dans le Théoréme [1.3.11] Il existe deux suites (u,,) et

(v,) de D(R) telles que
Upy — u dans W'P(I) et v, —v dans W'P(I).
Grace au Théoréme 1.4.1, on a
1tn)r — Loy < Clltinr — ullwrry — 0 quand n — o0,

et

||Un\l — V|pee(ry < C’||vn|1 —v|lwrry — 0 quand n — +oo.

Ainsi

tunVnir — Wy = (U — w)(Vnr — ) + w(vpr — ) + (U — w)0||lLe

IN

(lwnr — wlleory + llullue@) |vn)r — vllLee
—|—Hun|1 — ey ||v]|Lee ()

— 0 quand n — 400. (1.10)
De maniére similaire, on obtient

vy — wolley < (lug — Wl + 1@ ey lvnr — vlle
i — W lleellvlleee )

— 0 quand n — +o0. (1.11)
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1.4. Injections de Sobolev

et

lunvryy = w' ey < (lungr = ulleey + lulle) 195 = vl
v r = wllLe) [0 e

— 0 quand n — +o0. (1.12)

D’autre part, on sait que

[ e @s(@)de = [ (W (@)0n(@)4un(@)0) (@) $(@)de = = [ wn(@)va(0)6 (@)dz, V6 € CLD).

En prenant en compte (1.10), (1.11) et (1.12) et en passant a la limite dans I’égalité précé-

dente, on déduit que

/I(u’(:z:)v(x) +u(z)v'(2))p(x)dr = —/Iu(x)v(:r)gb/(x)dx, Vo € CHI).

Il en résulte que uv € WHP(I) avec (uv) = u'v + uv’ et donc
x

(wv)(z) — (uv)(y) = /yw(uv)'(t)dt = / (u'()v(t) +u(t)v' (t))dt, Vx,yel,

Y

ce qui donne la formule d’intégration par parties énoncée.

Deuxiéme cas. p = 400

Supposons que u,v € Wh°(I). Alors, il est facile de voir que uv € L>®(I) et v'v +uv' €
L*°(I). Il reste & vérifier que u'v + uv’ est la dérivée faible de uv.
Soit ¢ € CL(I). Alors, il existe un intervalle ouvert borné¢ J C I tel que supp(¢) C J. Donc,

pour tout p € [1,+oo[ on a
1 1
[ullwrery < mes(J)7|lullwre gy < mes(J)P |lullwrer.-

On déduit que v € WP(J). De la méme maniére, v € W1P(J) et d’aprés ce qui précede, il
vient que

[ (@) + u@) @)é@)de = — [ ul@)o(e)d (@)da.

[ W @) + u@) (@) d(a)dr = — [u()u(e)d(@)dr,

Ceci termine la preuve.
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1.4. Injections de Sobolev

Corollaire 1.4 (Dérivation d’un produit de composition).
Soit G € CY(R) tel que G(0) = 0 et soit u € WHP(I) avec 1 < p < +o00. Alors Gou € WP(I)
et (Gou) = (G ou)u'.

Preuve.
D’aprés le Théoreme [1.4.1, on sait que u € L>(]). Posons alors M = ||u/|s. Comme
G(s) = G(0) +A G'(t)dt = /0 G'(t)dt,
on obtient

G(s)] = ‘/0 G’(t)dt‘ < C|s|, Vse[-M, M
ott C' = maxe—m,um |G'(8)]. Vu que u(x) € [-M, M], nous déduisons que
|G ou(z)] = |G(u(x))] < Clu(z)]  p.p. dans I,
et donc G ou € LP(I). De la méme maniére, nous avons
(G 0 w)u')(2)| = |G (u(z))v'(x)] = [G"(w(z)][w(z)] < Clu'(x)| p.p. dans I,
et donc (G’ ow)u’ € LP(I). 1l reste a vérifier que

[(Gow@d(@)de = ~ [ (@ @)/ (@)o(@)de Vo € CLI).

e Supposons que 1 < p < 4o00. Alors d’aprés le Théoréme 1.3.11, il existe une suite
(un)n € D(R) telle que (up|r), converge vers u dans W'?(I). Le Théoréme 1.4.1 implique
que cette suite converge aussi dans L°°(I). La continuité uniforme de G et G’ dans des

intervalles bornés de R implique alors que
G oty — Gou dans L™(J) (1.13)

et
G’ oup; — G ou  dans L™(I)

Par conséquent

(G" o un )y — (G ou)u’  dans LP(1). (1.14)

D’autre part, on sait que

/I (G oup) ()p(x)dz = /I (G o uy) (@), (2)p(z)dx = — /I (G oup)(2)d (z)dz, Yo e CHI).
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Le résultat vient en passant a la limite dans 1'égalité précédente et en utilisant (1.13) et
(1.14).
e Le cas p = 400 peut-étre obtenu en utilisant les mémes arguments que dans la preuve

du corollaire pécédent. O

1.4.2 Injection compacte

Théoréme 1.4.2. Si I est borné, alors
1. L’injection W¥P(I) — C(I) est compacte pour tout 1 < p < +00.
2. Linjection WHH(I) — LP(I) est compacte pour tout 1 < p < +00.
Afin de montrer ce résultat, nous aurons besoin des théorémes suivants.
Théoréme 1.4.3 (d’Ascoli-Arzeld). Soit K un espace métrique compact et soit H une

partie bornée dans C(K) (I’espace des fonctions continues définies sur K a valeurs dans R ).

Supposons que H est (uniformément) équicontinue, i.e.
Ve>0 30 >0 tel queVay,z0 € K, d(xy,29) <6 = |f(x1) — f(xo)| <&, Vf€EH.
Alors la fermeture de H dans C(K) est compacte.

Théoréme 1.4.4 (de Fréchet-Kolmogorov). Soit F' un ensemble borné dans LP(R) avec

1 <p < +o0. Supposons que
|}Li|r£10 |70 f = flle@) =0 uniformément en f € F,
i.€.
Ve >0 30>0 telque|mf— fliem <e, Vfe€F, VheR avec |h| <.
Alors la fermeture de F4 dans LP(A) est compacte pour tout ensemble A C R mesurable tel

que mes(A) < 400 (ici Fla désigne l'ensemble des restrictions a A des fonctions dans F).

Preuve du Théoréme 1.4.2.
1. Soit F' la boule unité de WP(I) avec p €]1, +oc|. Grace au Corollaire 1.1, on a pour
ferF

[f@) = f@) < I leele =yl 7 <o —y|"77, VYa,yel

D’apreés le Théoréme [1.4.3, il vient que F est compacte dans C/(T).
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2. Soit H la boule unité¢ dans W(I). Soit P l'opérateur de prolongement du Théoréme
1.3.9 et soit F' = P(H), (i.e. H = F);), alors

[fllwrr@ < Cllifillwirgy <€, Ve F,

et d’apres le Théoreme 1.4.1] il vient que

1 1
[fllLew) < el fllwiiw) <e<C:=Cy, VfEeF.

De plus, grace a la Proposition 1.3.8, on obtient

I7nf = flliw) < IRl f]lui@ < Clh|, VfeF.
Ainsi

Inf = Floy = [ Imd @) = f@Pde = [ |f(@) = f@)P s @)~ f(@)lda

< mf = FIR<@llmf = flliie)

< (IS llueemy = 1l @) Inf = fllue)
= I fllw) I7nf = fllia

< QCOP M = fllum

< (2C)P7'Clh|, VfEF,

et donc

|7f = fllo@) < Calhl?, Vf€F,

ou C5 > 0 est une constante indépendante de f. Le résultat est alors une conséquence

du Théoréme [1.4.4l.

1.5 Espaces de Sobolev W™P(])

Définition 1.5.1. Soit m > 2 un entier et soit p € [1,+00]. On définit par récurrence
l’espace
WD) = fu € W] o € WD},
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et on pose H™(I) = W™2(I).
On peut facilement vérifier que w € W™P(I) si, et seulement si, u et ses dérivées faibles
successives ', ..., u™ existent et appartiennent o LP(I). L’espace W™P(I) est muni de la

norme

el fwmr(ry = lullieay + D a9 Lo,
j=1

ou encore, st 1 < p < +o0o, de la norme équivalente définie par
m o v
[ullwmsr) = <IIU\|€p(I> +> IIU(”H{p(z)>
j=1
Lespace H™(I) = W™2(I) = {u € L2(I)| «VY) € L2(I), Vj = 1,...,m} est muni du
produit scalaire

(u, v) g = (u,v)p2 + 3 (w00
j=1

et de la norme associée a ce produit scalaire et donnée par

|wmm—memm_@M@m+§wMﬂ
7=1

=

2
2
LQ(D)

1.6 Dualité et convergence faible

Commencons par cerner un peu mieux le dual de W» (7).

Théoréme 1.6.1. Soit 1 < p < o0 et L € (W'P(I)), alors il existe des fonctions f et

g € L(I) telles que, pour tout u € WHP(I),

Preuve.

On considére 'application
6: W (I) — LM(I) x L(1), () = (u.w),
qui est linéaire, continue et injective. Son image est notée

F =Tm(0) ¢ LP(I) x LP(I).
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L’application # est une isométrie sur F' pour la norme produit

1
[(w, 0)|| Lo (1) x Lo (1) = (||U|V£p(1) T HUHZ’(I))p '

Ainsi, pour tout L € (W'P(I)), la forme linéaire T = Lo 6! est un élément de F’.

Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut étendre 1" en une forme linéaire continue
T e (L2(I) x Lr(I)).

On définit alors deux formes linéaires sur LP(I) par :

Ty(u) =T(u,0) we LP(I), Tr(v) =T(0,v) ve LP(I).
Par linéarité, pour tout (u,v) € LP(I) x LP(I), on a
(uvv) = (uv 0) + (077})7

d’on

T(u,v) = T(u,0) +T(0,v) = Ty (u) + Ta(v).

On remarque que 77 et T sont des formes linéaires continues sur LP(I). Par le théoréme

de Riesz (voir Théoréeme (0.0.1), il existe f, g € L(I) tels que, pour tout u,v € LP(I),

Ti(u) = /If(x)u(x) dx, Tr(v) = /Ig(x)v(x) dx.

Ainsi, pour tout (u,v) € LP(I) x LP(I),

T(u,v) = /I Fo)ulz) de + /I g(z)v(z) dr = / (f()u(@) + g(x)v(z)) de.

I

Enfin, pour tout u € W'»(I),

OJ

Remarque 1.6.1. Attention, ceci n’est pas une identification du dual de W1?(I) au sens o
lon entend usuellement identification. En effet, il n’y a pas unicité du couple (f, g) qui sert
a représenter L. Il y en a en fait une infinité.

Cette caractérisation du dual permet néanmoins de décrire précisément la convergence

faible dans W' (7).
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Proposition 1.6.2. Soit 1 < p < +oo. Alors une suite (up)nen d’éléments de WP(I)

converge faiblement vers u dans WP (I) si et seulement si

up, —u et u, —u  dans LP(I).

Preuve.

Supposons que u, — u dans W?(I). Comme, pour tout f € LI(I), les applications

uv—>/f dzetu»—>/f

définissent des formes linéaires continues sur W1?(I), on en déduit que

/f up(z dx—>/f x)dr et /f dx—>/f

ce qui montre que u, — u et u), — u' dans WP(I). Réciproquement, L € (WP(I))'.
D’aprés le Théoréme [1.6.1), on peut trouver des fonctions f et g € LI(I) telles que, pour tout

u € WHP(I),
L(w) = [ (f(@)ule) + g(a)u'(x))dz.
Par conséquent, si u, — u et u/, — «’ dans WHP(I), alors en particulier,

L) = [[(F@)unle) + g@yu,(@)de = [ (F@)ul@) + gl (@))dz = L(w)

ce qui montre que u,, — u dans WHh?(I). O]

1.7 Espace de Sobolev W,?(1)

1.7.1 Définition et caractérisation

Nous allons & présent nous intéresser a un sous-espace de W?(I) qui joue un role im-

portant dans I’études des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.7.1. Pour 1 < p < +oo, on désigne par Wy *(I) la fermeture de D(I) dans
whe(I)
WoP(I) =D(I) dans WWP(I).
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On note HL(I) = Wy*(I).
Par construction, W, ?(I) est un sous espace vectoriel fermé dans WP(I). On peut munir
WyP(I) de la norme induite par W'?(I), ce qui lui donne une structure d’espace de Banach

séparable. De plus, il est réflexif si p > 1.

Remarque 1.7.1. Prenant en compte le Théoréme 1.3.11, il vient que D(R) est dense dans
W?(R) et donc WyP(R) = WIP(R).

Proposition 1.7.1. Siu € W' (I) N C.(I), alors u € Wy (I).

L . L s . N . 1
Le résultat suivant nous donne une caractérisation trés utile de l'espace WP (1).

Théoréme 1.7.2. Soit u € WHP(I). Alors

ueWyP(I) <= u=0 surdl.

Preuve.

Si u € Wy(I), alors il existe une suite (u,), C D(I) telle que (u,), converge vers u
dans WP(I) < C(I). Par conséquent, la convergence est uniforme, et comme u,, = 0 sur
01 pour tout n € N, il vient que v = 0 sur 0.

Réciproquement, soit u € WHP(I) tel que u = 0 sur 1. Soit G € C*(I) une fonction

telle que
(0 si <1
G(t) =
Lt osi [t =2
et

G@)| < t], VteR.
Soit alors u, = ~G(nu). D’aprés le Corrolaire 1.4, u,, € W'P(I). De plus, il est facile de voir
que
1
supp(un) C {z € I; |u(z)] = —}.
En sachant que u = 0 sur 01 et que u(x) — 0 quand |z| — 400, z € I, on déduit de I'inclusion
précédente que supp(uy,) est borné, et donc compact. Ainsi u,, € W (1) N Co(I) € Wy P(1).

Observant que

IN

S 3=

) = { PN 514

. 0 s lu(z)| >
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il vient que

lup(x) —u(z)] — 0, Vrel.

n—oo

De plus,
|un () — u(@)] < fun ()] + |u(z)] < i|W(ﬂf)| + [u(z)| = 2Ju(z)], VneN, vrel
En utilisant le théoréme de convergence dominée, on déduit que
[t — || Lo (ny — 0.

De méme, vu que

Sho 3=

il vient que

/

|up(2) —u'(z)] — 0, pt.xel

De plus,
Jup, () — ' (2)] < (1G"leozy + 1) [W'(2)], VneN, Voel.

En utilisant le théoréme de convergence dominée, on déduit que
/ !/
[, = 'l|r(ry — 0.

Ainsi la suite (u,), converge vers u dans W'?(I) et donc u € W, ?(I).

1.7.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.7.3. Supposons que I =|a,b| est borné.

1. Il eziste une constante Cp > 0 qui dépend de mes(I) telle que
ullze < Cpllt||ze, Vu € WyP(I).
2. Sur WyP(I), la norme || - ||W01,p définie par

lllysr = el
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est équivalente a la norme ||-||w1». En particulier, sur HY(I), le produit scalaire (-, ) H
défini par
b
(u, V) g = [l o' (z)v (z)dx
est équivalent au produit scalaire (-, -)g1.

Preuve.

1. Soit u € Wol’p(l). Alors, pour tout « € I, on a

u(x) = u(a) + [f u'(t)dt = Ax o' (t)dt,
et donc
u@)| < [ @ldt < [ e)at (1.15)

En combinant (1.15) et l'inégalité de Holder, on obtient

lu(z)| < mes(D)a |||, Vz €I, (1.16)
et par conséquent

()P < mes(D)a||u'|2,, Vel
En intégrant dans I, nous obtenons

P P
|z = /1 |u(z)[Pdz < /Im%([)q [/ ppda = mes(1)" s |||, = mes(I)P||u’ |2,
et donc
[ulle < mes(D)[|w/||r = (b — a)|[u']|r,

ce qui donne le résultat.

2. 11 est clair que || - ||W01,p est une semi-norme sur Wy (I). En effet, la deuxiéme et la
troisiéme propriété (homogénéité et inégalité triangulaire) sont une conséquence directe
des propriétés de la norme || - ||p». L’inégalité (1.16) montre que c’est en fait une norme

car elle ne s’annule que sur le vecteur nul.

Pour I’équivalence, on note que pour tout u € W, ? (1),
lullyae = llu'lle < flullwe.
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1.7. Espace de Sobolev W, (I)

D’autre part, 'inégalité de Poincaré montre que
[l = llullts + 11 lIEe < ((0 = a)” + 1) [[/|IEs,

ce qui établit que

lullwes < Cllullys,

et donc le fait que les normes || - |10 et || - [[w1.r sont équivalentes.
0
Dans le cas p = 2, la norme || - || mp est manifestement induite par le produit scalaire

<'7'>H3'

1.7.3 Espace dual de W,?”(I)

Remarque 1.7.2. Le théoréme de representation de Riez-Fréchet affirme qu’il existe une iso-
métrie canonique d’un espace de Hilbert H sur son dual. On le fait souvent, mais pas toujours.

Voici une situation typique - qui apparait dans de nombreuses applications - ou il faut
étre prudent avec les identifications : On suppose que H est un espace de Hilbert muni d’un
produit scalaire (-, ) et d’'une norme associée | -|. On suppose que V' C H est un sous-espace
vectoriel dense dans H. On suppose que V' posséde sa propre norme || - ||y, et que V' est un
espace de Banach avec cette norme. On suppose aussi que l'injection V' — H est continue,
c’est-a-dire :

lv| < Cllvlly Yve W

(Par exemple, H = L?(]0,1[) et V = L*(]0, 1[) avec p > 2, ou bien V = C([0, 1]).)
Il existe une application canonique 7" : H' — V', qui consiste simplement a restreindre
les formes linéaires continues ¢ définies sur H a l'espace V. Autrement dit : (T, v)yry =

(o, 0)pr g, Yo € V.. 1l est facile de voir que 7" posséde les propriétés suivantes :
L |[Tellv: < Clelar Ve € H',
2. T est injective,

3. L’image de T', Im(T), est dense dans V' si V' est réflexif.

46



1.7. Espace de Sobolev W, (I)

En identifiant H avec H' et en utilisant 7' comme plongement canonique de H dans V',
on écrit souvent :

VCcCHeH CV (1.17)

ou toutes les injections sont continues et denses (a condition que V' soit réflexif). On dit alors
que H est I'espace pivot. A noter : les produits scalaires (-, Jyry et (-, -) coincident chaque

fois qu’ils ont tous les deux un sens, c’est-a-dire :
<f7U>V’,V:(f7U) VfEH,V'UGV

La situation devient plus délicate si V' est lui-méme un espace de Hilbert, avec son propre
produit scalaire ((-,-)) associé a la norme || - ||y. On pourrait bien str identifier V' a son dual
V"’ en utilisant ce produit scalaire ((-,-)). Cependant, dans ce cas, l'inclusion (1.17) n’a plus
de sens : elle devient absurde. Il faut faire un choix. L’usage le plus courant est d’identifier H
a son dual H', d’écrire (1.17), et de ne pas identifier V' a V’. (Bien entendu, il existe encore
une isométrie entre V' et V', mais elle n’est pas considérée comme 'application identité.)

Notation. L'espace dual de WP (I) (avec 1 < p < o0) est est noté par W=14(1), et
dans le cas p = 2, le dual de H}(I) est noté par H(I).

Conformément & la remarque précédente, onidentifie L?(I) avec son dual, mais on n’iden-

tifie pas H}(I) avec son dual. On a les inclusions suivantes :
Hy(I) = L*(I) = (L*(1)) — H™'(I),

ou ces injections sont continues et denses (c’est a dire a image dense).

Grace au Théoréme 1.4.1] il vient que si I est borné, alors
Wo(I) = LA(I) = (L*(I))' = W™1(I), V¥p € [L, +oc],

avec des injections continues (et denses lorsque 1 < p < 00).

Si I est non borné, on a seulement
Wy (I) = L*(I) = (L*(I))' = W~4(I), Vpe[L,2],

avec des injections continues.
Par le Théoréme [1.6.1, les éléments de W~19(I) peuvent étre représentés a l'aide de

fonctions de LP(I). On a le résultat suivant
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1.7. Espace de Sobolev W, (I)

Théoréme 1.7.4. Soit 1 < p < 4oo et L € W4(I), alors il existe des fonctions [ et

g € LI(I) telles que, pour tout u € WHP(I),

et

[ llw 10 = max([| f[| za, lg]l )

Quand I est borné, on peut prendre f = 0.
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CHAPITRE 2

Problémes élliptiques linéaires

2.1 Probléme variationnel et théoréme de Lax-Milgram

Comme on le verra plus loin, les formulations variationnelles de la plupart des problémes

aux limites que I'on aura a considérer s’écrivent sous la forme générale suivante
Trouver u € V tel que a(u,v) = F(v), Yv eV, (2.1)

ot V est un espace de Hilbert dont la norme et le produit scalaire seront notés || - ||y et (-, )
respectivement.

Les hypothéses sur a et F' sont comme suit.
1. a:V xV — R une forme bilinéaire.

2. a est continue, c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que
la(u, v)] < Mllullv[|lvllv, V(u,v) €V XV,
3. a est coercive, c’est a dire qu’il existe C' > 0 tel que
la(u,u)| > ofjul|f, YucV.

4. F est une forme linéaire et continue sur V' (i.e. F' est un élément de V', espace dual de

V).
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2.2. Probléme avec des conditions au limites de type Dirichlet

Les conditions d’application du théoréme de Lax-Milgram sont ainsi réunies et permettent
d’établir 'existence et I'unicité d’une solution au probléme variationnel (2.1). Plus précisé-

ment, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit V un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, continue et coercive
sur'V et F' une forme linéaire et continue sur V' . Alors le probléme variationnel (2.1) admet

une unique solution uw € V. De plus, on a l’estimation a priori suivante
1
Jullv < =|1F[[v,
o

ot v > 0 est la constante de coercivité de a.

St a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

vev

ueV et ;a(u, u) — F(u) = min (;a(v, v) — F(v)) :

2.2 Probléme avec des conditions au limites de type Di-

richlet

2.2.1 Formulation faible

Soit I =la, b] borné et considérons I’équation aux limites donnée par

( ")+ c(z)u(z) = f(x ans
{ o)+ o) = o) doo )
Lu(a):u(b):O,

ot c € L>®(I) et f € L3(I).

La condition aux limites u(a) = u(b) = 0 s’appelle la condition de Direclet (homogéne).

Définition 2.2.1 (Solution classique). On suppose que ¢ € C(I) et f € C(I). On appelle
solution classique de (2.2) une fonction v € C*(I) qui satisfait (2.2).

L’existence d’une solution classique n’est en générale pas garantie (si par exemple les
données ¢ et f ne sont pas suffisamment réguliéres) et nous avons besoin de donner un

autre sens a notre solution et de la chercher dans un cadre plus large (ce qui, a priori,
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2.2. Probléme avec des conditions au limites de type Dirichlet

nous donne plus de "chance" d’en trouver). Le principe de I'approche variationnelle est de
remplacer 1'équation (2.2)) par une formulation obtenue en intégrant cette équation multipliée
par une fonction-test quelconque. Utilisant des intégrations par parties, on se raméne & une

formulation qui a un sens méme si la solution que 1'on cherche n’appartient pas a C*(I).

Proposition 2.2.1. On suppose que ¢ € C(I) et f € C(I). Soit w € C*(I) telle que
u(a) = u(b) = 0.

La fonction u est solution classique de (2.2) si et seulement si

[ @3(@) + c@pu(@)d@)de = [ fla)sa)ds, ¥o e D). (23)

Preuve.
Si u est solution classique de (2.2), on multiplie I’équation différentielle par ¢ € D(I), ce

qui donne
—u"(2)¢(x) + c(z)u(x)d(z) = f(x)¢(x), Vel

En intégrant le résultat sur I, on obtient

_[Tu”(a:)cb(x)dx+[Tc(a:)u(x)qb(x)dx — /If(qj)qzﬁ(l»)dx_

En faisant une intégration par parties sur la premiére intégrale et puisque ¢(a) = ¢(b) = 0,
on obtient bien la formule (2.3).
Réciproquement, si u € C*(I) telle que u(a) = w(b) = 0 satisfait (2.3), alors aprés

intégration par parties en sens inverse, il vient que pour tout ¢ € D(I),

[ (=u"(@) + clwyu(a) - f2)d(a)de =0,

ce qui implique que —u” + cu — f = 0 presque partout sur I. Du fait que —u” + cu — f est
continue sur I, on obtient en réalité que —u” + cu — f = 0 partout sur /. Si de plus par
hypothése u(a) = u(b) = 0, on voit que u est bien une solution classique de (2.2). O

La Proposition 2.3.1 conduit naturellement & la définition de solution faible du probléme

(2.2). On suppose maintenant seulement que ¢ € L>(I) et f € L*(I).

Définition 2.2.2 (Solution faible). Soit uw € Hy(I). On dit que que u est solution faible

de (2.2) si u satisfait la formule (2.3).
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2.2. Probléme avec des conditions au limites de type Dirichlet

La différence avec ce qui précéde, en plus de la régularité moindre supposée sur les
données ¢ et f, est que 'on ne suppose plus u de classe C?. De plus, les conditions aux
limites de Dirichlet sont incorporées dans 'espace Hj(I). Naturellement, si u € H'(I), alors
v € L2(I) € LY(I) et de méme u'¢/ € L}(I) ce qui fait que la premiére intégrale a un sens.
Comme les autres, d’ailleurs.

Comme D(I) est dense dans H{(I) par définition, on a le résultat suivant.

Proposition 2.2.2. La fonction u € H}(I) est solution faible de (2.2)) si et seulement si

/1 (W () (2) + c(x)u(@)v(z))de = /I fx)o(z)dz, Yo e HAI). (2.4)

Le probléeme suivant
{'{ Chercher u € H}(I) telle que
| /I (' (2 (z) + c(z)u(z)v(z))de = /1 Fx)o(z)dz, Yo e HAI)

est appelé formulation variationnelle ou formulation faible du probléme (2.2)).

(2.5)

Preuve.

Comme D(I) C H}(I), si u est solution de (2.4), elle est a fortiori solution faible de (2.2).

Réciproquement, soit u vérifiant (2.3). Pour tout v € Hj (), il existe une suite (¢,), C
D(I) telle que ¢, — v dans H'(I), c’est-a-dire que ¢, — v et ¢/, — v’ dans L*(I).Prenant

en compte (2.3)), nous avons alors

A(U'(fﬂ)%(fﬂ) + c(@)u(r)fn(z))dr = [rf(iv)cbn(iv)dim vn. (2.6)

Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

‘/ x)dx _/1 u' (z)v'(x)dx

— | [ w@) @) - @)
J @)l (2) = o/ (@) da

< lezllgn = v'llee == 0,

IN

n——+00
et
[ c@u@)on(@)de — [ c@u(ion(@)de) = |[ c@u(@)(@a() - v(x)dr
< /\ o) [u(@)l|én (@) — v(w)|de
< Jelleliullelién - vlize —» o,
et passant a la limite dans (2.6), on obtient la formulation variationnelle (2.4). O
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2.2. Probléme avec des conditions au limites de type Dirichlet

2.2.2 Existence et unicité d’une solution faible

Théoréme 2.2.3. Soit f € L2(I) et c € L>=(I) telle que ¢ > 0 p.p. dans I. Alors le probleme

(2.5) admet une solution faible unique w € H}(I). De plus, 'estimation suivante est satisfaite

[ullzg < Cpl[flL2,

ot Cp > 0 est la constante de Poincaré.
Preuve.

La formulation faible (2.5) est de la forme

{( Chercher u € V tel que
( a(u,v) = F(v), YveV,
avec V = H(I) et

a(u,v) = /I(u'(x)v/(x) + c(z)u(z)v(x))de et F(v) = /If(x)v(x)dx

L’idée est de vérifier que les conditions d’application du théoréme de Lax-Milgram sont
satisfaites. Muni de la norme || - ||, I'espace H}(I) est un espace de Hilbert. De plus, il est
facile de voir que a est une forme bilinéaire et que F' est une forme linéaire. Reste donc a
prouver que a est continue et coercive sur Hi (1) x H}(I) et que F est continue sur H}(T).

eLa forme bilinéaire a est continue sur H}(I) x Hj(I). En effet, en utilisant 'inégalité

de Holder et I'inégalité de Poincaré, on obtient

a(u,v)| = ‘ [ @@ + c(:z)u(w)v(w))dw‘

< /I o () (x)dz| + /I c(z)u(w)v(z)dz
< [@v @) + [ le(w)u(x)o()]da
< el + lelloollullee ol

< (1+ Clelloo) 1 ez 10l

(4 C2llelloe)lull ol g v € H(D),

ou Cp est la constante de Poincaré. De méme, utilisant le fait que ¢ > 0 p.p. dans [, il vient

que

a(v,v) = /I((v’(:v))Q+C($)(v($))2)dfr

> [((@)de = |2 = ol Vo € H(D),
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2.2. Probléme avec des conditions au limites de type Dirichlet

prouvant ainsi que a est coercive sur H}(I). Finalement, en utilisant I'inégalité de Holder et

I'inégalité de Poincaré, nous obtenons
[F@)] < [Ifllezllvllee < Cplflleellvllmg, Yo € Hy(D),

ce qui montre que F est continue sur Hj(I). Les conditions d’application du théoréme de
Lax-Milgram sont donc satisfaites et le probléme (2.5) admet une solution unique v € Hg (I).

De plus, choisissant v = u dans la formulation (2.5)), nous obtenonsa
a(u,u) = F(u).
La coercivité de a et la continuité de F' impliquent alors que
lullzy < la(u, w)] = [F(u)] < Cpllfllvzllull s,

ce qui donne

[ullzy < Cpl[flL2.

2.2.3 Régularité

Définition 2.2.3 (Solution forte). On dit que u est une solution forte siu € WP (I) (pour

un certain 1 < p < 4o00) telle que
—u" 4+ cu=f p.p. surl.

Cette notion a en particulier un sens pour ¢ € L>=(I) et f € L*(I).

Théoréme 2.2.4.

1. Soitc € L=(I) et f € L2(I) et u € H}(I) une solution faible de (2.2). Alorsu € H*(I)

est une solution forte.
2. Side plus c € C(I) et f € C(I), alors u € C*(I) est une solution classique.

Preuve.
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2.3. Probléme avec des conditions aux limites de type Neumann

1. Soit u € H(I) une solution faible de (2.2). Alors, puisque C!(I) C H}(I), pour tout
¢ e CHI)ona

[l@)6/@) + clpua)oa)dr = [ f@)o()da
D’ou
@ @de = [(7(x) = c@)u(e) d(a)dr.

Ceci veut dire que la dérivée faible de ' existe et est égale a f — cu, i.e. v’ = (v) =
f — cu comme élément de L?(I) donc p.p. sur I. Comme ¢ € L>®(I) et f € L*(I) et
u € L2(I), il vient que f — cu € L%(I) et donc que u' € H*(I), d’'on u € H*(I), ce qui
montre que u est une solution forte.

2. Comme u € H?*(I), par l'injection H'(I) — C(I), il vient v € C*(I). Du fait que
c € C(I) et si, de plus, f € C(I), alors " = f — cu € C(I) ce qui montre que
u € C*(I). Par conséquent, on a que —u” = f — cu partout sur I et donc que u est

une solution classique.

2.3 Probléme avec des conditions aux limites de type

Neumann

2.3.1 Formulation faible

Nous nous intéressons a présent au méme probléme mais avec des conditions aux limites

de type Neumann. Plus précisément, on considére le probléme suivant

( "(x) + c(x)u(z) = f(x ans
{ ) ) = Se) o .
L W(a) =u'(b) =0,

ol ¢ € L*>°(I) satisfait c(z) > c¢o > 0 p.t. x € I, et f € L2(I).

La condition aux limites u/(a) = /(b) = 0 s’appelle la condition de Neumann (homogéne)

Définition 2.3.1 (Solution classique). On suppose que ¢ € C(I) et f € C(I). On appelle

solution classique de (2.7) une fonction v € C*(I) qui satisfait (2.7).
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2.3. Probléme avec des conditions aux limites de type Neumann

Proposition 2.3.1. On suppose que c € C(I) et f € C(I). Soit u € C*(I).

La fonction u est solution classique de (2.7) si et seulement si

[ @36 @) + cu@oe)ds = [ f@)s@ds, Yo =D (28)

Preuve.
Si u est solution classique de (2.7), on multiplie I'équation différentielle par ¢ € C*(T),

ce qui donne
—u"(2)p(x) + c(@)u(x)d(z) = f(z)p(x), V€l

En intégrant le résultat sur I, on obtient

—/]u”(:r) dx+/ da:—/f

En faisant une intégration par parties sur la premiére intégrale et puisque u/(a) = u/(b) = 0,
on obtient bien la formule (2.8)).

Réciproquement, si u € C?(I) satisfait (2.8)), la satisfait en particulier pour des fonctions-
test ¢ € D(I), alors aprés intégration par parties en sens inverse, il vient que pour tout
¢ € D(I),

[~ (@) + e(@)ulz) - f(@))o(@)dz =0, (2.9)
ce qui implique que —u” + cu — f = 0 presque partout sur I. Du fait que —u” + cu — [ est
continue sur I, on obtient en réalité que —u” + cu — f = 0 partout sur /. Donc, u est bien
une solution classique de (2.7).

Montrons maintenant que les conditions aux limites de Neumann sont bien satisfaites.
Soit ¢ € C(I). Par (2.8) et intégration par parties du premier terme dans 'autre sens, on

a
— [ @)@z + ' (0)o6) — (@) + [ clpulzofe)ds = [ ()
Donc
ﬁ(—u"(%) + c(@)u(z) — f(2))d(x)dr = u'(a)p(a) —u'(b)B(D).
Or, de (2.9), Vintégrande du terme de gauche est identiquement nulle. On trouve donc que
pour tout ¢ € C*=(1)

u'(a)p(a) — u'(b)¢(b) = 0.
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2.3. Probléme avec des conditions aux limites de type Neumann

Le choix ¢(z) = x — a implique alors que u'(b) = 0, puis le choix ¢(x) = x — b que v'(a) = 0.
[

Le résultat précédent et la densité des fonctions C*°(7) dans H'(I) (voir Théoréme 1.3.10)
nous conduisent a la définition suivante de solution faible et de formulation variationnelle

pour le probléme de Neumann.

Définition 2.3.2. On dira que u € H*(I) est solution faible de (2.7) si

/I (W () (2) + c(z)u(@)v(z))de = /I F(2)o(z)dz, Yo e HI). (2.10)
Le probléeme suivant

( Chercher u € H'(I) telle que

(2.11)
i /I(u'(m)v’(x) + c(z)u(z)v(z))de = /If(x)v(x)dx, Vv € HY(I)

est appelé formulation variationnelle ou formulation faible du probléme (2.7).

2.3.2 Existence et unicité d’une solution faible et régularité

Théoréme 2.3.2. Soient ¢ € L>°(I) satisfait c(x) > co > 0 p.t. x € I, et f € L*(I). Alors,

il existe une unique solution faible u € H*(I) de (2.7). On au € H*(I) et u est une solution

forte. Enfin, sic€ C(I) et f € C(I), alors u € C*(I) et est une solution classique.
Preuve.

La formulation faible (2.11) est de la forme

1'{ Chercher u € V tel que
L a(w,v) =F(v), YweV,

avec V = H'(I) et

a(u,v) = /I(u’(x)v'(a:) + c(x)u(x)v(x))dr et F(v) = /If(x)v(x)dx.

On vérifier que les conditions d’application du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites. On
sait que l'espace H'(I) est un espace de Hilbert. De plus, il est facile de voir que a est une
forme bilinéaire et que F' est une forme linéaire. Reste donc a prouver que a est continue et
coercive sur H*(I) x H*(I) et que F est continue sur H'(I).
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2.3. Probléme avec des conditions aux limites de type Neumann

eLa forme bilinéaire a est continue sur H'(I) x H'(I). En effet, en utilisant 'inégalité

de Hélder, on obtient

a(u,v)| = ‘ [ @@ + c(x)u(a:)v(a:))daz‘

< U’( ' (z)dx| + C(fv)U( Ju(z)dx

< /|u |dx+/| 2)|d
< ez vz + [lelloollwllz][v] 2

< (1 +[lelloo)ullmlvllm,  Vu,v € HYI).

De méme, en utilisant le fait que ¢(x) > ¢o > 0 p.t. € I, il vient que

a(w,r) = [((v'(@)) + c@)(v(@)))da
J (@ @) + cov(@)))de
> min{1, co}|lv|[3n, Yo € HY(I),

v

V

prouvant ainsi que a est coercive sur H'(I). Finalement, en utilisant I'inégalité de Holder,

nous obtenons
[F)] < Iflle2llvllee < Ifllellvllgr, Yo € HY(T),

ce qui montre que F est continue sur H'(7I). Les conditions d’application du théoréme de Lax-
Milgram sont donc satisfaites et le probléme (2.11) admet une solution unique v € H*(I).

De plus, choisissant v = u dans la formulation (2.11), nous obtenons
a(u,u) = F(u).
La coercivité de a et la continuité de F' impliquent alors que

min{L, co}Hlullfn < la(u,uw)| = [F(u)] < [|fllezllullm,

ce qui donne
1

min{l,co}‘
Puisque C}(I) € H'(I), pour tout ¢ € C}(I) on a

[ f ez

[l <

[ (@0 @) + clwyu()o@)dz = [ f(x)ola)da
o8



2.3. Probléme avec des conditions aux limites de type Neumann

D’ou
@ @)da = [(£(x) = c@)u(x) d(a)dr.

Ceci veut dire que la dérivée faible de u’ existe et est égale & f — cu, i.e. v’ = (/) = f —cu
comme élément de L?(I) donc p.p. sur I. Comme ¢ € L™(I) et f € L2(I) et u € L*(I), il
vient que f — cu € L2(I) et donc que v’ € H*(I), ot uw € H*(I), ce qui montre que u est
une solution forte.

Enfin, Comme u € H*(I), par 'injection H'(I) < C(I), il vient u € C''(I). Du fait que
c € C(I) et si, de plus, f € C(I), alors v = f —cu € C(I) ce qui montre que u € C*(T). Par

conséquent, on a que —u” = f — cu partout sur I et donc que u est une solution classique. [
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CHAPITRE 3

Espaces de Sobolev en dimension N

Dans ce chapitre, on désigne par €2 un ouvert quelconque de RY pour N > 1. On note
0f) sa frontiére.

Un point dans RY est noté par z = (zy,...,7y), sa norme est donnée par |z| =

(Zij\il |37i|2>§~

3.1 Dérivée faible

Pour a = (ay,...,ay) € NV qui désigne un multi-indice, on appelle ordre de « et on
note || Uentier 3% | a;, on note alors D* la dérivée d’ordre a définie par

g e

D* = :
8x1 8[)3N

Définition 3.1.1 (Dérivée faible). Soit u,g € L},.(Q2).

loc

1. On dit que g € L},.(Q) est la dérivée faible partielle de u par rapport a x; si

A u(:v)gi (2)dz = — /Q g(@)p(z)dz, Vo € D(Q). (3.1)

On note g = g—; et Vu = (%‘1, ce a%‘v) = grad(u).

2. Pour a € NV on dit que g € L}, (Q) est la dérivée faible de u d’ordre o si

AZ w(z)D¢(z)dz = (—1)k A g(@)p(z)dz, Vo € D(Q). (3.2)

On note g = D%u.
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3.2. Définition et propriétés élémentaires des espaces de Sobolev WP(Q)

Lemme 3.1. Quand elle existe, la dérivée faible (partielle) d’une fonction u € L},.(Q) est
unique, a un ensemble de mesure nulle pres.
Si de plus u € L}, (Q) N CY(Q), alors la dérivée faible partielle coincide avec la dérivée forte

partielle.

3.2 Définition et propriétés élémentaires des espaces de
Sobolev W1r((Q))

Définition 3.2.1. Soit 1 < p < +oo. L’espace de Sobolev WHP(Q) est défini par

WP (Q) = {u e LP(Q); Vie{l,...,N} u a un dérivée faible partielle gu € LP(Q)} :
On pose H'(Q) = WH3(Q).

Remarque 3.2.1. Comme pour la dimension un, en utilisant le langage des distribution, on
peut dire que W1P(Q) est I'ensemble des fonctions u € LP(Q) telles que toutes les dérivées

partlelles i €{1,...,N} au sens des distributions appartiennent a L?(€2).

Théoréme 3.2.1. Pour tout 1 < p < 400, on a les propriétés suivantes :

1. L’espace de Sobolev WHP(Q) est un espace de Banach pour la norme :

( p AL _
| {' (HU” +3r, Lp)p si 1<p< +oo,
wie =
k maX{HuHoo; % o ZE {1,7N}} S’i p:+oo

2. Pour p =2, l'espace H'(2) = WHP(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, V) g1 = (u, V)2 + Z <<§Z g;)p = A(u(x)v(x) + Vu(z) - Vo(z))dx

:Au(x)v( dx+Z:/ gj;i( )5;( )dz, (3.3)

1
2
L2

et de la norme associée a ce produit scalaire

[l = Nlullwre = <

3. Pour 1 < p < 400, l'espace WP (Q) est réflexif.

1,
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3.2. Définition et propriétés élémentaires des espaces de Sobolev WP(Q)

4. Pour 1 < p < +oo, l'espace WP(Q) est séparable.

Remarque 3.2.2. 1. Pour 1 < p < oo, La norme || - ||y1r est équivalente aux normes
suivantes
N ou
[ul| = [Jull» +
2;; é)ﬂ% L

ou

o = e { s, | 5

,z'e{l,...,N}}.

Lp

2. Si la suite (uy,), est convergente vers u dans W'?(Q), alors

Oun ou

Q| ie{l,...,N}} =0 si  p=-oo,

(
_— {(m%—umf+z?1
n—U||Wwtpr =

U max { [l — oo,

1
P \p .
Lp) — 0 st 1 <p<+oo,

Ce qui implique que

ou
— p — ' 1,...,N}.
|n, — u|lr — 0, ‘axi Lp—>0,‘v’z€{, ,N}
Par conséquent
(
i Up — U
(t,, — u dans W'P(Q)) <= { A, ou  dans LP(Q).

Oz, ow

Théoréme 3.2.2 (Friedrichs). Soit u € W'P(Q) avec 1 < p < oco. Alors il existe une suite
(u,) de D(RY) telle que
Unjg — u  dans LP(Q),
Vi, — VY, dans LP(w)™  pour tout w CC €,
ot w CC ) signifie que w est un ouvert tel que @ C ) et W est compact.

Proposition 3.2.3. Soit v € LP(w) avec 1 < p < +oo. Les propriétés suivantes sont

équivalentes.
1. ue WhP(Q).

2. 1l existe une constante C' telle que

/ u(x)aa;i

<||¢llagy Vo e D(Q) Vie{l,...,N}.
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3.3. Espaces W"P(Q)

3. Il existe une constante C telle que pour tout ouvert w CC € et tout h € RN avec
|h| < dist(w, RN — Q) on a

||Thu — UHLP(w) S C|h|

De plus, on peut prendre C' = ||Vul|ir) dans 2. et 3.

Proposition 3.2.4 (Dérivation d’un produit). Soit u,v € W?(Q) NL>®(Q) avec 1 <

p < +oo. Alors, uv € L*(Q) et

4 (uwv) = auv—i—uav
ox; - Oy ox;

Vie{l,...,N}.

Proposition 3.2.5 (Dérivation d’un produit de composition). Soit G € C'(R) telle
que G(0) =0 et |G'(s)| < M, Vs € R.
Soit u € WP(Q), alors

Gouec WH(Q) et

0 Gou:(G'ou)au

X X4

Vie{l,...,N}.

Proposition 3.2.6 (Formule de changement de variables). Soit 2 et O deux ouverts

de RN et H : O — Q une application bijective, v = H(y) = (Hi(y), ..., Hx(y)), vérifiant

He CY0), H ' e CH(Q), Jac(H) € (L*(O)VN et Jac(H™) € (L®(Q)V*V,

(ot Jac(H) désigne la matrice Jacobienne (gH?) ). Soit u € WHP(Q), alors uo H €
T3/ 1<i,j<N
Wlr(O) et
— H = H Vied{l,...,N}.
oy (o DW) ;8@ ° Hy)g, W) Vi€l N}

3.3 Espaces W™P(())

Soit m > 2 un entier et soit 1 < p < +o00. On définit par réccurence

ou

Wr(Q) = {u e WH(Q), -

e W (Q) Vie{l,...,N}}.

Il vient au méme d’introduire

WmP(Q) = {u € LP(Q), Va € NV avec |a| < m, uadmet un dérivée faible d’ordre a, D*u € LP(Q)}.
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3.4. Opérateur de prolongement et densité

L’espace WP(Q2) muni de la norme

lulllwer = >~ 1D%ullzoe)

0<a<m

est un espace de Banach. Pour 1 < p < 400, cette norme est équivalente & la norme

1

P

IIUIlwm»p=< > IID‘”UIIZEP(Q)> :
0<a<m

et pour p = oo elle est équivalente a la norme

lellwmes = mase D%l

On pose H™(Q) = W™2(Q2); H™(2) muni du produit scalaire

(w,vygm = Y (D%, D)2

0<a<m

est un espace de Hilbert.

3.4 Opérateur de prolongement et densité

Il est souvent pratique d’analyser les propriétés des fonctions de l'espace de Sobolev
W1P(Q) en commengant par le cas ou 2 = R. Par conséquent, il est utile de savoir comment
prolonger une fonction u € W1P(Q) en une fonction @ € W1?(RY). Cependant, ce n’est pas
toujours réalisable. Néanmoins, si 'ouvert €2, il est possible de construire un tel prolongement.
Pour cela, définissons d’abord la notion d’ouvert régulier.

Notation. Soit z € RY. On écrit z = (2/,zy) avec 2’ € RN1 2/ = (z1,...,25_1). On
note

Rf = {z = (2/,zy) € RY; 2y > 0},
Q={z=(22n) €RY; ||2/|| < 1et |zn| <1},
Q+ =QNRY,

Qo= {z = (2/,oy) €RY; ||2/|| < 1 et zy = 0}.

Définition 3.4.1. Soit Q un ouwvert de RY de fronticre T' = 0. On dit que T (ou Q) est
de classe C' si pour tout x € T, il existe un voisinage U de x dans RN et une application

bijective H : Q — U telle que

HeCYQ), H'eC\(U), HQL) =UNQ et HQ,) =UNT.
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3.5. Injection de Sobolev

Théoréme 3.4.1. On suppose que Q est de classe C' avec T' borné (ou bien Q) = Rf}
Alors, il existe un opérateur de prolongement P : WP(Q) — WLP(RY) tel que pour tout
u e Whr(Q)

1. Pujg=u;

2. IPulls) < Cllullooy

8. [[Pullwrr@yy < Cllullwieg)
ou C dépend seulement de Q.

Corollaire 3.1 (Densité). On suppose que ) est de classe C*. Soit u € WHP(Q) avec

1 < p < +oo. Alors, il existe une suite (u,) C D(RY) telle que
Unjg — u dans WHP(Q).

Autrement dit, I'ensemble E = {ujq; u € D(RM)} est dense dans W1P(Q).

3.5 Injection de Sobolev

Théoréme 3.5.1. On suppose que ) est de classe C* avec I borné. Alors, on a les injections
continues suivantes
(. .
b L) st 1<p<N
W@ = Q) si p=N, W 21
=L L>(Q) si p>N
ou p* = NN—_’; (i.e., z% :%—ﬁ).

De plus, sip> N on a pour tout u € WP (Q)
u(@) = w()| < ullwrelle —yl* p-toz,y €9,
avec a = 1 — % et C' dépend seulement de Q, p et N. En particulier, WHP(Q2) C C(9Q).

Théoréme 3.5.2 (Rellich-Kondrachov). On suppose que Q2 est borné de classe C*. Alors

on a les injections compactes suivantes

( .

P LP(Q) st 1<p<N, Vp e[l p
Whr(Q) %{ L7 (Q) si p=N, Vp >1

L c@Q) si p>N
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3.6. Espace de Sobolev W, ()

vt — Npo 1 _1_ 1
oup* =35 (z.e.,p*—p %)

3.6 Espace de Sobolev W,”(Q)

Définition 3.6.1. Soit 1 < p < co. L'espace WyP(Q) est 'adhérence de Uespace D(Q) dans
Whr(Q).
Pour p = 2, Uespace W, ?(Q) sera noté dorénavant par HE ().

L’espace Wy (Q) muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de Banach sépa-

rable, il est réflexif si 1 < p < oo. H} () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de

H'(9).

Théoréme 3.6.1. On suppose que € est borné de classe C*. Soit u € WH(Q) N C(Q) avec
1 <p<oo.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. u=10 surT.

2. u € WyP(Q).

Corollaire 3.2 (Inégalité de Poincaré). On suppose que 2 est borné de classe C* et

1 <p<oo. Alors il existe une constant C' > 0 telle que
ullLe < C||Vul|py~, pour tout u € Wy P(Q).

En particulier, ’application
WP () — Ry

u e [[Val o

définit une norme sur Wy " (Q) noté par || - ||W01,p, équivalente a la norme || - [[wie. De plus

(Wol’p(ﬂ), |- ||W01,p) est un espace de Banach.
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