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Exercice 1 :
Soit I =] —1,1][.

1. On consideére la fonction u définie sur I par
u(z)=1—lz|, zel.

Montrer que u € LP(I) et calculer sa dérivée faible dans LP(I). En déduire que u €
WP(I) pour tout p € [1,+o0].

2. Méme question avec la fonction u définie sur I par

u(z) = 1 st —1<zxz<0
x4+l st 0<zx<l

3. On considére la fonction définie sur R par

2 .
u(x):{ex st r<l1

e’ s1ox>1
Etudier si u € L, (R) a une dérivée faible et, si oui, la calculer.
Exercice 2 :
Soit I un intervalle de R et soit p €]1, +oo[. Montrer que les deux normes |||+ |||y1.e €t |||y
définies par

B =

llulllwre = lullee + lu'llue et Nullwre = (lullfs + [l/[Iz5)

sont équivalentes.
Exercice 3 :
Soient I =|0, 1] et u une fonction définie sur I par u(z) = x*. Déterminer les valeurs de «
pour lesquelles u € H*(I).
Exercice 4.
Soit I =] — 1, 1] et pour tout n € N, on considére la fonction f, : T — R définie par

fn(z) = arctan(nz), =€ 1.

1. Montrer que la suite (f,,) est bornée dans W!(T).
2. Montrer que (T},) converge dans D'(I) vers (T}), ou f € L'(I) a identifier.
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3. Calculer (T})" dans D'(I) et en déduire que f n’appartient pas a W(I).
Exercice 5 :
On se place dans R. Soit a < a1 < by < b, I =]a,b[, [, =|ay, b1, et p un réel de [1, +o00].

(a) On considére l'application u : I — R définie par

( 0 st v < ap, x> by,
H - __ai+b
(z) 1 s1 r =47t
U\xr) = .
{ b1za1 - bffiu st %€ [al’ al;bl]’
! . 2bq - a1+b1
\ =527+ 5 stz € [957 by

Montrer que u appartient a W5HP(T).
(b) Soit v I'application de I dans R définie par
[0 siozel\l,
“@_{1m I
v appartient-elle & W () ?

Exercice 6 :

Soit I est un intervalle borné et 1 < p < 400, alors il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout u € WHP(I)

lulle < Cllullwre.
Exercice 7 :

Soit u : R — R une fonction. Le but de 'exercice est de montrer I’équivalence des deux
propriétés suivantes

(i) w est lipschitzienne;
(ii) il existe une fonction g € L>(R) telle que u(x) = w(0) + f5 g(t)dt, pour tout = € R.
1. Montrer I'implication facile.
2. On suppose u lipschitzienne.
(a) Montrer que si ¢ € C}(R), alors

Au(m)¢'(m)dwz _}13{% Ru(:}c—l—h}i—u(m)

o(z)dx.

(b) En déduire qu'il existe une constante 0 < C' < +o0 telle que 'on ait

Au(m)¢’(m)dm‘ < Ol|¢||r1, pour toute ¢ € CL(R).

(c) En déduire que u € WH(R) et conclure.

Exercice 8 :
Dans toute la suite, nous fixons p €]1, +oo| et considérons v € W1?(]0, 1[) tel que u(0) =0
1. Soit a €]1,400[. Montrer que

()" () = A " au(s)| el (s)ds, V€ [0, 1].



2. Soit p’ €]1,+o0[ et a =1+ %l. En utilisant l'alinéa 1), montrer que
u(@)|* < allull, v, Vo € [0,1].

En déduire que
[ulloo < Cllull 7l lI20,

ot b €]0, 1] est une constante a déterminer.

3. Soit r €]p/, +oo[. Montrer que
lullz < iy, lullZ?

Indication. Remarquer que |u(z)|" = |u(z)[?'|u(z)|" .
4. En utilisant 2) et 3), déduire que

Jullr < Cllull;f w150,

ou ¢ €]0, 1] est une constante a déterminer.

Exercice 9 :
Soit I un intervalle ouvert borné, u € C*°(I)

1. Montrer que
[ () = uly)dedy < [P, o |1] = mes(D).

2. Déduire I'inégalité suivant

ﬁm@wngfﬁhmmwp—GMﬁu@m@?

3. Est ce que cette inégalité est vérifice pour u dans H(I)?.

Exercice 10 :
Soit I =]0,1[ et u : I — R une application. On pose

~ fulz) si zel
YT 0 si zeR\L

1. Supposons que u € W,?(I) avec 1 < p < oo. Montrer que @ € WP(R).

2. Inversement, soit v € LP(I) avec 1 < p < oo tel que u € W'P(R). Montrer que
we WyP(I)

3. Soit u € LP(I) avec 1 < p < co. Montrer que u € W,?(I) si et seulement s'il existe
une constante C' > 0 telle que

< COlPllraw), Vo € CA(R).

A@ a(z) (z)dx




