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Avant-Propos

Avant-Propos

C'est avec grand enthousiasme que je présente ce polycopié aux étudiants de la
deuxiéme année Master, option : Mathématiques Fondamentales et Discretes, intitulé :
"Théorie des codes 2 - codage, décodage et cryptage”, dédié a la Théorie des Codes
Correcteurs d’Erreurs. Ce polycopié est une suite du polycopié intitulé " Codes correcteurs
d’erreurs 1 - codage, décodage et cryptage” distine au étudiant de la premiére année Master.

Au ceeur de la communication numérique et de la sécurité de I'information, cette
discipline (Théorie de codes) joue un réle fondamental dans la transmission (et méme
I’enregistrement) fiable et efficace des données a travers divers canaux et outils de transfert de
données.

La Théorie des Codes Correcteurs d’Erreurs est une branche fascinante des
mathématiques et de l'informatique, qui explore les mécanismes de I'encodage et du décodage
des informations pour assurer leur intégrité et leur confidentialité. Elle trouve des applications
essentielles dans de nombreux domaines tels que les télécommunications, la cryptographie,
les systéemes de stockage, les transmissions sans fil, et bien d'autres encore.

Ce travail a été concu dans l'optique d’offrir aux étudiants et enseignants une
introduction compléte et accessible a cette discipline. Nous aborderons progressivement les
concepts fondamentaux, commencant par les outils algébriques, concus pour des codes
correcteurs d'erreurs simples et linéaires aux codes cycliques utilisés dans les communications
modernes. On y découvrira les méthodes de détection et de correction (ou de décodage)
d'erreurs, ainsi que les techniques de codage pour optimiser la capacité de transmission et
garantir l'intégrité des données.

Mon objectif, en tant qu'auteur, est de guider le lecteur avec clarté a travers les notions
essentielles, en évitant autant que possible I'excés de formalisme mathématique. 1l est
important de noter que ce polycopié a été élaboré pour étre un outil pédagogique a part
entiere. Ainsi, le lecteur y trouvera des exemples concrets, des illustrations et des exercices
pratiques a la fin de ce polycopié pour renforcer la compréhension.

Je tiens a exprimer ma gratitude envers tous ceux qui ont contribué a I'élaboration de
ce polycopié. Je tiens a remercier mes collegues, le professeur Mohamed Kerada et le docteur

Ali Boussayoud pour leurs observations et leurs directives.

D" Mourad CHELGHAM.
01 Juin 2024
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Introduction

Introduction

La théorie des codes correcteurs est I'étude des méthodes permettant le transfert ou le
stockage d'informations de fagon efficace et précise, et ainsi les protéger contre d'éventuelles
erreurs, qui peuvent étre, par exemple, des rayures ou de la poussiere sur un C.D., une
perturbation de I'appareillage, des parasites dans une ligne téléphonique ou un champ
magnétique dans I'espace, dans les communications par satellites.

On se concentre, dans ce polycopié, sur la classe des codes cycliques qui est la classe
des codes correcteurs linéaires fondés sur la théorie des corps finis, et en particulier les
extensions de Galois, ainsi que sur les propriétés algébriques spéciales des polyndmes
cycliques qui sont exploitées pour concevoir un mécanisme efficace de détection et de
correction d'erreurs. La principale caractéristique des codes cycliques réside dans leur
capacité a garantir la détection et la correction d'un certain nombre d'erreurs en utilisant des
techniques de codage et de décodage relativement simples.

Le présent polycopié consiste a présenter, en premier lieu, les différents concepts
mathématiques (algébriques) utilisés dans I'étude des codes correcteurs d'erreurs. En second
lieu, a donner en détail les notions et concepts de base de la théorie des codes linéaires, ainsi
que les méthodes de codage et de décodage qui y sont associées. Nous explorons, en troisieme
lieu, les principaux concepts et caractéristiques des codes cycligues, y compris leurs
structures, leurs représentations polynomiales, leurs polyndmes générateurs, leurs matrices
génératrices, leurs matrices de controle, et leur technique de codage systématique en utilisant
le syndrome polynomial.

On termine par des applications des codes cycliques en cryptographie en présentant
deux cryptosystemes a clés publique basés sur les codes cycliques, a savoir le "cryptosystéme
de McEliese" et le" cryptosystéme de Niederreiter".

Enfin a la fin du dernier chapitre, on trouve un programme de décodage par syndrome

d’un code cyclique (de Hamming) par Maple et une série d'exercices sans solutions.

Page | 5



Chapitre 1 Notions d’algébre

Notions d’algébre.

Introduction

Les codes cycliques sont étroitement liés a I'algébre linéaire et a I'arithmétique des
polyndmes sur un corps fini. On va présenter dans ce chapitre quelques notions et concepts
algébriques associées aux codes cycliques et qui seront utilisees tout au long des chapitres qui

suivent.

1. Les corps fini : Les codes cycliques sont construits sur des corps finis, les éléments
d'un corps fini peuvent étre utilisés pour représenter les coefficients des polynémes
dans la construction des codes cycliques.

2. Les polynémes : Les codes cycliques sont définis en utilisant des polynémes, qui sont
des expressions algébriques de la forme ao + a:.X + a.X? +...+a, X", ou les a; sont les
coefficients du polyndme et X est I’indéterminé. Les polyndémes jouent un role central
dans la conception des codes cycliques, car ils déterminent les propriétés du code.

3. Ladivision polynomiale : La division polynomiale est une opération essentielle dans
la construction des codes cycliques. Pour coder les données, on effectue une division
polynomiale du polynéme a coder par le polynéme générateur. Le reste de cette
division détermine si le mot appartient ou non au code cyclique correspondant.

4. Les polynbmes générateurs et matrices génératrices : Un code cyclique est défini par
un polynéme générateur ou une matrice génératrice y associée. Ce polyndme est choisi
pour avoir des propriétés particulieres, notamment la cyclicité qui rend la détection et
la correction d'erreurs plus efficaces. Le polynbme générateur cyclique est utilisé pour
générer le code cyclique a partir des données.

5. Les sommes de contrble cycliques (CRC) : Les codes cycliques sont souvent utilisés
pour la détection d'erreurs a l'aide de CRC. Les CRC sont des sommes de contrdle
calculées a l'aide de polyndmes pour vérifier l'intégrité des données transmises.

6. La matrices de contréle de parité : Dans certains contextes, les codes cycliques
peuvent étre representés sous forme matricielle a I'aide de matrices de contréle de
parité. Ces matrices permettent de détecter et de corriger les erreurs dans les données

transmises.
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Chapitre 1 Notions d’algébre

En résumé, pour comprendre pleinement les codes cycliques, il est important d'avoir des
connaissances en algebre linéaire, en arithmétique des polynémes et en théorie des corps finis.
Ces concepts sont fondamentaux pour la conception, I'analyse et I'application des codes
cycliques dans les systemes de communication et de stockage de données.

1.1 Anneaux et anneau des polynémes

1.1.1 Anneaux
Définition 1.1.

Soit A un ensemble muni de deux lois internes (+) ,(.), alors (A, +, .) est un anneau, si et

seulement s'il vérifie les conditions suivantes:

(A, +) est un groupe abélien (d’élément neutre 0a 0U O par la loi (+), dit élément nul.

La loi (.) associative et distributive sur la loi (+).

w npoE

A admet un élément neutre noté 1 ou 1 par la loi ()
e Dans certaines définitions, la condition (3) n'est pas nécessaire. Dans ce cas, on dit que
A est un anneau unitaire.

e Silaloi (.) est commutative alors A est dit anneau commutatif.

Définition 1.2.

Soit A un anneau, un élément x € A-{0} est dit diviseur de zéro, s’il existe un élémenty € A-
{0} tel que x.y =0 ouy.x =0. Un anneau A est dit anneau intégre, s’il n’admet pas de
diviseurs de zéro.

Exemple 1.1.

Les anneaux (Z, +, .), (R, +, .) et (R[X], +, .) sont des anneaux commutatifs integres.

(ZI6Z, +, .) et (F(R, R) , +, .) sont des anneaux non intégres.

Définition 1.3.
1. Unélément acA-{0} est dit inversible (ou unité) dans A, s’il existe un élément beA-
{0} tel que a.b =b.a =1.
2. L’ensemble des unités de A est noté U(A) ou A*. i.e. U(A)= {aeA, a inversible}.
Proposition 1.1.
(U(A), .) est un groupe multiplicatif, dit groupe des unites de A.
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Chapitre 1 Notions d’algebre

On a: U(Z)={1, -1}, U(R[X])=R-{0}.
Définition 1.4.

1. (K& +,.)estun corps si, et seulement si, (4 +, .) est un anneau unitaire dans lequel
tout élement non nul est inversible. Autrement dit & est un corps si, et seulement si
U(K)= K-{0}.

2. Un corps K est dit corps commutatif, si la loi (.) est commutative.

3. Un corps K est dit corps fini, si son cardinal entant qu’ensemble est fini.

Définition 1.5.

Soit (A, +, .) un anneau, IcA est dit idéal de A si et seulement si, | vérifie :
| < (A, +).

Pour tous xel, acA : xael et axel.

A =

Si A est commutatif, la condition 2. devient : Pour tous xel, acA : axel.
Exemple 1.2. Soient A est un anneau commutatif et acA.

1. {0} et A sont des ideaux de A, dits idéaux triviaux.
2. L‘ensemble I={ax /x €A} est un idéal de A, dit idéal principal de générateur a, noté
<a> ou aA.

3. I=nZ =<n>={nk / keZ }, ensemble des multiples de n dans Z est un idéal principal
de Z.
Définition 1.6.

1. Unidéal I de A est dit idéal maximal, si et seulement si, pour tout idéal J de A tel que IcJ
alors J=I ou J=A.
2. Un idéal | de A est dit idéal premier, si et seulement si, pour tous X, yeA tel que xyel

alorsxel ouyel.
Définition 1.7.

Un anneau commutatif et intégre A est dit anneau principal, si tout idéal de A est un idéal

principal.
Exemple 1.3.

1. L’anneau Z des entiers relatifs est un anneau principal.
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Chapitre 1 Notions d’algébre

2. Soit Kun corps, I’anneau K[X] des polynémes sur K est un anneau principal.

1.1.2 Morphisme d’anneaux, anneaux quotients et anneau Euclidiens.
Definition 1.8.

1. Soient (A, +,.), (A, +,.) deux anneaux, d’éléments neutres, respectivement, 1 aet 1a
par la loi (.). Une application fde A dans A’ est dite morphisme d’anneaux, Si et
seulement si, pour tous x,yeAona:

a. f(x +y)=f(x)+ f(y).
b. f(x.y)=f(x). f(y).
c. f(la)=1a.
2. Le noyau du morphisme d’anneaux f, noté Kerf, est définit par :
Kerf = {xeA, f(x)=0a} c A.
3. L’image du morphisme d’anneaux f, noté Imf, est définit par :
Imf = { f(x), x €A} Cc A",

Proposition 1.2.
Soient A, A’ deux anneaux et f un morphisme d’anneaux de A dans A, on a alors :

1. Kerf est un idéal de A.

2. Imf est un sous-anneau de A'.

3. finjective, si et seulement si, Kerf = {Oa}.
4

f surjective, si et seulement si, Imf =A".

Théoréme 1.1. (Premier théoréme d’isomorphismes d’anneaux)

Soient A, A’ deux anneaux et f un morphisme d’anneaux de A dans A', on a alors :

A/Kerf = Imf.
Definition 1.9.
Soit A un anneau commutatif et considérons 1’application :
f:Z— A
1+1+--+1 si k>0
k- fk)=kl1l=10 si k=0
-1-1---=1 si k<O

f est un morphisme d’anneaux et donc Kerf est un idéal de (Z, +), d’ou 3 n eN tel que

Kerf = nZ. L’entier est n est appelé la caractéristique de A, noté car(A)
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Chapitre 1 Notions d’algébre

Remarque 1.1.

1. Sifestinjectif (donc n=0), A est dit anneau de caractéristique nulle.
2. Sifn’est pas injectif (n#0), on dit que A est de caractéristique n et on écrit car(A)=n.

3. S’il existe, n est le plus petit entier positif non-nul vérifiant : n.14=04, si non n=0.
Proposition 1.3.

Soit (A, +, .) un anneau, | un idéal de A, comme | est un sous-groupe normal dans le groupe

(A, +), alors le groupe (A/l, +) est un groupe abélien, tel que la loi (+) est définie par :

X+y=x +y.

La loi (.) dans A est compatible avec la relation d’équivalence R définie par :

X Ry si, et seulement si, x —y €l. On définit donc dans A/l la loi () par : x . y=X.y.
et (A/l, +, .) est un anneau, dit anneau quotient de A par I.

Exemple 1.4.

Soit A= (Z, +, .), I=nZ avec neN", alors (Z/nZ, +, .) est ’anneau quotient de Z par nZ tel
que :pourtoutx,y € Z : x+y = x + y © (X+ nZ) + (y+ nZ)=(x +y) + nZ.

X.y=x.y © (X+nZ). (y+ nZ)=(x.y) + nZ.
Proposition 1.4.

Soit A un anneau et | un idéal de A, alors :

1. A/l estun corps, si et seulement si, | est un idéal maximal.

2. A/l est un anneau integre, si et seulement si, | est un idéal premier.

Proposition 1.5.

1. Un élément a de A est dit premier si, est seulement si <a> est un idéal premier.
2. <a> est un idéal premier si, et seulement si, A/<a> est un anneau integre.
3. Un élément a de A est irréductible si, et seulement si <a> est un idéal maximal.

4. <a> est un idéal maximal si, et seulement si A/<a> est un corps.
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Chapitre 1 Notions d’algebre

Définition 1.10.

Soit A un anneau commultatif integre, A est dit anneau Euclidien, s’il existe une application

¢ : A-{0} — N-{0} appelée Stathme vérifiant :

1. Pourtoutx,y €A tel que y£0a, 3! g, r eA x=yq + r avec r=0 ou ¢(r) < ¢(y).
2. Pourtoutx,y eA-{0} (3 z eAtel que x=yz) = ¢(r) < o(Yy).

L'opération de trouver g et r est dite Division Euclidienne de x par y, g est dit le quotient et r

est dit le reste de cette division.
Remarque 1.2.

1) Si le reste r=0, alors x=yq, on dit que y divise x ou Yy est un diviseur de x ou encore
que x est un multiple de y.

2) Deux éléments a et b de A sont dits associés, si a divise b et b divise a, c'est-a-dire s'il
existe ¢ et d dans A tels que a=bc et b=ad. Cela revient encore a dire qu'il existe u
élément de A inversible tel que a=bu.

Proposition 1.6.
Tout anneau Euclidien est un anneau principal.

Preuve.

Soit I un idéal non nul de A et soit a € | avec a # 0 tel que @(a) minimal dans ¢(A-{0}) < N).

[Rappelons que tout ensemble non vide de N posséde un élément minimal.] Soit maintenant

x € |. En effectuant la Division Euclidienne de x par a, on peut écrire x =aq + ravecr =0 ou

bien @(r) < ¢(a). Il est clair que r=x-aq € 1. Si on suppose ¢(r) < ¢(a) alors ¢(r) sera 1’élément
minimal dans ¢(r), ce qui est absurde, et on a donc nécessairement r = 0 et d’ou X = age< a>

et donc I=< a> principal.

Exemple 1.4.

1. Zestunanneau Euclidien avec le Sthatme ¢ est définie par: xe Z: ¢(X)=|X|

2. Si K R[X] est un anneau Euclidien avec le Sthatme ¢ est définie par: PeR[X]:

¢(P)=deg(P).
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1.1.3 Polyndmes et Anneau des polynémes.

Définition 1.11.

Soit A un anneau commutatif. Un polynéme sur A est une suite P=(a;) ;e d’éléments de A,
qui sont tous nuls sauf un nombre fini, ces éléments sont dits coefficients de P.
c.ad.3neN: a,=0etpourtouti>n: a,=0.L’entier n est dit le degré de P, note deg(P).
Par convention d°(0) = -c. Le coefficient a,est dit le coefficient dominant. Si a,=1, le

polynéme P est dit polynéme unitaire ou normalisé.

On note A[X]={ P=(ai)icy / @aicA}, I’ensemble des polyndmes sur A, ou X=(0, 1, 0, ...,0..) est

dite ’indéterminé. On muni A[X] par les lois d'addition (+) et multiplication (.) définies par :

(a)ien +(bp)ien=(a; + by)ien, (ai)ien -(by)ien=(C¢i)ien, aVec ¢; = Z§'=o a; b
Remarque 1.2.

OnaX'=X, X?=X.X, (0,0,1,...,0,0, ...) et pour tout entier i, X*=(0,0,...,0, 1,0, ...)
ol 1 se trouve en position i+1, et par convention X°= (1,0, 0,..., 0, ...), et tout polyndme

P=(a;);en s écrit sous la forme P = ¥;en a; X©.
Proposition 1.7.

L’anneau (A[X], +, .) est un anneau commutatif dit anneau des polyndmes d’indéterminé X a
coefficients dans A. D’¢éléments neutres 0=(0, 0, ..., 0...) pour la loi (+), dit polynéme nul et
1=(1,0,0,...,0,...) pour laloi (.).

Exemple 1.5.

1. Les polyndmes de degré nul sont de la forme P=a / acA-{0} dit polynémes
constants.

2. Les polynémes de degrél sont de la forme P=aX+b /acA-{0} et beA.

3. Les polynémes de degre 2 sont de la forme P=aX?+bX+c / aeA-{0} et b, c €A.

Proposition 1.8.
A[X] est un anneau intégre si et seulement si A est un anneau integre.

Preuve Laissé comme exercice.
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Remarque 1.3.

Soit A=/ un corps commutatif. On dit qu'un polyndéme P de & [X] est irréductible s'il est non
constant, et si ses seuls diviseurs sont les polynémes constants et les polyndmes qui lui sont
associes, c'est-a-dire les polynémes de la forme AP, avec A€ & *.
Proposition 1.9.
Si A=/ est un corps commutatif, alors I’anneau &[X] est un anneau commutatif intégre
Euclidien. Son Stathme est 1’application :
¢ : KIX]-{0} — N-{0}
P — o@(P)=d°(P).
Conséquence 1.1.
Si Kest un corps commutatif, alors A[X] est un anneau principal.
Remarque 1.4.
Si l est un idéal de & [X], alors il est principal, engendré par tout polynéme non nul de I, de
degré minimum. Le polynéme unitaire P engendrant | est dit le générateur de | et on a:
I=<P>={ PQ/ Qe K[X]}.

Les éléments de | sont les multiples de P.

Exemple 1.6.
Soit I={PeR[X]: P(1)=0}, alors I est un idéal de R[X] et on a:

Pel &P(1)=0=(3 QeR[X] : P=(X-1)Q)=Pe <P1=X-1>, donc 1=<X-1> I’idéal engendré
par le polynéme P1=X-1.

1.1.4 Racines d'un polynéme et I'anneau quotient IK[X]/(P)
Définition 1.12.

1. Un élément o de I’anneau A est dit racine du polyndme P =Y, a; X‘ eA[X] si, et
seulement si, P(o)) =X, a; 0! =0a.
2. Laracine o est dite racine multiple de P d’ordre k, si P=(X-a)*Q avec QeA[X] et

Q(a)#0. Si k=1, o est dite racine simple et si k=2, o est dite racine double.

Exemple 1.7.

P=(X-1)3(X+1)eR[X] admet 1 comme racine double et (-1) comme racine simple.

Page | 13



Chapitre 1 Notions d’algébre

Proposition 1.10.

1. Si a est une racine d’ordre k d’un polyndéme P e &[X], alors o est une racine d’ordre k-
1 de son polynéme derive P'.

2. SiP(a)=0 et P'(a) # 0, alors o est une racine simple de P.
Proposition 1.12.

Si K est un corps commutatif et I un idéal de A[X] de générateur un polynéme P, alors
’anneau quotient A[X]/I=<P> est un anneau commutatif, d’éléments neutres 0=1 par
I’addition et 1=1+I par la multiplication. L’anneau A[X]/ <P> est dit anneau quotient de
K[X] par I’idéal 1=<P>.

Conséquence 1.2.

Si Pe K[X] est un polynéme irréductible, alors I’anneau quotient A[X]/ <P> est un corps

commutatif.

Exercice 1.1.

Soit Kun corps commutatif, alors (A[X], +, ., x) est une A-algébre, et I'ensemble

Ka-1[X]={P € K[X] tel que d°(P) < n-1} est une A-sous-algebre de A[X].

Rappelons que (x) est la loi externe définie par : Ae K, P =Y ,a; X'e K[X]:
AxP=YT (ha;) X"

1.2 Construction et existence des corps finis.

1.2.1 Construction des corps finis
Proposition 1.12.
Si p est un entier premier et P un polyndme irréductible sur /& = ZlpZ de degré n, alors le

corps F[X]/(P) est uncorps commutatif fini isomorphe a (#)n-1[X] (I’anneau des
polyndmes sur /£ de degré inferieur ou égal a n-1) et de cardinal p".
Preuve.
Soit I’application f définie par :
f 2 RIX] > (Fo)n[X],
A—f(A)=R

tel que R est le reste de la division Euclidienne de A par P.
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f ainsi définie est un morphisme d’anneaux surjective car:

Imf={f(A) / Ae R{[X]}={R / Re R[X] et d°(R) < n-1}= (F)n-1[X].

Ona: A=QP+R avec R=0 ou d°(R) < n-1 et le noyau de f est donné par :

Kerf={Ae F[X] | f(A)=0}={Ac F[X] / R=0}={ PQ / Qe K [X] }=<P>, I’idéal engendré par le
polyndme P. Selon le premier théoréme d’isomorphisme: Fp[X]/ <P> = (Fo)n-1[X] or (Fo)n-1[X]
est un espace vectoriel de dimension n sur F, donc (F)n-1[X]= (£)" et d’ou card(A[X]/(P))=
card((£)" )=p".

Proposition 1.13.

Si K est un corps fini, alors la caractéristique de & est un entier premier p et /& admet un sous-
corps isomorphe a / dit sous-corps premier de /& et le cardinal de & est de la forme p" avec
neN.

Preuve.

Comme K est un corps, alors A est un anneau intégre, donc car()=0 ou car(A)=p premier. Si
on suppose car(&)=0, alors & est infini, ce qui est absurde car A est fini.

L’application f:Z — K& k — f(k) = k.1x, estun morphisme d’anneaux de noyau Kerf=p.Z
et =Zp2Z= 1(Z) or {(Z) est un sous-corps de /& donc & est considéré comme un espace

vectoriel sur /, de dimension fini car A est un corps fini . Si dim# /& = n alors K= [F;; et
donc card(&)=p".
Proposition 1.14.
Soit p est la caractéristique d'un corps commutatif fini A alors :
1. p est le plus petit entier non nul vérifiant p.1x= 0.
2. Pourtoutx € &K: p.x =0,
3. Pourtoutx,y €K : (x + y)P = xP + yP et (x.y)P = xP.yP,
4. PourtoutieN, x,y €K : (x + y)pi =xP' + ypi et (x. y)pi = xpi.ypi.
Proposition 1.15.
Si K est un corps commutatif fini de caractéristique p et de cardinal p" alors :
1. (K= K -{0},.) est un groupe cyclique d’ordre p"-1
2. Pour tout xe & : xP" = x.

Preuve.

K= U(K) est un groupe cyclique multiplicatif de cardinal p"-1. Donc pour tout xe K* :
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xP"~1 = 1, en multipliant par x, on trouve que pour tout xe K" : x?" = x et comme cette
égalité est vrai pour x = 0, alors pour tout xeK : x?" = x.
Définition 1.13.
Soit IK un corps fini de caractéristique un entier premier p et SeIK. Le polyndme minimale de
S noté Mg est le polyndme générateur de I'idéal (principal) Is définie par:
Ip ={P e F[X]: P(A)=0}.
Proposition 1.16.
Le polyndme minimale Mg vérifie les propriétés suivantes :
1. Mg est un polyndme unitaire de F[X] qui s’annule en .
2. SiPe lp (i.e. P(B) = 0) alors Mg divise P.
3. Mg est un polyndme irréductible (premier) sur /£.
Preuve.
1) et 2) découlent de la définition de Mg.
Pour 3) soit P, Qe A [X] : PQel < (PQ)(B)=0 = P(B)Q(B)=0 et comme F[X] est integre
alors P(B)=0 ou Q(B)=0 =Pelp ou Qelp d’ou I est premier donc Mg est premier
(irréductible) sur #.
Proposition 1.17.
Si K est un corps commutatif fini, alors (K", .) est un groupe cyclique, et tout générateur o. de
K" est dit racine primitive (ou élément primitif) de K et A ={0, o'/ 0<i < p"-2}.
Le polyndme minimal associé a cette racine a est dit polyndme primitif de K, qu’on note M,
qui a les mémes propriétés de la Proposition 1.16.
Proposition 1.18.
Soit IK un corps commutatif fini et fe K, alors I’application
f: RIX] > K
P — f(P)=P(),
est un morphisme d’anneaux de noyau Iz et le corps F,[X]/15 est isomorphe a Im(f).
Preuve.
Kerf={P e F[X]/ P(5)=0}=1s=(Mp) et donc d’apres le premier théoréeme d’isomorphisme
on a : F[X]/ Kerf = Im(f) . On a Kerf = Iget Im(f)={P(p)/P e Fp[X]} qu’on note F[f]. Donc
le corps quotient /[X]/< Mg> est isomorphe a A[ ] (I’ensemble des expressions

polynomiales d’indéterminé £ sur /) dit extension de £ par f.
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Remarque 1.5. (Exercice)

[ p] est le plus petit sous-corps de K contenant S et /.

Proposition 1.19.

Si d°(Mp)=n alors F[f] est un espace vectoriel sur F, de dimension n et admet la famille
B={1, B, A, ..., "} comme base.

Théoreme 1.2. (Waderburn)

Tout corps fini K est commutatif.

Le théoreme ci-dessous nous permet de construire un corps fini IK dont sa caracteéristique et
son polynéme primitif sont connus.

Théoréme 1.3.

Tout corps fini K de caractéristique un entier premier p et de racine primitive a, est isomorphe
au corps quotient /A[X]/< M, > tel que M, est son polyndme primitif.

Preuve.

D’apreés la Proposition 1.19 en prenant B=c. alors on trouve que #[X]/ 1, = < My> est
isomorphe & F[a] (ensembles des expressions polynomiales en a a coefficients dans [Fp).
Montrons que K= F[a].

Il est clair que F[a] < K. Soit xelK, si x=0 alors xelmf=/F[a]. Soit x=0 et x € K*=<a >,

alors il existe meN" : x=a™ ce qui montre que x est un élément de FA[a], d’oli K < F[a].

Enfin comme M, est irréductible alors #[X]/<M.> est un corps isomorphe au corps K.

1.2.2 Existence des corps finis

Pour p un entier premier et neN", posons-nous les questions suivantes :

1. Si P estun polyndme unitaire et irréductible sur £, existe-il un corps fini K et une racine
primitive o de K tel que P=M..
2. Existe-il un polyndme unitaire et irréductible de degré n sur .
3. Existe-il un corps fini K de cardinal p".
Remarque 1.6.
Si L est un corps commutatif quelconque et IK un sous-corps de L, en remplagant K par L et
I par K on peutgénéraliser la définition de Iz pour SelL, et le polyndme minimal Mg de S

sur KK et ses propriétés comme dans le cas précédent.
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Théoréme 1.4.

Soit KK un corps commutatif et Pe IK[X] irréductible, unitaire et non constant alors, il existe
une extension L de K et a.eL tel que P=M..

Preuve.

Il suffit de prendre L= KK[X]/<P> qui est un corps commutatif et I'application

f: K — K[X]/<P>, x+— f(x) = X, f est un morphisme de corps injectif, donc K est
isomorphe a f(IK) qui est un sous-corps de L= K[X]/(P), d’ou L est une extension de K. Si
P=Y!=ta,X!, alors P(a)=Y'=0 aq;al = YiZha, X! =Y =0 a, X' = P = 0, alors P vérifie la
propriété 2. de la Proposition 1.17, donc P= M.

Définition 1.14.

Une extension (ou sur-corps) L d’un corps commutatif K est dite corps de rupture d’un
polynéme P e K[X], si et seulement si, JaclK, acL, tel que P=a(X-a)Q, avec Qe K[X].
Définition 1.15.

Une extension (ou sur-corps) L d’un corps commutatif K est dite corps de décomposition
d’un polynome Pe K[X], si et seulement si, JackK, a1, a,..., ancl tel que P=a

2T (X — @),

Proposition 1.20.

Soit K un corps commutatif et Pe K[X] avec d°(P)>1 alors P admet un corps de rupture et un
corps de décomposition sur K.

Théoréme 1.5.

Sin eN"et p entier premier alors il existe un corps fini K de cardinal p" et un polynéme
irréductible P sur F, de degré n.

Preuve.

Soit P=X?" — X le polyndme de degré p" sur K et soit K1 le corps de décomposition du
polyndme P1=XP"~1 — 1. Le polynéme dérivé de P; est P;= -X?"~2, qui n’admet que la
racine nulle, qui n’est pas racine de P et donc toutes les p™ — 1 racines de P1 sont distinctes et
differentes de 0, alors P admet p™ racines distinctes. Soit K I'ensemble des racines de P dans
Ki. Montrons que K ={xe Ki: x?" — x = 0} est un sous-corps de cardinal p" du corps Ki. II

suffit de montrer qu’il est stable par les deux lois (+) et (.).
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n

En effet:six, ye Kalorsona: (x + y)? = xP"+ yP"= x+y, donc x+ye K et (x. y)P"= xP".
yP"=x.y, donc x.ye K, donc K est un corps de cardinal p" et son polynéme primitif M, est un
polyndme irréductible de degré n sur £ .
Proposition 1.21.
Tous les corps finis de caractéristique un entier premier p et de cardinal p” , reN", sont
isomorphes. Cet unique corps fini a isomorphisme pres est dit corps de Galois noté F=F,r.
Remarque 1.6.
Pour décrire le corps de Galois K de caractéristique p sur le corps premier /£, il suffit de :

1- Soit connaitre un polynéme primitif de degre r sur /£ (i.e. le polyndme minimal M,

d'une racine primitive a de K), et Fy= F(a) ou Fy = F[X] /<M >.

2- Soit choisir un polyndme P de #[X], de degré r, irréductible sur F, et F =~ Fp[X]/<P>
Exemple 1.7.
Construction d’un corps de Galois K = /%, = 9 =32 donc p=car(K)=3, r=d (M)=2,
F={0}UFs" = {0, o', 0<i<7} = {0, 1, a, al, a2, a3, o, o, o®, a’}. Soit M, le polyndme
primitif de / (le polyndme minimal associe & o), M, est de degré n=2, irréductible et unitaire
sur /. On peut prendre le polyndme primitif Mo=X?+X+2 ou Me=X?+2X+2.
18" méthode. Prenons My=X?+X+2. On a My(0)=0 © a*+0+2=0 & a?=-a-2=20+1, a’=20+2,
o*=2, 0°=20, 0= o +2, a’=a+1, donc F= {0, 1, 2, 0, o+1, a+2, 20, 20+1, 20+2}.
2¢me méthode. Ou encore, considérons le polyndme P= X?+1qui est irréductible de degré 2 sur
F.
Alors le corps F est isomorphe au corps quotient Z[X]/<P>=F[X]/< X3+1>
Donc F={aX + b/ a, be F }. Posons X=p4, alors /%={0, 1, 2, B, 23, +1, 3+2, 23+1, 23+2}.
Exemple 1.8.
Construction d’un corps de Galois de cardinal q =8=2% donc p=car(K)=2,
F={0} UFs ={0,0a,0<i<6}={0,1, a, al, o o o o, of }. Soit M, le polyndme
primitif de / (le polyndme minimal associe & a), M, est de degré r=3, irréductible et unitaire
sur /. On peut prendre le polyndme primitif Me=X3+X+1 ou M= X3+ X?+1.
Prenons Mq=X3+X+1. On a My()=0 & a’+a+1=0 & o=o+1, a*= o+ a, a°= o+ o?= a?*
a+1, ab= a3+ a?+a, a’=1, donc F= {0, 1, a, at1, o?, a?+1 o+ a, o+l ot+2, 20, 20+1, 20+23.
Exemple 1.9.

(Exercice) Décrire le corps de Galois de cardinal q=16 (/is).
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1.3 Groupe et corps des racines niemes de I'unité et la décomposition du
polyndéme X -1

Dans ce paragraphe, on va définir et voir comment construire le plus petit corps qui contient

tous les racines du polynéme X"-1, pour n un entier non nul donné et qui nous permet de

décomposer ce polyndme en produit de polynémes irréductibles sur /#.

1.3.1 Groupe des racines niemes de ’unité

Définition 1.16.

Soit nun entier non nul et IK un corps commutatif, on appel racine nieme de I’unité sur K,

tout élément o de K racine du polyndéme X"-1e K[X], c'est aussi l'ordre de a dans le groupe

K.

On note Gn(KK) I’ensemble des racines niemes de I’unité dans K c.a.d.
Gn(K)={xeK -{0}: x"-1=0}

Exemple 1.9.

. . ., 1, V3. 1 V3,
1- Les racines troisiéme de 1’unité sur C sont a1 =1, o2 :E+7I’ o3 :E_TI etsurRou@ la

seule racine troisiéme de 1’unité est la racine triviale a=1.

2- Les racines quatriémes de 1’unité sur R sont ou=1, o= -1.
Rappelons le théoréme suivant concernant les groupes cycliques :
Théoréme 1.6.
Si G est un groupe cyclique d’ordre n et H={x€G, x*=1}, I’ensemble des racines d’ordre
k de I’unité, alors H est un sous-groupe (cyclique) de G d’ordre d = PGCD(n, k).
Théoréme 1.7. Groupe des racines niéme de I’unité
Soit K = /4 le corps de Galois de cardinal g=p" tel que reNet de caractéristique p premier.
L’ensemble Gn(K)={xeK—{0}: xX"-1=0} est un sous-groupe cyclique d’ordre d=PGCD(p"-1, n)

dit groupe des racines niemes de I’unité sur £ et on a Gn(K)=Gd(K).

Preuve.

Il suffit d’appliquer le théoréme ci-dessus pour G= K'= /& -{0} et H=Gn(K)

1.3.2 Corps des racines niémes de I’unité sur F,

Soit p un entier premier et neN" et cherchons un corps de décomposition K de X"-1 sur £

c-a-d. un sur-corps K du corps premier F, tel que X"-1 se décompose en produit de polynémes
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de premiers degré ( pas nécessairement tous différents) c.a.d. X"-1=[T:=2(X — a,).
Remarque 1.7.
On peut écrire I’entier n sous forme n=Np™ ou NAp=let meN, ona 2 cas :
1. nAp=1 (n premier avec p), donc m=0 et N=n.
2. nn’est pas premier avec p, dans ce cas n=Np™ et m[J10 et N[1p=1. Ce cas peut étre envoyer
au premier cas. C.a.d. que ladécomposition de X"-1 avec n n’est pas premier avec p, se déduit
de celle de XN-1 avec N premier avec p, en effet :
X"—1=0=2X"" —1=0&"-1)P" =0 =X" -1 =0, et d’ou Gn(K)= GN(K).
Théoreme 1.8. (Construction du corps des racines niemes de 1’unité )
Soit p un entier premier et n[JN, il existe un runique (le plus petit ) corps de décomposition
de X"-1sur /Fp, c’est le corps IK=IF,,- ou r est le plus petit entier non nul tel que N divise
p"-1. Ce corps est dit corps des racines niémes de I’unité sur /. Etona:
X—1=[1ZHx - Bi)pm ,tel que B = a®, avec s = % et & une racine primitive de K.
Preuve.
1. Sin premier avec p. En effectuant la division Euclidienne de p par n on trouve :
p = g.n+ p avec 0<p,<n = p=p,[n]. Onap A n=1donc pian=letp, <n
doncp; est inversible dans Z/nZ. Soit r est I’ordre de™p;, donc r est le plus petit entier
non nul tel que p," =1[n] et comme p=p,[n] alors p'=1[n] donc p" — 1=0[n]. En
résumeé r est le plus petit entier non nul tel que n divise p" — 1. Considérons le corps
K=IF,~ ol r est I’entier définie ci-dessus. Selon le Théoreme 1.7. ci-dessus le groupe
cyclique Gn(K) est d’ordre d = PGCD(p'-1, n)=n (car ona: n divise 7/-1).
Si BeKK" est un générateur de Gn(K), alors Gn(K) = (5) = {1, 8, % ..., f"'} constitué de n
racines distinctes de X™ — 1 et X™ — 1 qui se décompose donc par :
X" —1=IZH(X — B*) et donc K=F,,r est un corps de décomposition de X™ — 1 sur /.
2. Si nn’est pas premier avec p. Soient n=Np™ et meO0 tel que NAp=1 et r le plus petit
entier non nul tel que N divise p'-1, alors le corps K=IF,- est le corps de décomposition de
XN -1 et donc celui de X™ — 1 qui se décompose par :
XV —1 =[x = p) > X" — 1= (x¥ — 1)P" = [TV (x - pi)” .
Si o est une racine primitive de K (c.a.d. générateur de K°) alors d’apreés les propriétés des

groupes cycliques, on peut prendre 3 (générateur de G(K)) de la forme f=¢’ tel que
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p'—1
—.

s =
Exercice 1.2.
Le corps IK=IF,, est le plus petit corps de décomposition de X — 1 sur [F,,.
En effet.
e Si L=IF,» est un autre corps de décomposition de X"-1 sur IF,,, alors n divise p’ - 1,
comme r est le plus petit entier non nultel que n divise p" — 1 alors par division
Euclidienne de v par r on trouve : v=rqg+t tel que 0 <t <, alors t=0, si non on aura :
p' =1[n] et p" = 1[n] donc p" = 1[n] et p ¢ = 1[n] ce qui donne : p' = p" 9 = 1[n].
Ceci montre que t est le plus petit entier non nul tel que n divise p*-1, ce qnui est absurde,
donc t=0 et v=rq d’ou r divise v et donc K=IF,,r est un sous-corps de L=F,v». Donc chaque
corps de décomposition L de X"-1est un sur-corps de K.
e Si L estun sur-corps de K=IF,r, alors L est automatiquement un corps de
décomposition de de X"-1 sur IF,,. D’ou K=F,~ est le plus petit corps de
décomposition de X"-1 sur FF,,.
Exemple 1.10.
Déterminer K le corps des racines 15-imes de I’unité sur FF, et décomposer X* -1 sur FF,.
N=15 et p=2. Le corps concerné est IK=IF,r, tel que r est le plus petit entier non nul tel que
N=15 divise 2" -1, on trouve r= 4 et donc K=IF.
X185 — 1= I8 (x — ) et x3 — 1= (x5 - 1)° = [Ti=5*(x — BY)’,

B=a. est la racine primitive 15 de I’unité qui est une racine primitive de K.

1.3.3 Décomposition de X™ — 1 en produit de polyndmes irréductibles sur [F,,.

Soit K=IF,,~ corps des racines niemes de 1’unité sur I, et Gn(K) = {x eK: X" -1 =0}

Définition 1.17.

On appel racine nieme primitive de ’unité, tout générateur S du groupe cyclique Gn(K).

L’ensemble de ces racines nieme primitive de 1’unité noté Pn(IK) est donnée par:
Pn(K)={B<Gn(K) / Sengendre Gn(K)}.

Définition 1.18.

Soit IK=IF,,r corps des racines niemes de I’unité sur [F,,.

On appelle Polyndme cyclotomique d’indice n, le polyndme noté @ (X) € IF,,[X] dont ses
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racines sont les racines niemes primitives de 1’unité dans K. i.e.
Pn(X) = [1eePn(K) (X — ).

Définition 1.19.

On appelle Fonction indicatrice d’Euler la fonction:

¢o:N — N

n— on)=card{ieN:i<netian=1}

Exemple 1.11.
Pour n=6, ¢(6) = card{1,5} = 2.
Rappelons le théoréme suivant concernant les générateurs d’un groupe cyclique :
Théoréme 1.9.
Si G est un groupe cyclique d’ordre n engendré par g, alors :

(g“engendre G) & 1<k<n-—1letkan=1
L’ensemble des générateurs de G est :

P={g1<k<n-1letkan=1}etcard(P) = o(n)

Proposition 1.22.

Soient neN et K=IF,~ corps des racines niemes de I’unité sur [F,,.

Si Sest une racine primitive nieme de I’unité, Alors I’ensemble de tous les générateurs de
Gn(K) (les racine primitives niemes de 1’unité) est :
Pn(K) = {#//1 <j<n-—1etjan=1}etcard(Pn(K)) = o(n).
Preuve.
11 suffit d’appliquer le théoréme précédent avec G= K" et g=p.
Proposition 1.23.

Soient neN et K=IF,r le corps des racines niemes de 1’unité sur I, Si  est une racine
primitive niéme de I’unité alors, le polynéme cyclotomique @n(X) s’écrit :

On(X) = [Ti<j=n(X — B7) et d°(@n(X)) = o(n).

jan=1

Preuve.
On(X) = [TeePn(K)(X — &) et ¢ est de la forme e=ftel que L <j<n—letjan =1,

Donc @n(X) = [Ti<j=n(X — B/) et pour le degré on a:

jan=1
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d°(8(X))=d° <H15jsn(X - B])> = Yi1sjsn do(X - Bj):21sjsn 1= Card(Pn(]K)) = @(n).

jan=1 jan=1 jan=1
Proposition 1.24.
Soient neN" et p premier tel que n premier avec p et K=IF,~ corps des racines niemes de
’unité sur [F,,. Alors le polyndme X"-1 se décompose par :
X"~1 = [Ta/n Ba(X).
Preuve.
Comme nap=1(donc n=N), alors si [ est une racine primitive nieme de I’unité, le groupe
Gn(K) ={1, B, ..., /" } est de cardinal n. Si d divise n, on note Pq(K) : I’ensemble des
racines primitive d’ordre d de I’unité. Il est évident que Pd(IK) —Gn(K) et la famille {Pa(KK) }am
forme une partition de Gn(IK) (exercice) et donc :
X" =1 =[ljepon-1(X — B’) =llee Gn(K) (X - &)=Tld/n[1cePd (K) (X - ),
or [[eePd(K) (X —¢) n’est que le polyndme cyclotomique @4(X) d’ou X" —1 = [La/m Da(X).
Conséquence 1.3.
Si n n’est pas premier avec p, alors n=N.p™ avec Nap=1 etona:
X" =1 = [la/n(@a ()"
Preuve.
I suffit de décomposer X" — 1 =[1;/y ®4(X). Etona:
X" —1= X" - 1P "= X" — 1 = [[4/n(@a(X))P".
Proposition 1.25.
Si neN" et p premier tel que n premier avec p. Alors les polyndmes cyclotomiques @,,(X)sont
des polyndmes unitaires a coefficients dans [F,,.
Preuve.

On demontre par récurrence sur n. Si n=1, @1(X)=X-1 donc unitaire et @1(x)e F,[X]. On
suppose que pour tout m < n : @m(X) unitaire et @m(X) e F,[X]. Ona:
X"=1=[la/mBa(X)= [Ta/n Ba(X). Bn(X),

d+n

donc
X"-1= P(X)-q)n(X) avec P(X) = l_[d/n,d:tn Q)d(X)-
On a: pour tout d/n : d < n, d’apres le processus de récurrence , @, (X) est unitaire et

@4 (X) e F,[X], donc P(X) est unitaire et P(X) e IF,[X] et comme X"-1&IF,[X] est unitaire alors
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de I’égalité X" —1= P(X).8,(X), on déduit que @, (X)eF,[X] et @, (X) unitaire.

1.3.4 Calcul direct des polynémes cyclotomiques.
Proposition 1.26.
Si p est un entier premier alors :
B,(X) = XPH+ X+
Preuve. Comme p premier, les diviseurs de p sont 1 et p, donc on a

XP-1
X-1

= XP~1 4XP~2 4 ... +X+1].

XP—1=0,(X)8,(X) = (X -1) @,(X) donc @,(X) =
Exemple 1.12.
B,(X) =X+1, B3 (X)= X2+X+1, Bs(X) = X+ X3+X2+X+1.

Conséquence 1.4.

Si p un entier premier et kEN" alors :

k

B, (X) = X®OP Ty 0m2 T g x 2 T xp %
Preuve.
XP* =1 =[1g/pk Ba(X) = 05 0O [ pr Ba(X) =XP" — 1= 0 (X) (xP* — 1)
. . _ xP -1
Ce qui donne : (Dpk,(X) = T
Remarque 1.8.
k k-1
_ XP -1 _ (XP" )P-1 _ pk-1
ka(X) TP T xpRi_g Q)p (X )
Exemples 1.13.
8_
Bs(X) = 0,3 (X) = 5= = B, (X%) = X*+1.
Théoréme 1.10.
Soit p entier premier et neN" .
1. Sipdivise nalors : @, (X)= 0,(XP).
k

- - . Dn xP H - @n(Xp)

2. Sipnedivise pasnalors: @, «(X)= # et en particulier (an(X):m-

Théoreme 1.11.

Soient p premier, neN" et K=IF,, le corps des racines niémes de ’unité sur F,,. Alors @,,(X)

se décompose en produit de ¢(n)/r polyndmes irréductibles de degré r et & coefficients dans

Page | 25



Chapitre 1 Notions d’algébre

F,.
Preuve.

Soit K=IF,,~, le corps des racines niemes de I’unité sur [F,,. Soit B une racine nieme primitive
de I'unité et posons In={ie [1, n]: iAn=1 } et on a: p" =1 dans Z/nZ et donc pour tout il :
p'7= i dans Z/nZ et comme i est premier avec n alors, les ensembles Ji ={ i, pi, ..., p"* i} ou
iAn=1 dits classes cyclotomiques, sont de cardinal r et forment une partition a I, c.a.d

— | |t=k
In = Ut=1 t

¢n(X) = HSEPn(K)(X - 8) = Hlsjsn(X - B]) = Hje]n(X - B]) :Hje U%Z’f]t(x - B])

jan=1

avec card(J) = r alors: @,,(X) =[Tjc;,(X — B/) [Tjc ), (X — B/) ... TTjcy (X — BY).

Si ji est le représentant de la classe Ji, alors pour tout ie[1,k]:

ey, (X = B7) =Tost<r1 (X — Bjipl)l

Lemme 1.1.

Soit S est un ¢lement d’un corps fini K de caracteristique p , et soit My le polyndme minimal
de S de degré r alors :

1. Les éléments g, B?, ..., [)’pH (dits conjugués de ) sont distincts.

2. Mgs’écrit : Mpg=[lo<i<r—1 (X — sz) et pour tout l[1,r-1] : Mg=M _;. D’apres le lemme

Vi

ci-dessus : @, (X)= M ;, M Mﬁjk’ qui est le produit de k= ¢(n)/7 polyndmes

pirtipiz -+

irréductibles, car on a: d°(@,,(X)) = kd°(Mj,)= ¢(n)=k.r = k= o@(n)/r.

pi1
Exemple 1.14.

Soit n=15 et p=2, le corps des racines 15-émes de I’unité est K=IF,,~ ou r est le plus petit
entier non nul tel que n=15 divise 2" -1, on trouve que r=4, donc @15(x) se décompose en
produit de ¢ (15)/r = 8/4 = 2 polyndmes irréductibles de degré r=4 c.a.d. @1s(X) = (X* + aX® +
bX? +cX + 1)(X* + a'’X® +b’X? +¢'X + 1). Dautre part @15(X)= @35(X) = X8+ X7 +X° + X* +
X3+ X +1. Aprés développement et identification, on trouve :a=b=b'=c’'=0etc=a’'=1 et
donc @15(X) = (X* + X + 1)(X* +X3 + 1).

Conséquence 1.5.

Soient p premier, neN" tel que nAp=1 et soit IK=F,~ le corps des racines niémes de I’unité. 7

Si @(n)=r alors @,,(X) est un polyndme irréductible.

Preuve.
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Comme o@(n)=r alors k=1 et@,,(X)= Mg, qui est un polyndme irréductibles.

Exemple 1.15.

Soient p=3 et n=5. Le corps de décomposition de X° -1 sur 5 est K=FF5- ol r est le plus petit
entier non nul tel que n=5 divise 3" -1, on trouve que r=4, et on a ¢ (5) = 4=r, donc @s(X) = X*
+ X3+ X2+ X + 1 est irréductible sur F;.

Exemple 1.16.

La décomposition de X° -1 sur [F,, donne:

X9 -1=@1(X).03(X).09(X) = (X-1)( X2 +X+1) ( X® +X2 +1). L ordre de p=2 dans Z/9Z est r=6,
donc le corps des racines 9™ de 1’unité est K=IF,s et @ (9)=6=r, donc @s(X) est irréductible.
Le théoréme ci-dessous nous permet de Décomposer le polynéme X™ — 1 en produit de
polynémes irréductibles sur F,,.

Théoréme 1.12.

Soient p premier, neN" tel que nAp=1. Alors le polyndme X™ — 1 se décompose en produit de
polynémes irréductibles sur IF,,.

Preuve.

11 suffit d’appliquer la proposition 1.25 et sa Conséquence 1.3 et le Théoreme 1.11 et sa
Conséquence 1.5.

Remarque 1.9.

Si n n’est pas premier avec p, alors n=Np™ avec NAp=1, on applique le théoreme ci-dessus, en
décomposant le polynéme XV — 1, et on en déduit la décomposition de X™ — 1=(xV — 1)?™.
Exemple 1.17.

Décomposer le polyndme X> — 1 en polyndmes irréductibles sur F,.

Soit K=FF,r, le corps des racines niemes de 1’unité sur [F,. n=5 premier avec p=2, le plus petit
entier non nul r tel que n=5 divise 2" -1 est r=4, donc K=IF.

X5 —1=Tla/5 Da(X) =01 (X). B5(X)= (X-1) ®5(X). Décomposons @5(X) en produit de
polyndmes irréductibles sur F,. On a ¢(5)=4=r et donc @s(X) = X* + X3 + X2 +X +1 est
irréductible sur F,. Donc X5 — 1= (X-1)( X* + X3 + X2 +X +1) .

Exercice 1.3.

Décomposer les polyndmes X*° -1, X% -1, X -1 sur FF, et FF; et Fs.
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1.4 Matrice de permutation et ses propriétés.

1.4.1 Matrice de permutation

Définition 1.20.
Une matrice de permutation d'ordre n est une matrice carré P d'ordre n dont les colonnes (ou

les lignes) sont une permutation des colonnes (ou des lignes) de la matrice identité

10 ... O
A0 o
00 .. 1
Si P = (pij)i<i,j<n ; 3 o€ Sn (Sn le groupe symeétrique d'indice n) tel que :

_ _(1, si i =0().
Pii = Oio(j) = {O, si non.

d; j représente le symbole de Kronecker.

Si o est la permutation associée a la matrice de permutation P, on note Psau lieu de P.

1.4.2 Propriétés de la matrice de permutation
Proposition 1.27.
Si Ps la matrice de permutation associée a la permutation c:

1. o, 1€ Sn: Ps P:=Psor, 0oU (0) représente la loi de composition des applications.

2. L'ensemble des matrices de permutation d'ordre n noté P, forme un sous-groupe du
groupe multiplicatif des matrices carrés d’ordre n isomorphe au groupe symétrique Sp.
Cet isomorphisme est I’application f : (S, 0) = (Pn, .), o — f(c)=Po.

3. Psest une matrice inversible. Si o est paire det(Ps)=1, si non det(Ps)= -1, et l'inverse
de Ps est Ps qui égale a 'Ps (la matrice transposée de Ps) et si Ps est une matrice
symétrique alors P; 1= Po.

4. Multiplier une matrice M a droite par P, revient a permuter les colonnes de la
matrice M suivant la permutation .

5. Multiplier une matrice M a gauche par P, revient a permuter les lignes de la matrice

M suivant la permutation inverse P, 1="Ps.
6. Les colonnes de la matrice P, sont les vecteurs de la base canonique de &", dont on a
modifié l'ordre. Si on note e, ey, ..., en Ces vecteurs, alors Ps( ei)=eqg). Ainsi P,

envoie une base orthonormale sur une base orthonormale, donc P, est une matrice

orthogonale.
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Exemple 1.18.
10111000
. . 01110100 : . — i
Soit la matrice A= 11010010 et la matrice de permutation Ps tel que =113 et soit la
11111111
0 0 0 1
: [0 0 1 O - .
matrice S= 0 1 0 o]ave S*=Salors:
1 00 0

Pour le produit A.Ps on permute la premiére et la troisieme colonne de A et pour le produit

S.A on permute la premiere ligne avec la quatriéme et la troisieme ligne avec la deuxiéme

ligne.
10111000 11111111
111010100 11010010
On trouve A.Ps= 01110010 et S.A= 01110100
11111111 10111000

Page | 29



Chapitre 2 Généralités sur les codes linéaires

Généralités sur les codes linéaires.
Introduction.

La "Théorie des codes correcteurs d'erreurs” (T.C.C.E) appartient a un domaine plus
vaste appelé "Theorie de I'information” du a Claude Shannon (fondateur), Hamming et Golay.
Cette théorie est née en 1948, dont I'objet est la description et I'étude des systemes de
communication, ou I'information est considérée comme une grandeur mathématique.

Un probléme majeur de la transmission ou de l'enregistrement de I’information a
travers un canal est celui des erreurs que peut introduire ce canal. Un message erroné (ou
bruité) peut étre par exemple une rayure ou de la poussiere sur un C.D, une perturbation de
l'appareillage, des parasites dans une ligne téléphonique, un champ magnétique dans 1’espace
(transmission par satellite) ... etc. Tous ces erreurs peuvent changer le message transmis c.a.d.
des "0" qui seront changés en des "1" ou inversement.

Le but de la T.C.C.E est de détecter et méme corriger (si possible) ces inévitable
erreurs. Pour cela, on allonge le mot " a ™ a transmettre (opération dite codage), en lui ajoutant
des bits dites bits de control ou de redondance, de fagon a contenir une information sur le
message lui-méme, pour obtenir ainsi un mot dit mot code " ¢ , ce mot sera transmis via un
canal de transmission (qui peut étre une ligne téléphonique, un bus data dans un ordinateur ou
un cable internet etc....) pour avoir un mot regu "y " entaché d'erreurs, ensuite restituer "c"
(opération de correction), en utilisant des méthodes de correction appropriés. Enfin obtenir le
mot "a" (opération de décodage). Le schéma ci-dessous (modele d'un systeme de

communication) proposé par C. Shannon résume ces étapes :

a Cy——%c a

Emetteur Encodeur  Canal Correcteur Décodeur Récepteur
(Codage)  (Bruits)  (Correction) (Décodage)

Fig 2.1 Le schéma d'un systeme de communication.

Tout le probléme de la T.C.C.E est la construction des codes qui détectent et corrigent
le maximum d'erreurs possible, tout en allongeant les messages le moins possible (redondance
minimale) et qui soient facile a décoder. Les spécialistes en ce domaine se sont alors mis a
étudier de maniere systématique les codes correcteurs et leurs propriétés, dans le but d'obtenir

concrétement des codes aussi performant ou presque que le présidaient les résultats théoriques
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de C. Shannon. Pour se faire, ils ont utilisé les ressources de l'algebre tels que I'algebre
abstraite et élaborée, en liaison avec la théorie des corps finis, qui ont été utilisés pour
construire des codes correcteurs trés efficaces, adaptés a tel ou tel type de transmission

d'information.

2.1 Généralités sur les codes correcteurs.
On commence ce chapitre par donner quelques concepts basiques et généralités sur les

codes correcteurs définies sur un alphabet A.

2.1.1 Codes et codages.
Définition 2.1.
e Un alphabet A est un ensemble fini, dont les éléments sont appelés symboles.

En pratique A={0, 1}.
e Un mot de longueur un entier n, est un élément X=(X1, X2, ..., xn) de A", qu’on écrit comme

Suit : x = x1x5 ... Xpy.
e Un message est la concaténation d’un nombre fini de mots.
e On appelle code de longueur n, tout sous ensemble C de A", et tout mot ¢ de C est dit mot

code de taille n.
Dans la pratique des codes correcteurs, on utilise principalement des codes dits codes par
blocs, tel que le message a transmettre est découpé en blocs (mots) de méme taille k < n.
Chacun des blocs d’origine de taille k est codé séparément, tous les blocs codés doivent avoir
la méme taille n.
Définition 2.2.
Soient A un alphabet, k, n deux entiers tel que k < n. Un codage par bloc, est toute
application injective ¢ de A*dans A™ définie par:

¢ AF — A"
x = (X1, 0, xp) 2 €= 0(0) = (f1(%), ., fu (),
oufi: AK— A4, ie{l, ..., n} une application.

Le code C associé a ¢ est: C=Im(g), est dit code en bloc de taille (n, k) et noté C(n, k),

I’entier n est dit la longueur du code C. Les blocs codés sont transmis successivement.

2.1.2 Caractérisation des codes correcteurs.

Les codes correcteurs sont caractérisés par quatre données importantes :
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2.1.2.1 La longueur des mots de code.
Dans les codes par blocs, on coupe le message en mots de longueur n. On souhaite envoyer

des blocs de messages relativement grands car dans ce cas, le nombre d'erreurs se rapproche de
son espeérance, ce qui implique que la probabilité d'erreurs est meilleure.
2.1.2.2 Le rendement ou taux de codage.

Le rendement ou taux de codage correspondant au nombre de symboles d'information k
des blocs du message divisé par le nombre de symboles des mots codes, c'est-a-dire k/n. Si ce
taux est trés petit, cela signifie que pour envoyer un petit bloc de message, il va étre nécessaire
de transmettre un mot de code tres grand. Or ceci n'est pas souhaitable car la vitesse de
transmission va étre fortement réduite, et il faudra beaucoup de temps pour envoyer un court
message. Le but étant d'optimiser cette vitesse de transmission, on cherchera a avoir le meilleur
rendement possible.
2.1.2.3 La probabilité d*erreurs du code.

Cette probabilité va dépendre de la distance minimale entre les mots de code. Il est en
effet évident que plus les mots seront différents les uns des autres, plus la capacité a retrouver
le message original va augmenter.
2.1.2.3 La complexité de I'algorithme d'encodage et de décodage.

La complexité de ces algorithmes est une donnée importante car elle décidera du temps
de calcul et des ressources nécessaires pour I'exécution des fonctions de codage et de décodage.
Il s'agit donc d'une donnée a prendre en compte lors du choix d'un type de code.

2.1.3 Codage et code systématique.

Définition 2.3.

Un codage (en bloc) ¢: Ak — A™ est dit codage systématique, si le mot & coder se retrouve
en téte du mot codé. i.e. x = (xq, ..., xx) — ¢(x) = (X1, o) Xp» X g1, -+ Xr), AVEC Xj =Fi(x)
pour tout ie{k+1, ..., n}.

Un codage systématique consiste juste a rajouter n-k symboles a la fin du mot a coder.

Les k premiers symboles x4, ..., x;du mot code sont les symboles d'information.

Les n-k derniers symboles ajoutés x; 4, ..., x,, sont les symboles de redondance ou de control.
Exemple 2.1.

Code a bit de parité de taille (k, k+1) est un code binaire (i.e. A={0, 1}) systématique ou la

redondance est la somme des k premier bits.
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b2 AK — AR+t
x= (g, e, ) €= 0(x) = (Xg, e, X Ty ;)
Pour k=2 : ¢ : A2 — A3 ou A={0, 1}

x = (x1,%z) ¢ = (x) = (X1, %2, % + %)
Le code associé est C= {000, 101, 011, 110} dit code a bit de parité.
Exemple 2.2. Code par répétition de taille (1, n).

d:A— A", x=x;—c=¢(x) = (g, 0, x1)

2.1.4 Distance de Hamming et distance minimale.

Définition 2.4.

On appelle distance de Hamming entre deux mots x = (xy,...,x,), ¥ = (¥4, ..., Yn) €A™ et

on note d(x, y), le nombre de positions ou x et y ont des symboles différents :

d(x,y)=card{ie 1.n : x; = y;}

La distance de Hamming est une distance sur A™ au sens d’espaces métriques.

Définition 2.5.

On appelle distance minimale (ou simplement distance) d’un code C et on la note d,;, (ou

tout simplement d) la plus petite des distances entre deux mots distincts de ce code. c.a.d.
d=d i, = min{d(x,y)/ (x,y) € CXC,x # y}.

Remarque 2.1.

Les mots du code C sont caractérisés par la distance d.

Soit xeA™, alors xeC, si et seulement si, pour tout motyeC : d < d(x, y).

Définition 2.6.

Soit C un code sur 1’alphabet A. On appelle capacité de correction (resp détection) du code

C, le nombre d’erreurs e (resp t) de transmission, que ce code peut corriger (resp détecter),

on dit dans ce cas que C est un code e-correcteur (resp t-détecteur).

Théoréme 2.1.
Soit C un code de distance d, soit y un mot regu, comportant au plus k erreurs de transmission
par rapport au mot envoyé x.

1. Sik <d-1, le code C permet de détecter si le mot recu y est erroné et C est un code (d-1)-

détecteur.

2. Si k< [%] le code C permet de corriger le mot regu y et C est un code [%]-correcteur.
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Preuve.

1. Cask <d-1 < d : On suppose qu’il y a au moins une erreur de transmission. Le mot
recu est détecté comme erroné, si ce n’est pas un mot du code. On a par hypothése
d(x,y) < k. Supposons par absurde que yeC. d(x,y) <ketk <d doncd(x,y)<det
cela contredit la définition de d et donc y ne peut pas &tre un mot du code et donc il est

détecter comme erroné.
2. Cask< [E]
2
Pour tout mot du code z différent de x, on a par définition d < d(x, z). L’ inégalité

triangulaire donne: d(x,z) < d(x,y) + d(y,z). Or on a par hypothése:

a-1

d(x,y) < ket ks [SH <2 <2 donc (x,y) <. d'ou d <5+d(y,2),

soit % <d(y,z),comme d(x,y) < % , on en déduit que pour tout mot z du code différent

de x, d(x,y) <d(z,y). Le mot recu y est bien corrigé en X, car x est le mot du code le
plus proche de y. [

Exemple 2.3.
1. Soit le code C ={011100, 111011, 111111, 110001,011100}, d =min {3, 5,6} = 3.

Ce code peut corriger jusqu'a e :[%]:1 erreur et il peut détecter jusqu'a t=d-1=2 erreurs.

2. Soit le code par répétition C={00000,11111}, d=5.

Il peut détecter jusqu'a t=4 erreurs (4-détecteur) et corriger jusqu'a e=2 erreurs (2-correcteur)

2.1.5 Codes équivalents.

Définition 2.7.

Soit A un alphabet quelconque et n un entier tel que n > 1, pour chaque permutation ¢ € S,

(ou S,, est le groupe symétrique d’indice n). On définit I’application & de A™ dans A™ par :
0: (X1, X)) (Xg(1)s- -+ Xa(n))

Deux codes C, C' de longueur n sur I’alphabet A sont dits équivalents s’il existe une

permutation o € S, tel que C'=(C).

Proposition 2.1.

Deux codes équivalents sur I’alphabet A ont les mémes parameétres i.e la méme distance, la

méme longueur, le méme cardinal et méme capacité de correction.

Théoréme 2.2.

Tout code en bloc C(n, k) est équivalent a un code systématique.
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Preuve : Si le code C est systématique alors il est équivalent a lui-méme. Supposons que C
n'est pas un code systématique. En choisissant une permutation o € S,, de telle sorte que
G: A" — A", (X1, ey Xn) ¥ G(Xq, e, X)) = (X1, oony Xigy X (k1) 2 X)) ON Obtient ainsi un

code systématique C' qui est I'image de C par l'application & et qui est donc équivalent a C. [

2.2 Codes et codages linéaires.
Si I’alphabet A= K est un corps de Galois (corps fini) de cardinal g noté FFq tel que

g=p" ou p entier premier représentant la caractéristique de KK, alors K™ est un K-espace
vectoriel de dimension n pour les lois habituelles (1’addition et la multiplication par un
scalaire), dans la pratique, on prend K = [F, = {0,1}.

Dans tous le chapitre K = IFq tel que g= p', est un corps de Galois.

2.2.1 Definitions et propriétés.
Définition 2.8.
On appelle code linéaire (ou code g-aire) C de longueur n et de dimension k sur K, tout
sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel K", de dimension K. Si la distance de C est d, on
le note C(n, k, d) ou n, k, d sont dits paramétres du code C.
Remarque 2.2.
1- C est un code linéaire, si et seulement si, pour tous x;, x,€C, o4, a, €K, o1 x; + a,x,€ C
2- Une application ¢: K¥ — K" sur I’alphabet K est dite codage linéaire, si et seulement si
I'application ¢ est une application linéaire injective.
Exemples 2.4.
1- {0} et K™ sont des codes linéaires dits codes triviaux.
2- ¢: A¥ — AF*1 codage par bit de parité.

X = (Xq, 0, X)) — 0(X) = (xq, ..., X, Dk x;) €St un codage linéaire car I'application ¢
est linéaire.
3- ¢ : A — A™ codage a répétition.
X =%, — ¢ = 6(x) = (X4, ...,X; ) €st un codage linéaire.
4- Le code K = F,

C={(X1,X2,X3,X4,X1 + X3 + X3, X1 + Xy + Xy, Xy + X3+ X4) [ (Xq,X3,X3,X4)€ F*}

est un code linéaire, car c'est un sous-espace vectoriel de F3, engendré par la base:
B ={L:=(1,0,0,0,1,1,0),L2=(0,1,0,0,1, 1, 1), Ls=(0, 0,1, 0, 1, 0, 1), Ls=(0, 0, 0, 1, 0, 1, 1)}.
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Définition 2.9.
Le poids d’un élément x = (x4, ..., x,)€ K™ noté w(x), est le nombre de ses composantes
non nulles. w(x) = card{i € {1,2, ...,n}: x; # 0}.
Exemple 2.5.
Soit I’alphabet A =F, et x = (1,0,1,0) € F1, w(x) = 2
Propriétés 2.1.
Pourtousx,y € K",A € Kona:

1. d(x,y) =w(x —y),

2. w(x) =d(x,0),

3. wx)=0 <x =0,

4. w(ix) =w(x), 41 # 0,

5 wlkx+y) <w(x) +w().
Définition 2.10.
On appelle poids minimum d’un code linéaire C(n, k), le plus petit poids des mots non nul du
code C et on le not P,,;,, ou simplement P.
Exemple 2.6.
C=4{00000, 01111, 11000,10111} est un code linéaire de longueur 5 et de dimension 2 sur IF,
et Popin(C)= min{4,2} = 2.
Proposition 2.2.
Si C est un code linéaire, I’ensemble des distances entre mots de C est égale a I’ensemble des
poids des mots de C.
Preuve. D= {d(x,y) / x,ye C}={w(x-y) / x,ye C}={w(z) / z= x-ye C},z € Ccar Cestun
sous espace vectoriel de K. [
Conséquence 2.1.
La distance minimale d’un code linéaire est égale au poids minimum des mots non nuls du
code, Ppin= dpmin-
Chercher la distance minimale d'un code en calculant le poids minimum des mots non nul est
plus facile (car moins long) que chercher la plus petite distance entre tous les mots du code

deux a deux distincts.
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2.2.2 Matrice genératrice.
Définition 2.11.
Une matrice génératrice d’un code linéaire C(n, k) sur le corps fini K est une matrice de type

k x n a coefficients dans K, dont les lignes forment une base de C.

Exemple 2.7.
(1 01 11 . C s
G—(O 11 1 1) est une matrice génératrice du code linéaire C(5,2)

C={00000, 01111, 11000,10111} sur [F,. Car les vecteurs lignes L1=10111 et L, = 01111 sont
libres est donc forment une base de C car on sait que la dimension de C est k=2.

Proposition 2.3.

Si G est une matrice génératrice d'un code linéaire C(n, k) sur K, alors :

Toute matrice génératrice de C est de la forme AX G, ou A est une matrice carrée inversible

d'ordre k sur K (ou encore A est une matrice carrée de rang k sur K).

Exemple 2.8.
G:(é (1) 11 1 i) une matrice génératrice du code C sur le corps F, dans I’exemple

précedent alors les matrices génératrices possibles de C sont:

e=6=6,6:(y 1)-(0 11 100 11 11)
=1 )6 11 1070 10 00 D=0 1o 00)
6=y o)-6=( o1 108 065 01 1 1)

2.2.3 Construction d'un code linéaire.

La proposition ci-dessous montre comment construire un code linéaire en utilisant sa matrice
génératrice.

Proposition 2.4.

Si G est la matrice génératrice d’un code linéaire C(n, k) sur K alors, Le code C est le sous-
espace de K" des mots ¢ de la forme : c=x.G, avec x=(x, ..., xx) e K¥.

Remarque 2.3.

Si G est une matrice génératrice d’un code linéaire C(n, k) sur KK, alors les mots de C sont
toutes les combinaisons linéaires des lignes L4, Ly, ..., L, de G.

i.ezpourtoutc € C:c =Y a;L; l aje K.
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Exemple 2.9.

Soit C un code linéaire de type (2, 5) de matrice génératrice G:(i (1) 11 1 (1)) alors le
code linéaire associé est:

C={(xq,x,).G/xq,x,€{0,1}}={(x1+x5, x5, x1+x5, X1+, x1) | x1,x,€{0,1}}

d’ou C={00000, 10111, 11110, 01001}.

Exemple 2.10.

1 1 1 1 0
Considérons lamatrice:G =({0 1 0 1 1
0 01 0 1
La matrice G est de rang 3, en effet les trois premieres colonnes de G sont linéairement

indépendantes, ¢’est la matrice génératrice d’un code linéaire C(5,3) sur F,={0,1} engendré
par L,, L,, Ls etdonc ce code linéaire est le suivant:

C={0, Ly, Ly, Ls, Ly + Ly, Ly +Ls, Ly + Ls, Ly + L, + L3 }, donc

C={ 00000, 11110,01011,00101,10101,11011,01110,10000}.

2.2.4 Matrice génératrice normalisé et code linéaire systématique.

Dans ce qui suit K est un corps fini de cardinal g.

Définition 2.12.

Une matrice génératrice Gn d’un code linéaire C(n, k) sur le corps K, est dite normalisée (ou
standard), si la matrice formée par ses k premiéeres colonnes est la matrice unité l.

Donc G est de la forme G=(I;|M) tel que M€ M, ,,_,(K) est une matrice dite de redondance.

Exemples 2.11.

1 0 1 11
01 1 11

une matrice génératrice normalisée du code C et C={00000, 01111, 11000, 10111}.

1. Soit C un code linéaire (5,2) sur IF, de matrice génératrice G:( ) G est

1 0 0 1 0
2. G= (0 1 0 1 1) est une matrice génératrice normalisée d’un code linéaire C(5,3)
0 01 0 1

sur [F, dont les mots codes sont :

C={10010, 01011, 0010, 11001, 10111, 01110, 11100, 00000}

Remarque 2.4.

Certains codes linéaires n’admettent pas de matrices génératrices standard, par exemple le

code: C= {000, 001, 010,011} admet comme matrices génératrices de C les matrices,
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6n(Q 8 D)em(® ) Q)enl 1 L)es( L 1)

(0 1 0 (0 1 1 , . g
G4—( 0 1 1 ) et Gs—( 01 0 ) Donc C n’admet pas de matrice génératrice

normalisée.
Définition 2.13.
Un code linéaire C(n, k) est dit systématique (ou standard), s’il posséde une matrice
genératrice normalisée G de la forme Gn =(I,|M) tel que M € M ,,_ 1 (K).
Remarque 2.5.

1. Quelques mathématiciens définissent la matrice génératrice normalisée par:

Gn = (M | Iy) tel que M € My, (K).
2. Si C est un code systématique linéaire de matrice génératrice normalisé Gn=(I;|M)
alors C={x.Gn/ x€ K* }={(x, x.M) / x€ K* }.

Exemple 2.12.

Considérons le code linéaire binaire de matrice génératrice normalisée:
111 10 1 1

G={0 1 0 1 1 |delaforme G=A|B).Comme la matrice A=( 0 0 ] est inversible
0 01 0 1 0 1

1
1
0
1 0 0 0 O
alors C est systématique de matrice génératrice normalisée, Gn=[0 1 0 1 1 ]dela
1

0 0 0 1
0 O
forme Gn=(I3|M) avec M={ 1 1 | et donc le code.
0 1

C={x.Gn/ x€ F3}={(X, Xx.M) / X=(X1, X2, X3)€ F3 } ={(X1, X2, X3, X2, X2+X3) / Xi € F,}

Donc C = {00000, 11110,01011,00101,10101,11011,01110,10000}.

Proposition 2.5.

Si elle existe, la matrice génératrice normalisée d'un code linéaire systématique C est unique.
On I’obtient en appliquant 1’algorithme de GAUSS sur une matrice génératrice quelconque de
C.

Preuve.

Soit G=(A | B) ou A est une matrice carré de rang k ( donc inversible), en appliquant
I'Algorithme de Gauss sur les lignes de G (donc de A) pour avoir la matrice unité I, alors on
obtient une matrice Gn ( équivalente a G) de la forme Gn =(lk | B") qui est une matrice

normalisée de C. U
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Exemple 2.14.

Le code binaire C suivant de longueur n=7 et de dimension k=4, définit par:

C={(xq, x2, X3, X4, Xx+X3+Xy, X1+X3FX,, X1 +X2+x,) [ X1, X5, X3, x,€{0,1}}

est un code linéaire de base B={L;=1000011, L»=0100101, L3=0010110, L4=0001111} qui

admet la matrice génératrice suivante:
1 00 00 11

{0 1 0 01 01 . . ‘.
Gn = 0010110 comme matrice standard, ce code est de distance minimale
0O 00 11 11
d=3? a vérifier. C est donc un code systématique.

Exemple 2.15.
Soit C un code linéaire définit par sa matrice génératrice

111 0 00 1 1 1
G=|1 0 1 1 0 1 |delaformeG=(A,B)ouA=|1 0 1 |inversibleetdonc C est
0 1.1 1 10 0 1 1

un code systématique, on applique 1’algorithme de GAUSS a G, pour passer de G=(A, B) a
Gn=(l3, B").

1 11 0 0O 111 0 00
Ona:G=(1 0 1 1 0 1)Ly Ly,L;G~G:={0 1 0 1 0 1

0 1.1 1 10 0 1.1 1 10

1 11 1 01 1 10 1 10
Gi~Gz2={0 1 0 1 0 1) LjLi+L3,Go~G3=[0 1 0 1 0 1|LyLy Ly,

0 01 0 11 0 01 0 11

1 0 0 0 11
Gs~Gn={0 1 0 1 0 1), quiestlamatrice génératrice normalisée de C.

0 01 0 11

Et Ie COde estC = {( X1, X2, X3, X3, X1+X3, x1+x2+X3) /Xl,xz, X3 E{O,l}}
Donc C = { 000000, 100011, 010101, 001011, 110110, 101000, 011110, 111101}.

Remarque 2.6.
1. Si le code linéaire C(n, k) est systématique, alors pour chaque mot x= (x; x5, ..., xi)
de K¥, il existe un mot c est un seul de C de la forme : ¢ =(x; x5, ..., X, X 41,000 Xn)-
2. Silamatrice génératrice G est de la forme G= (A | B) ou A est inversible, alors le code
associé est systématique de matrice génératrice normalisée Gn=(l | A™B).
3. Silamatrice génératrice G est de la forme G= (A | B) ou A n'est pas inversible, alors le

code associé ne peut étre systématique, mais équivalent a un code systématique.
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Théoréme 2.2.

Tout code linéaire C(n, k) est équivalent a un code linéaire systématique.

Preuve.

Supposons que C ne soit pas un code systématique. Soit G une matrice génératrice du code C.
Comme le rang de G est égal a k, il existe un mineur k X k non nul. Par une permutation des
colonnes de G, on amene ce mineur aux k premiéres colonnes, on obtient ainsi une matrice
génératrice d’un code linéaire systématique C’ équivalent a C. 0
Exemple 2.16.

Soit le code linéaire C(3, 2) de la Remarque 2.4, C= {000, 001, 010,011} qui

n’est pas systématique (car il n'admet pas de matrice standard), et soit la matrice génératrice

G:(g 1 (1)) en faisant les permutations sur les colonnes C1<>C> et C2«<>Cz on obtient la

L0 O), et en appliquant 1’algorithme de Gauss sur les lignes de G

matrice Gl=(1 1 0

1 0 0
0 1 0

d’un code systématique C'= {000, 100, 010,110} équivalent a C.

(Ly—L,,L;) on obtient la matrice Gn :( ) qui est la matrice génératrice normalisée

Exemple 2.17.
Soit K = {0,1} et G la matrice binaire de type (6, 4) suivante:
1 01 10 1 1 01 1
G= (1) % (1) % 8 % . Le premier mineur 4 X 4 :(1) %g %estnulcarlasomme
1 10 11 0 1 10 1
1 01 0
des deux premiéres colonnes est égale a la troisieme. Par contre : é % % 8 # 0,0nen
1 11 1

déduit que rg(G)=4, donc G est la matrice d’un code linéaire binaire C(6,4, d) mais a cause de

la remarque du début, C n’est pas systématique, on permute les colonnes ( pour amener le

1 2 34 5 6

1 2 45 3 6),pouravoir

mineur non nul aux 4 premieres colonnes) par « :(

G'= . Puis on applique I'algorithme de Gauss sur les lignes de G' et on

[ e J S Y
Y W
O RO -

obtient G-

1
1
1
0
0
8 qui est la matrice génératrice normalisée d’un code
1

1 0
1 0
1 0
1 1
1 0
0 1
0 0
0 0

oSO ro O
O OR E
= _mOo O

systématique equivalent a C.
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2.2.5 Bornes sur la distance minimale

Soit C(n, k, d) un code linéaire sur un corps fini K de cardinal g. Les grandeurs g* et d
"jouent" I’une contre I’autre.
En effet, si on a un tres grand nombre de mots (i.e ; k trés grand), alors on aura une distance d
faible. Alors que si on a k est petit, alors la distance d sera grande, permettant ainsi de détecter
et de corriger plus d’erreurs.

Il va donc étre nécessaire de trouver un compromis entre ces deux valeurs, afin d’avoir
un nombre de mots suffisant et une distance minimale suffisamment grande pour pouvoir
détecter et corriger un certain nombre d’erreurs. Pour cela, il existe des bornes qui
caractérisent les grandeurs k et d. Parmi ces bornes on trouve la borne de singleton, de

Griesmer et de Hamming.

2.2.5.1 Borne de Singleton et codes M.D.S.
Théoréme 2.3.
Si d est la distance minimale d’un code linéaire C(n, k) alors :
d < n — k + 1. Cette borne est appelée borne de singleton du code C.
Preuve.
Soit le sous espace vectoriel D={ x= (x; x5, ..., x,) € K" : pour tout i > d : xi=0}
D={ x=(x1..,%4-1,0 ...,0) € K"}, alors dim(D)=d-1et pour tout xe D-{0}: w(x)<d, donc
x¢C et CND={0}. On a dim(C+D)=dim(C) + dim(D)-dim(CND)=k-(d-1) et comme C+D c
K™, donc dim(CND) <n, d’ou d < n-k+1.
Cette borne permet de trouver une borne maximale sur la distance minimale d par rapport aux
valeurs n et k. [
Définition 2.14.
Un code linéaire C(n, k) est dit code M.D.S (maximum distance séparable) si sa distance
minimal d atteint la borne de singletoni.e.:d =n—k + 1.
Exemple 2.18.
Le code a répétition C(n, k=1, d=n) est un code linéaire de matrice genératrice
G=(11...11),estuncode M.D.S car n-k+1=n =d.
Exemple 2.19.
Pour le code a bit de parité C(n, k=n-1)
b AVl — An

x = (Xq, 0, X)) — 0(X) = (Xq, ., X, 2 x;). C est un code M.D.S? A vérifier.
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Exemple 2.20.

1 0 0 1 0
Soit G = <0 1 0 1 1) une matrice génératrice normalisée d’un code linéaire C(n=5,
0 01 0 1

k=3) sur F,: Est-ce que le code C est M.D.S?

2.2.5.2 Borne de Hamming ou d*empilement de sphéeres et codes code parfaits.
Définition 2.15.

Soit C(n, k, d) est un code linéaire sur un corps fini K tel que card(IK)=q et
r eN”. Pour tout xe K®, on définit B(x, r)={yeK": d(x, y) <r }, la boule de centre x et de

rayon r et S(x, i) = {yeK": d(x, y) =i}, la sphére de centre x et de rayon i.

Lemme 2.1.

Pour tout i < n: pour tout ye K™ : card(B(x, r)) = ¥.:=5 ¢l (g — 1)

Preuve.

OnaB(x, N={yeK": d(x, y) <r }. Comme la distance d est un entier alors on peut écrire B(X,
r)= UZ: S(x, i), tel que les S(x, i) sont disjointes deux a deux et donc,

card(B(x, r)) = Yi=F card(S(x, i)). Pour x et i fixés, calculons card(S(x, i)) qui est le nombre
des éléments yeIK™ : dont le nombre de composantes distinctes de celles de x est égale a i.
Comme les mots sont de longueur n, il y a donc C. ensembles d'indices & i éléments possibles.
Chaque composante a (g-1) possibilités et donc card(S(x, i))= C}(q — 1)*.

D’ou card(B(x, 1)) =X'=8 card (S(x, i))= Y125 CL (g — 1) [

Théoréme 2.4.

Si C(n, k, d) est un code linéaire sur un corps fini K tel que card(IK)=q et sa capacité de
correction e:[%] alors, g™ > Y1=¢ CL (q — 1)*. Cette borne est dite borne d'empilement de

spheres (ou borne de Hamming).

Preuve.

On sait que dans code C qui verifie la condition de décodage d'ordre e (i.e. e-correcteur)
toutes les boules B(x, €) / xeC (de rayon e centrées en les mots de C) sont disjointes deux a
deux et U,.cB(x,e) c K" etdonc )., card(B(x,e)) <q™. Or daprés le Lemme ci-dessus,
pour chaque x de C, card(B(x, )) = $'=¢ CL. (q — 1)* donc,

Yeccard(B(x, €)=Y, cc 228 CL (g — 1) et comme Y1Z¢ L (g — 1)! ne depond pas de x,
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alors Y,,.c card(B(x, e))= q* X128 Ci (q — 1)!, donc on trouve g“YiZeCl (g — 1)i < q" et

douq"™ > Yz Ch (¢~ D' 1

Remarque 2.7.

Dans le cas d'un code binaire I'inégalité du theoreme ci-dessus, sachant que la capacité

e:[%], s'écrit comme suit: 3128 CL < %

La borne de Hamming nous permet de donner une autre définition d'un code parfait.

Définition 2.16.

Un code linéaire C(n, k, d) sur un corps fini IK de cardinal g est dit code parfait, si sa borne
7]

de Hamming est atteinte, c'est-a-dire si : Z (

i=0

n
i

](q—l)‘ =g

2.3 Code orthogonal d’'un code linéaires

Dans un code e-correcteur, pour décoder il suffit de comparer le mot recu y a tous les
mots du code, puisque d'aprés la condition de décodage d'ordre e, il est possible de trouver un
mot code au plus a une distance fixe ne dépassant pas e, c'est le principe dit "principe de
maximum de vraisemblance voisin'. Cependant si la taille des parametres est grande alors
cette méthode devient impraticable, car il faut calculer tous les distances du mot regu a chacun
des mots du code, par exemple pour le code de Reed-Solomon (n=255, k= 223), il faut

calculer 8222 distances !

Il existe plusieurs méthodes de décodage des codes linéaires, certaines sont d'ordre générale et
d'autres sont spécifique a certains codes comme par exemple les codes de Goppa ou de Reed-

Muller et cela selon la structure algébrigque de ces codes.

2.3.1 Code orthogonal et Matrice de controéle.

Définition 2.17.

Soit C(n, k) un code linéaire sur un corps fini K. Le code orthogonal (ou dual) de C, noté
C1 est le sous-espace vectoriel orthogonal de C pour le produit scalaire usuel de K", c-a-d.
Cl = {x e K*, pourtouty € C:< x,y >= 0}.

Proposition 2.6.

Le code dual du code C(n, k) est un code linéaire de longueur n et de dimension k' = n — k.
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Définition 2.18.

On appelle matrice de controle (ou de parité) d’un code linéaire C(n, k) sur un corps fini K,
toute matrice génératrice H de son code dual C-.

Remarque 2.8.

Toute matrice de contrdle H d'un code C est de type (n, n — k) et de rang n — k.

Le théoréeme ci-dessous, nous permet de tester si un mot appartient ou non a un code linéaire

en utilisant une de ses matrices de contrdle H.

Théoréme 2.5.

Soit H une matrice de contréle d’un code linéaire C(n, k) et c=(cy, C2, ..., ¢,) € K" alors :
ceC si, et seulement, si ¢.'H=0.

Exemple 2.21.

Dans I’exemple ci-dessus le mot m;=00110 C car

[o 1)

m1.!H=0=00110.| 1 1 |=00, par contre le mot m,=10110&C car
1 1
1 1

0
1
1 (=10 # 00.

1
1 1

ma.tH = (10110) .

[ e

Le théoréme ci-dessous nous donne la condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice
soit une matrice de contréle d’un code linéaire connaissant sa matrice génératrice.
Théoreme 2.6.

Soit G une matrice génératrice d’un code linéaire C(n, k) et H € Mn—,n(KK) de rang n — Kk,

alors H est une matrice de contréle de C, si est seulement si, H.'G =0.

2.3.2 Construction d'une matrice de controle a partir d'une matrice génératrice.
Donnons un code systématique C(n, k) de matrice génératrice Gn, on peut en construire une
matrice de contrdle H et vice versa.

Théoréme 2.7.

1. Soient C(n, k) un code linéaire systématique C, Gn sa matrice génératrice normaliseée, tel

que G = (I | M) alors H = (—*M | In-«) est une matrice de contrdle de C.
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2. Réciproguement, si C(n, k) est un code linéaire et H est une matrice de controle de C de la
forme H = (A | In-«), alors C est un code systématique et sa matrice génératrice normalisée
est donnée par: G = (I | —A).

Exemple 2.22.

1 11 0 0
Soit G= (1 1 0 1 O) une matrice génératrice d’un code linéaire binaire C(5, 3) , qui

1 0 0 0 1
1 1 1
est de la forme G=(A/B) avec A:<1 1 0) inversible donc C est systématique avec matrice
1 0 O
1

1
géneératrice Gn= <O ) Et donc C admet comme matrice de controle la matrice
0

000 01 0
H‘(11001

Exemple 2.23.
Soit C(6, 2) un code linéaire ternaire c.a.d. sur le corps fini IK=IF; qui admet comme matrice

210210)
0 2 10 2 1/

Montrer que ce code est systématique et trouver sa matrice génératrice normalisée G.

1 0
2 1

la deuxieme ligne Lo=L.+L1 on obtient une autre matrice de controle

—(2 1 02 1 O
H_(201201

systématique et admet comme matrice génératrice normalisée G = (14/-'A) = (14/2'A) qui est
00 1 1

de contrdle H:(
H est de la forme H=(M/N) tel que N:(

) est inversible et en faisant la transformation sur

) de la forme (A/l,) et donc d'apres ii) du théoréme précédent C est

égale a: Gy =

SO OO -
O O O

00 2 O
10 0 2
01 1 1
Remarque 2.9.
Si Cy, ...,Cn sont les colonnes de H, alors pour tout mot x= (x, X2, ..., x,)e K* ona:
X. H=x,C; + x,C, +... + x,,C,,.
Théoréme 2.8.
Soit H une matrice de contrdle d’un code linéaire C et C1,Co, ...,Cn les colonnes de H alors, il
existe un mot de C de poids r, si et seulement s’il existe une combinaison linéaire nulle a
coefficients non nuls de r colonnes de H, c-a-d.
(3meC tel que w(m) =)< (Elaije]K/je{l,..,r} non nuls et ;G + a;, G+t a; G = 0).

Du théoréme ci-dessus, on déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 2.2.

1. Soient C un code linéaire et H sa matrice de contréle et r un entier naturel non nul. Si on ne
trouve pas r-1 ou moins colonnes linéairement dépendants, alors d > r.

2. Soit C un code linéaire et H sa matrice de contréle. La distance minimale du code d est le

plus petit nombre de colonnes linéairement dépendants.

Remarque 2.10.

1. Dans le cas d'un code binaire, la distance minimale du code C est le plus petit nombre de
colonnes d’une matrice de contréle H dont la somme est nulle.

2. Ce dernier corollaire nous permet donc de calculer la distance minimale d'un code linéaire
en connaissant une de ces matrices de controle.

Exemple 2.24.

1 11 0 0
Soit G= (1 1 0 1 O) une matrice génératrice d’un code linéaire binaire C(5,3).
1 0 0 0 1

0 0
Cherchons une matrice de contréle H de C. G est de la forme G=(A/B) tel que B:<1 0)
0 1

1 1 1
A:<1 1 0) qui est inversible est donc le code C admet comme matrice génératrice
1 0 O

1 0 0 0 1
Gn=(I3/AB). On trouve GN:<O 1 0 1 1) et donc C admet comme matrice de contréle
0 01 10
0 1 110

la matrice H= ( ) En utilisant 2. du corollaire ci-dessus comme H n'a pas de

1 1 0 0 1
colonnes nulle alors d > 2, et comme les colonnes C; et Cs sont égaux alors la distance

minimale est d=2.
2.4 Méthodes de décodage des codes linéaires.

2.4.1 Décodage des codes linéaires par tableau standard.

2.4.1.1 Tableau standard
Définition 2.19.

Soit C(n, k, d) un code linéaire sur un corps fini K de cardinal g.
La classe latérale de xeK™, noté cl(x), est la classe d'équivalence de x par relation
d'équivalence R définit dans K" par: x, y e K", X Ry si, et seulement si x-y €C. La classe de x

est donne par: cl(x)=x+C={x+c / ceC}.
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Cn=C Cs C2 C:

Figure 2.1 Classes latérales.

Proposition 2.7.

Il'y g"* classes latérales de K™ dont chaque classe contient g mots.

Définition 2.20.

On appelle tableau standard d'un code linéaire C(n, k, d) sur un corps fini K de cardinal g, le
tableau ci-dessous constitué de deux cases dont I'une (a droite) comporte les classes latérales

et l'autre (a gauche) comporte les mots erreur de poids minimal dits chefs de classes.

Chefs de Classes
classe latérales.
Uo=0 Co=C
Ut C1
Uz C
Ur-1 Cr1

Tableau 2.2 Forme d'un tableau standard.

Les ui sont les représentants des classes Ci.

2.4.1.2 Construction du tableau standard.
1.0n commence par remplir la premiere ligne a gauche par le mot nul up = 0 et celle de

droite par les mots codes co=0, C, C2, ..., Cs.

2.0n écrit en dessous du mot nul up un mot uz¢C et de plus petit poids possible. Puis les
MOts U1, U1+ C1, U+ C2, ..., U1+ Cs SOUS la classe de C.

3.0n recommence avec un autre mot u,¢C et ux¢ Cs et de poids minimal et ainsi de suite
jusqu'a épuisement de tous les mots de K™. On pose: s=g*-1 et r= g"*-1, alors le tableau

est comme suit ;
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Mots erreurs (Chefs de Classes latérales.
classes).
Uo = 00...00 co=0, c1,C2,...,Cs
ur =r0...00 U1, U1+C1, U1+C2, . . . , U1+Cs
u2=0r2...00 Uz, U2+C1, U2+C2, . . ., U2+Cs
Ur=r1r2.. re..00 Ur, Ur+C1, Ur+C2, . . . , Ur+Cs

Tableau 2.3 Tableau standard.

Remarque 2.11.

Pour un code e-correcteur binaire K=F,. On a le tableau suivant: posons s=2%-1 et r= 2"-1.

Nb erreurs Mots erreurs. Classes latérales.

100....00 U1, U1+C1, U1+C2, . . . , U1+Cs

1 010...00 V1, V1+C1, V14C2, . . ., V14Cs
000....01 W1, W1+C1, W1+C2, . . . , W1+Cs
110...00 Uz, U2+ C1, U2+ C2, . . ., U2+Cs

2 101...00 V2, V2+ C1, V2+ C2, . . ., V2:+Cs
000...11 W2, Wo+ C1, Wo+ C2, . ., W2+Cs
111..1..00 Ue, Ue+ C1, Ues Ce, . . ., Ue+Cs

E 011..1..00 Ve, Ve+ C1, Ve+ Ce, . . ., Ve+Cs
000..1..11 We, We+ C1, We+ Ce, . ., We+Cs

Tableau 2.4 Tableau standard binaire (K=F>).

2.4.1.3 Principe de décodage par tableau standard.
Soient yeIK™ le mot recu , ceC le mot envoyé qu'on cherche et e K™ le mot erreur avec

le poids w(g) < e. Pour décoder le mot y on suit les étapes suivantes:
1- Construire le tableau standard (T) comportant les erreurs et les classes latérales.
2- Chercher dans le tableau (T) le mot y parmi les mots de K™.
a. Siy se situe dans la premiére ligne alors il n'y a pas d'erreurs (e=0) et c=y.
b. Sinon, y se situe a l'intersection d'une ligne i et d'une colonne j dans le

Tableau standard ci-dessous.
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Mots erreurs. Classes latérale.
Upo=0 co=0Ci.. [§...Cs
Uz U1 U1+ C1 U1+ C2 .. .U1+Cs
Ui=ei UU+C1 ..y ... Ui+Cs
UI’ Ur Ur+ C]_ Ur+ C2 P Ur+ CS

3. Lemoterreur & = u; est le chef de classe Ci.
4. Le mot envoyé est c=y - ui=c;j le mot se trouvant a la colonne d'indice j.

Les mots erreurs qui pourront étre corrigés sont précisément les chefs de classes, quel
que soit le mot code envoyé. En choisissons des mots erreurs de poids minimal, en tant
que chefs de classes, alors le tableau standard assure un décodage au plus proche voisin
c'est ce qu'on appelle "principe de maximum de vraisemblance voisin™.

Exemple 2.25. Soit le code binaire C(5, 2) de matrice controle
1 01 0 0
H:<1 1 0 1 0).
01 0 0 1
Donc C admet comme matrice génératrice la matrice

=0 101 1)

En appliquant le théoréme qui permet de calculer d a partir de H, les colonnes de H sont non

nulles et distinctes et Cs=C1+C3 et donc d=3. Le tableau standard est le suivant :

Mots erreurs Classes latérales
00000 00000 10110 01011 11101
10000 10000 00110 11011 01101
01000 01000 11110 10011 10101
00100 00100 10010 01111 11001
00010 00010 10100 01001 11111
00001 00001 10111 01010 11100
11000 11000 01110 10011 00101
10010 10010 00100 11001 01111

Tableau 2.5 Tableau de déchiffrement.
1. Sile mot regu y1=11101, c'est un mot de la premiére ligne, donc il n'y a pas d'erreurs
et le mot envoyé est x=y=11101.

2. Sile motrecu y>=10111, y.¢C. le mot erreur £=00001 et le mot envoté c,=10110.
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3. Sile motrecu y3=10011, y3¢C. le mot erreur £=11000 et le poids w(e3) > e=1, ce

code ne peut pas corriger cette erreur car son poids dépasse la capacité de correction e.

2.4.2 Décodage des codes linéaires par syndrome.

2.4.2.1 L’application syndrome
Définition 2.21.

Soient C(n, k, d) un code linéaire sur un corps fini K de cardinal g, H une matrice de controle
de C de type n-k xn. On appelle application syndrome associée a H, I'application h de K"
dans K™%, dont H est sa matrice dans les bases canoniques de K™ et K*~*. C.a.d.

h: K* — K"k,

X - h(x)= x.'H.
Le mot h(x)e K" * est appelé syndrome de x eK™.
Exemple 2.26. Soit le code binaire C(5, 2) de matrice controle

1 01 0 O

H:<1 1 0 1 0>.

0 1 0 0 1

L'application syndrome est:
h: F3— 3,

X=(X1, X2, X3, X4, X5) = h(X)= X.'H=(X1+ X3, X1+X2+ X4, X2+ X5).

Les mots de FF5 Syndrome
00000 10110 01011 11101 000
10000 00110 11011 01101 110
01000 11110 10011 10101 011
00100 10010 01111 11001 100
00010 10100 01001 11111 010
00001 10111 01010 11100 001
11000 01110 10011 00101 101
10001 00111 11010 01100 111

Tableau 1.6 Syndromes des mots de 3.
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Proposition 2.8.
Soient C(n, k, d) un code linéaire sur un corps fini K de cardinal g,
h I'application syndrome de K" dans K™%, alors Kerh=C et K™/C est isomorphe & Imh.

Remarque 2.12.

e Le quotient IK"/C est I'ensemble des classes latérales du code C.

e Les mots de la méme classe latérale ont la méme image par h (i.e. le méme syndrome).

e Les mots du code C ont un syndrome nul.

e Siy estun mot recu associé a un mot envoyé x alors y=x+¢ avec ¢ le mot erreur alors,
h(y)=h(x)+h(g) et comme h(x)=0 car x C alors: h(y)=h(g), donc le mot recu et le mot erreur
ont le méme syndrome.

Cette derniére remarque nous permet de connaitre la classe du mot recu et donc du mot
erreur, ce qui nous ameéne a trouver le mot erreur plus rapidement que dans le cas de la
premiére méthode du tableau standard.

Proposition 2.9.

Soit C(n, k, d) un code linéaire e-correcteur sur un corps fini K et y1, y>eK".

Si w(y1) <eetw(y2) <e, alors h(y1)) =h(y2) ) = y1 = y2.

Preuve.

Si w(y1) < tetw(y2) <t, alors w(yi- y2) < 2t < d. De plus h(y1) = h(y2) =h(y1- y2) = 0 = yi-

y2eC. Alors yi1- y2€C et w(yi- y2) < d et comme d est la distance minimale alors yi- y.=0 d'ou

y1=Yo.
2.4.2.2 Tableau de déchiffrement par syndrome.

C'est le méme tableau standard dans la méthode précédente sauf qu'on lui rajoute une

troisieme colonne a gauche comportant les syndromes des mots dans chaque classe latérale.

Chefs de classe Classes latérale Syndrome
Up=00...00=0 Co=0, c1, C2,...,Cs h(0)
ui =r10...00 U1, U1+ C1, U1+ C2, . . ., U14+Cs h(uy)
U2=0r2...00 U2, U2+ C1, U2+ C2, . . ., U2+ Cs h(uz)
Ur= 1 r2.. re00 Ur, Ur+ C1, Ur+ C2, . . ., Ur+ Cs h(ur)

Tableau 2.7 Tableau de déchiffrement par syndrome.
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Remarque 2.13. Dans le cas d'un code binaire e-correcteur C et si I'on est sur que le nombre

d'erreurs ne dépasse pas la capacité de correction e alors le tableau standard est dans la page

suivante:
Nb Mots Classes latérales. Syndromes
erreurs erreurs.
0 000...00 co=0, €1, C2,...,Cs h(0)=0
100....00 U1, U1+C1, U14C2, . . . , U1+Cs h(u1)=C: Les colonnes de
1 010...00 V1, V1+C1, V1+C2, . . . , V1+Cs h(vy) =C» la matrice H.
000....01 W1, W1+C1, W14+C2, . . . , W1+Cs h(uy) =Cn
110...00 U2, U2+ C1, . . ., U2+Cs h(uz)= C1+ C2 Somme 242
2 101...00 V2, V2+ C1, . . . V24Cs h(v2) = C1+ C3 | des colonnes de
la matrice H.
000...11 W2, W2+ C1, . . . W2+Cs h(w2) = Cn.1+ Ch
111..1..00 Ue, Ue+ C1, . . ., Ue+Cs h(ue) Sommeeae
i 011..1..00 Ve, Ve+ C1, . . ., Ve+Cs h(ve) des colonnes de
: la matrice H.
000..1..11 We, We+ C1, . . , We+Cs h(we)

Tableau 2.8 Tableau de déchiffrement binaire par syndrome.

2.4.2.3 Principe du décodage par syndrome.

Soient ye K™ le mot recu , ceC le mot envoye qu'on cherche et e K™ le mot erreur avec

le poids w(g) < e. Pour décoder le mot y on suit les étapes suivantes:

1. Construire le tableau standard (T) comportant mots erreurs, classes latérales et
syndromes.

Calcul du syndrome du mot regu y i.e. h(y)=y.'H.

Si h(y)=0 alors il n'y a pas d'erreurs (¢=0) et x=y.

Si non (h(y)=0) alors yC , on détermine la classe latérale associé au mot y.

Rechercher dans cette classe le mot erreur € de poids w(e) <e.

o o ~ w N

Calculer le mot envoyé x=y-¢.
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Exemple 2.27. Soit le code binaire C(5, 2) de matrice contrdle H:G (1) é (1) 8)
01 0 0 1
Le tableau de déchiffrement est le suivant:
Mots erreurs Classes latérale. Syndrome
00000 00000 10110 01011 11101 000
10000 10000 00110 11011 01101 110
01000 01000 11110 10011 10101 011
00100 00100 10010 01111 11001 100
00100 00100 10100 01001 11111 010
00001 00001 10111 01010 11100 001
11000 11000 | 01110 10011 00101 101
10001 10001 00111 11010 01100 111

Tableau 2.9 Tableau standard binaire par syndrome

e Sile mot regu y1=11101, son syndrome h(y)= C1+C2+C3+Cs=000 et si on suppose qu'il y a
au plus une erreur alors y1 est dans le code donc x=y;=11101. Si on suppose qu'il y a au
plus deux erreurs (i.e. le nombre d'erreurs dépasse e=1) alors méme chose car la classe
latérale de y1 ne contient pas de mot de poids 2. Si on suppose qu' il y a au plus 3 erreurs
alors le mot erreur est I'un des mots suivants: 00000, 10110, 01011et le mot envoyé peut
étre soit 11101, soit 01011, soit 10110. Dans le cas de 4 ou 5 erreurs donc C contient tout
les mots de poids inferieur ou égal a 5 et donc chaque mot de C peut étre le mot envoyé.

e Sile mot regu y>=10111, h(yz2)= C1+C3+C4+Cs=001= Cs=h(00001), dans le cas d'une erreur
au plus alors I'erreur est £,=00001 et le mot envoyé ¢,=10110. Dans le cas de 2 erreurs au
plus le mot erreur est soit e2=00001, soit £2=01010 et le mot envoye est soit c2=10110, soit
c2=11101.

2 01 0 O
Exemple 2.28. Soit le code ternaire C(5, 2) de matrice controle H=<1 2 0 1 0).

01 0 0 1
La matrice génératrice normalisée Gn= ( g i (2)) et le tableau standard est le

S -

1
0
suivant;
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Nb Mots Syndromes [Nb erreurs Mots | Syndromes
erreurs erreurs. erreurs.
0 h(0)=0 000...00
1 10000 C1=210 1 00200 2 C3=20
20000 2C1=120 00010 C4=010
01000 Co=021 00020 | 2 C4=020
02000 2 C2=012 00001 Cs=001
00100 C3=100 00002 2 C5=002

Tableau 2.10 Tableau ternaire (K= F3) de déchiffrement par syndrome réduit.

Le code C est de distance d=3 (car il n'y a pas de colonnes nulle, ni deux colonnes
lineairement dépendant alors que C1+Cs= C4) et donc le code est 1-correcteur, e=1)

Le code est C={00000, 10120, 01012, 20210, 02021, 11102, 22201, 12111, 21222 }

Soit le mot y;= 01011 alors le syndrome de y; est h(y1)=Cz+ Cs+Cs=002=2Cs=h(00002). Le
mot erreur est donc £1=00002 et le mot envoyé est x1= y1-e=y+2¢1=01011+00001=01012.
Exemple 2.29. Soit le code de Hamming ternaire C(13, 10, 3).

12 11 1 11 00 1100
De matricedecontréleH=[1 1 2 1 2 0 0 1 1 1 0 1 0 |etdedistance
11 10 0 1 2 1 2 2 00 1

d=3

La matrice génératrice normalisée est Gn=( 1, / M) tel que M=

NOONNNN N R N
NNN OO RN RN N
P RNRNOONNN

Soity=0120000000122, le mot recu, son syndrome est:
h(y)="C2+2'C3+'C11+2'C12+2'C13 = (2 1 2)=2'C5=h(0020000000 00 0) et le mot erreur
associee est: e=002000000000 0 et le mot envoye est:
X=y-e=y+26=0100000000 122.
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Chapitre : Codes cycliques.

Introduction

Les codes cycliques sont une classe importante et puissante de codes linéaires utilisés
dans le domaine des communications numériques et de la théorie de I'information. Ils ont été
largement étudiés et appliqués dans diverses technologies de communication, notamment dans
les systéemes de télécommunications, les réseaux informatiques et les dispositifs de stockage

de données.

Les codes cycliques sont des codes correcteurs linéaires qui se fondent sur la théorie
des corps finis, et en particulier les extensions de Galois, ainsi que sur les propriétés
algébriques spéciales des polynémes cycliques qui sont exploitées pour concevoir un
mécanisme efficace de détection et de correction d'erreurs. La principale caractéristique des
codes cycliques réside dans leur capacité a garantir la détection et la correction d'un certain

nombre d'erreurs, en utilisant des techniques de codage et de décodage relativement simples.

Dans ce chapitre, nous explorerons les principaux concepts et caractéristiques des
codes cycliques, y compris leurs structures, leurs représentations polynomiales, leurs
polynbmes générateurs, leurs matrices génératrices, leurs matrices de contrdles et leur

technique de codage systématique en utilisant le syndrome polynomial.

3.1 Définition et description d’'un code cyclique

3.1.1 Définition et exemples
Définition 3.1.

Un code linéaire C de longueur n sur un corps fini & est dit code cyclique s’il vérifie la

propriété suivante:
Pour tout ¢ = (cg, €1,---,Cn1) € K*:
¢ =1(co,C1y-+1Cn_1) EC=>c"=(cp_1,¢or-+Cn_z) EC

e C' qui n'est que la permutation circulaire des composantes de c est appelée shift de c. C’est

adire que ¢’ = (¢p-1,Coy---»Cn_z) €stleshiftdec = (cy,cq,...,Cn-1).
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Exemple 3.1.

1. {0} et K™ sont des codes cycliques dits triviaux.

2. Le code C ={000,101,011,110} est un code cyclique.

3. Tout code de Hamming est un code cyclique.
4. Le code C ={0000,1001,0110,1111} n’est pas un code cyclique, car le mot c=1001eC et

son shift c’=1100¢C.

3.1.2 Représentation polynomial d’un code cyclique
Tout mot ¢ = (¢y,¢y,...,Cn—1) d’un code linéaire C sur un corps fini K peut étre identifier a

un polyndéme c¢(X) = ¢y + 1 X+...+c,_1 X" 1 de K[X].
On associée au mot shift ¢’ = (¢p—1,¢g,+-+, Cn—2) dumot c , le polynébme

c'(X) = cpeq + coX+...+c,_, X" 1 de K[X], ce polyndme peut étre obtenu en calculant le
produit Xc(X) et en considérant que X™ = 1, c'est-a-dire en calculant modulo X™ — 1, et

précisément ce calcul se fait dans I’anneau quotient K[X]/< X™ — 1 >.
De ce qui précede, on obtient la proposition suivante :
Proposition 3.1.

Un code linéaire C(n, k) est cyclique si, et seulement si, pour tout mot c de C, le polynéme

Xc(X) calculé modulo X™ — 1, est le polyndme associée au mot ¢’ = (¢,—1,Cq, -+, Cn—z) de C.
Définition 3.2.
Soit IK un corps fini et n un entier non nul.
e On appelle représentation polynomiale de K", I’application 6 définie par
0:K"> K[X]/<X"—-1>
¢ =(CoC1yeanrCpog) P O(C) =c(X) =co+ 1 X+...+cp_ X771
Le polynéme c(X) est dit représentation polynomiale du mot c.

e On appelle représentation polynomiale d’un code cyclique C de K", I’ensemble des

représentations polynomiales des mots du code C, c'est-a-dire :
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0(C)={06(c): c e C}= Im(0).

Proposition 3.2.

Soit € un code linéaire de langueur n sur un corps fini K.

C est un code cyclique si, et seulement si, sa représentation polynomiale 6(C) est un idéal de
I’annecau K[X]/< X™ — 1 >.

Preuve.

Supposons que C est un code cyclique et soit ¢(X) = Z::Ol ¢ Xi d(X) = Z’;_Ol d; X! dans
0(C),donc c = (cy,Cq,--+,Cn-1) €t d = (dy,d4,...,dy_1) € C, et comme C est un sous-
espace vectoriel, alors pour a, B €K, le mot m = ac + d € C, ce qui donne en
représentation polynomiale : m(X) = ac(X) + Bd(X) € 6(C), d’ou 6(C) est un espace
vectoriel sur K[X]. De plus soit p(X) = Z::ol a; X' € K[X]/< X™ — 1 >, alors comme
c(X) € 6(C) et C cyclique alors c(X), Xc(X), X%c(X),...,X'c(X),...€ 6(C) et donc
apc(X) + a, Xc(X) + azX%c(X)+...€ 8(C), par la suite p(X)c(X) € 6(C), d’ou (C)est un
idéal de K[X]/< X™ — 1 >.

Inversement, soit 8(C) un idéal de K[X]/< X™ —1 >. Alorssi ¢ = (¢y,€¢1,..-,Cn-1) EC

alors c(X) = Z:Ol c; X' € 0(C)etdonc Xc(X) € 0(C) = ¢’ = (cp_1,Cg,+-.,Cy_3) € C, CE

qui montre que C est un code cyclique.

Théoreme 3.1.

Soient K un corps fini et n un entier non nul, € un code cyclique de longueur n non réduit a
{0}. Alors 8(C) est un idéal principal de I’anneau K[X]/< X" — 1 >.

Preuve

Soit g(X) un polyndme non nul et unitaire dans 6(C), de degré minimum. En effectuant la
division Euclidienne de X™ — 1 par g(X) (dans K[X]), on trouve

X" —1=g(X)qX) +r(X) avec r(X) = 0 ou d°(r(X)) < d°(g(X)), donc dans
K[X]/< X™—1>: g(X)q(X) = —r(X) € 6(C), avec d°(r(X)) < d°(g(X)), ce qui
contredit la définition de g(X) etdonc r(X) = 0et X" — 1 = g(X)q(X), d’ou g(X) divise
X" —1.

Montrons que 6(C) =< g(X) >. Soit f(X)e8(C), endivisant f(X) par g(X) dans K[X],
alors il existe ¢’ (X),r'(X) dans K[X] : f(X) = q¢'(X)g(X) + r'(X) avec r'(X) = O ou
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d°(r'(X)) < d°(g(X)), on trouve comme précédemment r’(X ) =0 et donc £(X) est un

multiple de g(X) et 6(C) est un idéal principal engendré par g(X).

3.1.3 Polyndme générateur et matrice génératrice d’un code cyclique

Définition 3.3.

Le polynéme g(X) dans le Théoréme 3.1 engendrant 6(C) est appelé le polynéme
générateur du code cyclique C. 8(C) est I’idéal constitué des multiples de g(X) dans
K[X]/< X™—1 >.

Ona:ceC<ec(X)eb(C) I qX)eK[X]: c(X) = q(X)g(X). Du Théoréme 3.1, on

déduit les propriétés suivantes du polynéme générateur g(X).
Proposition 3.1.

1. Le polynéme g(X) est de degré minimale dans 6(C).

2. Le polyndme g(X) est unitaire et unique.

3. Tout mot du code cyclique est multiple du polynéme générateur.
4. g(X) divise X™ — 1.

Exemple 3.2.

Soit C (3,2) un code cyclique tel que 8(C) = {0,1 + X, 1+ X% X + X?}

Le polynbme X + 1 est le polyndéme générateur du code C.

Remarque 3.1.

Pour trouver tous les codes cycliques de longueur n sur IF,, il suffit de trouver tous les
diviseurs du polyndme X™ — 1 sur IF,,. Pour cela il faut décomposer le polynéme X™ — 1 en

produit de polynomes irréductibles sur F,,.
Exemple 3.3.
Les codes cycliques non nuls de longueur n=5 sur le corps IF, :

La décomposition de X> — 1 sur [F, en polyndmes cyclotomiques donne
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X5 —1=T], ;¢a®)
= $1(X)ps(X)
=X -DX*+X3+X*+X+1)

Soit K=FF,, le corps des racines 5™ de I’unité sur FF,, ol r est le plus petit entier non nul tel
que n=5 divise 2" — 1, alors on trouve r=4 et donc K = [F,¢. ¢p5(X) est irréductible sur IF, car
¢@(5)=r=4. Chaque diviseur donne un générateur d’un code cyclique de longueur n=5 surfF,
Si on note g;(X) le générateur du code C; on trouve :
Co: go(X) =X>—=1=0- C, = {0}.
Ci:g1(X)=X—-1.
CrigoX) =X*+ X3+ X2+ X+ 1
C3:9;(X) =1- C3 = K°,
Exemple 3.4.

Les codes cycligues non nuls de longueur n=7 sur le corps F,.

La décomposition de X7 — 1 sur [F, en polyndmes cyclotomiques donne :

X' —1= Hd/7¢d(X)

= $1(X)P7(X)
=X -DX+X°+ X"+ X3+ X2+ X+1)

Soit K= FF,r, le corps des racines 5™ de 1’unité sur IF,, oU r est le plus petit entier non nul tel

que n=7 divise 2" — 1, alors r=3 et donc K=Fj.

Le degré de ¢p;(X) est (7)) =card{i eN /i< 7eti A7 =1} = 6 donc ¢,(X) n’est pas

irreductible, mais il se décompose en produit de %7) = 2 polyndmes irréductibles de degré

r=3surfF,, donc ¢, (X) = X+ X+ X* + X3+ X2+ X +1=(X3+bX? +cX + 1)(X3 +

b'X? + ¢'X + 1), aprés identification on trouve : b = ¢’ = 0etc = b’ = 1, donc
o,(X)=X3+X>+ X+ 1D(X>+ X%+ X+ 1), d’ou la décomposition de X7 — 1 est :

X"=1=X-1DX>+ X+ 1)(X3+ X?+ 1) et chaque diviseur g;(X) de X” — 1 engendre

un code cyclique C; de longueur n=7 sur .

Co: go(X) = X7 —1=0,C, = {0} est le code cyclique trivial.
Cr:g1X)=X-1
Cr:g(X)=X3+X+1
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C:9s(X)=X3+X*+1

CorgsX)=X-DX3*+X+1D)=X"+X3+X?>+1

Csigs(X) = X -DEC+X2+ D) =X"+X*+X +1

Co:ge(X) =X+ X+ DX+ X2+ D) =X+ X+ X*+ X3+ X% +1

Pour tout i, la représentation polynomiale 8(C;) est formée par tous les multiples de g;(X)
modulo X7 — 1, c'est-a-dire par les produits q(X)g;(X), q(X)eK[X]/< X7 — 1 > et donc le

code C; est formée par tous les mots correspondants a ces produits.

Théoréme 3.2.

Soit € un code cyclique de longueur n sur un corps fini K de polynéme générateur

gX) =go+ g1 X + g, X?+...+g,_ Xt "1 + Xt avec d°g(X) = t. AlorsdimC =k =n —t.

Et C admet la matrice suivante G comme matrice génératrice :

go 91 92 - g+ 0 .. .. O
0 g0 91 92 - 9 0 .. O
G=|: + + & i+ i o
0O .. 0 g0 91 92 - G O/
O .. . 0 go 91 92 - Gt

Preuve.
Soit € un code cyclique de longueur n sur KK et g(X) le générateur de C, tel que d°(g(X)) =
t. Tout polynéme c(X) de la représentation 6(C) est de la forme :

cX)=aX)gX) = (ag + o, X + a,X*> + -+ aSXS)(g(X))

= agg(X) + a, Xg(X) + a,X*g(X)+... +a,X5g(X), avec aseKet0 < s <n-—1, les
polyndmes g(X),Xg(X),...,X*g(X) forment donc une famille génératrice de 6(C). On va

extraire de cette famille génératrice une base pour 8(C).

Soitc(X) = a(X)g(X)eb(C) et h(X) = X™ — 1/g(X) dans IK[X]. En utilisant la division
Euclidienne de a(X) par h(X) dans K[X] , on obtient

a(X) = q(X)h(X) + r(X), avec d°r(X) <d°h(X) = n —t, donc r(X) est de la forme:
r(X) =19+ X+... 41 X"

en conséquence
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a(X)gX) = q(X)hX)gX) + rX)g(X)
=(X" = 1DqX) + rX)g(X).

En calculant dans I'anneau quotient K[X] /< X™ — 1 >, on déduit que

a(X)g(X) =r(X)g(X) donc c(X) =rog(X) + 1 Xg(X)+... 41— X" 1g(X), d’ou la
famille des polynomes g(X),Xg(X),..., X" t"1g(X) est une famille génératrice de 6(C).

Montrons que cette famille est libre ? Dans K[X] /< X™ — 1 > considérons 1’égalité:
apg(X) + a, Xg(X) + -+ a1 X" g (x) = 0, ...(%)
avec ajeKeti € {0,1,...,n —t — 1}. L’égalité (*) implique que dans K[X], on a:
(g + ;X + -+ ap_ 1 X" Hg(X) = 0(mod X™ — 1)
Posons d(X) = (ag + a1 X + -+ + ap_e—1 X" "1 g(X), alors d(X) est de degré au plus
n — 1 et d(X) divisible par X™ — 1, cela conduita d (X )=0. Comme K[X] est integre et
g (X )n’est pas nul, alors ay + a; X + a,_ X" "1 =0,doncay, =+ = ap_r—4 = 0, et
d’ou la famille {g(X),Xg(X),...,X" t"1g(X)} est libre et donc elle forme une base de 6(C)
et la dimension de C est: k= n-t. Les mots l,, l4, ..., l,—; correspondants respectivement au

polyndmes g(X),Xg(X),...,X" t"1g(X) forme une base du code C et donc la matrice G

dont les lignes sont les mots:

lo = 909192 gtO .. 0 , l1 = Ogoglgz gtO 0, ey ln—t—l =0.. Ogoglgz It est une
matrice génératrice de C.

Exemple 3.5.

1. Le code de Hamming de paramétre C(7, 4, 3) et de polynéme générateur :

g(X) =1+ X + X3, admet comme matrice génératrice la matrice :

1101000
c-[01 10100
0011010
0001101

2. Pour les codes cycliques de longueur n = 7, on a le tableau suivant
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Le code cyclique Le générateur La dimension
Co 0 0
cy X—-1 6
cy X3+X+1 4
C3 X3+X%2+1 4
C4 X*+X3+X%2+1 3
Cs X*+X2+X+1 3
Ce XO+ X+ X4+ X34+ X2+X+1 1

Tableau 3.1 Table Codes cycliques de longueur n=7 et leurs dimensions.
3- Le code cyclique C,(7, 3, 3) admet comme générateur le polynéme

go(X) = X* + X? + X + 1 et comme matrice génératrice la matrice :
1 11 01 0 O
G=1{0 1.1 1 0 1 0]
0 01 110 1

3.2 Polynome et matrice de contréle d’'un code cyclique

3.2.1 Polynéme d’un code cyclique
Définition 3.4.

Soit € un code cyclique de longueur n sur un corps fini K et de polyndme générateur g (X).
Le polynéme h(X) € K[X] tel que h(X) = % est dit polynéme de contréle du code C.

e Ledegréde h(X)estdonck =n—d°g(X) =n—t.

e cestun mot de C si, et seulement si, ¢(X)h(X) =0dans K[X]/< X" —1 >.

3.2.2 Matrice de controle d’un code cyclique

Théoréme 3.3.
Soit C un code cyclique de longueur n sur un corps KK:
1. L’orthogonal C* d’un code cyclique C est un code cyclique.

2. Si h(X) = hy + hyX + hyX?+... +h, X* est le polyndme de contrdle du code cyclique C
alors le générateur de C* est hy(X) = hgth(X) ol h(X) = X*¥n(X~1) est le polyndme
réciproque de h(X).

3. La matrice H; suivante est une matrice de contréle de C :
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R hy—y hg—ey . hy O e 0
0 he hiy hp—y .. hy O .. o\|
H =] : : : : s : S
0 .. 0  hy ey heo .. hg o/
0 aes s O hk hk_l hk_z e ho

Preuve.

OnaX™—1=hX)g(X)alors h(X)g(X) = 0dans K[X] /< X™ —1 >. Soit

a(X) = Z;:Ol a; X' € 6(C), donc a(X) est un multiple de g(X) dans K[X] /< X" — 1 >.
n—-1 n—1
Sih(X) = Z?__Ol h; X%, alors h(X)a(X) = E Z ajh;_;X" = 0 (ou les différences
- ) j=0
i=0

i
i-j sont calculées modulo n), on déduit que pour tout i € {0,...,n — 1}:2 ajh;_; = 0.
j=0

En particulier, pour tout i € {k,...,n — 1} on trouve les relations suivantes :
. Sii=k: aghy + ajhy_1 + ayhy_, + -+ ayhy + ax410+ -+ a,_,0 =0 donc
(hye, Rj—1, hg—2, -, R, 0, ...,0) L (ag, aq, ., Qp_1)-
o Sii=k+1: a,0 + a,hy + ayhy_q + -+ aphy + agy1ho + -+ a,_10 = 0 donc
(0, hy, hy—1, Rj—2, oo, o, 0, ...,0) L (ag, @y, v, Ap—q).
o Sii=k+2: a,0 + a,0 + ayhy + -+ ayh, + agy1hy + -+ a,_10 = 0 donc

(0,0, hk, hk—ll ey ho, 0, ,O) 1 (ao, a, ..., an_l).

o Sii=n-1l:alorsay.0+a,.0+a,. 0+ -+ a,_x_2.0+a,__1hy +-+an_1hg=0

donc
(0,0,0, ...0, hy, hy—1, ..., hy, hy) L (ag,aq, ..., Qp_1)-

Les relations précédentes montrent que les shifts du mot (hy, hx_q, hx—2, ..., R, 0, ...,0) sont

orthogonaux au mot a = (ay, a4, ..., a,—1) €C. .En d’autres termes ,les mots suivants :
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(Ries ie—1> Rz, s B 0, .. ,0)

(0, hyo, Rie—1, ey s g, 0, o0, 0)

(0,0,0, ..., hy, hye—1, e ) Ry, ho)

Sont orthogonaux au code € donc ils appartient a C*.

he he—r Ry .. ho 0 e w0
/0 he he—q he—y .. hg 0 .. 0
SoitH1=ks : : : : : : oo
0 .. 0 he hg-q he—y . hy O
0 O hk hk—l h’k—Z ho/

la matrice dont les lignes sont ces mots ci-dessus. La matrice constitué des t=n-k premieres
colonnes de la matrice H; est une matrice triangulaire inversible car hj =0, ce qui prouve que
la matrice H, est de rang t, donc ses lignes forment une base a C*. Ce qui montre que H, est
une matrice de contréle du code C. Comme h(X) divise X™ — 1, alors h(0) = h, # 0, et donc
lamatrice H = hy1H, estaussi une autre matrice de contréle de C, de plus le polynéme

associé a la premiére ligne de H est le polynéme
hi(X) = hgt(hyg + hg—1 X + - + X*) = hgTh(X)

(ot h(X) est le polyndme réciproque de h(X)) qui est un polyndéme unitaire divisant X™ — 1,
c¢’est donc « le » générateur du code cyclique C*. Par ailleurs on constate que la matrice H est

une matrice génératrice du code cyclique engendré par le polynéme h; (X).

Exemple 3.6.

Soit C un code cyclique sur IF, de longueur n=7 et de polyndme générateur
gX) =X3+X%+1,

alors le polyndme de contrdle de C est :

h(X)=X"—-1/(X3+X%+1)
=X*+X3+X*+1

L’orthogonal de C est engendré par le polynéme : h;(X) = X*h(X ) =X*+ X2+ X +1
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)

et donc C admet comme matrice contrble la matrice

111010
H=(01 11 0 1
001110

- o O

3.3 Codes et codage cycliques systématiques

3.3.1 Codes cycliques systematiques

Définition 3.5.

Un code cyclique C(n, k) sur un corps fini K est dit code cyclique systématique, s’il admet
une matrice génératrice G dite normalisée dont les k derniéres colonnes forment la matrice
identité I, et non pas les k premiéres colonnes dans le cas des codes linéaires. c-a-d
G=(M,I)ou M€ M ,_,(K).

Exemple 3.7.

Le code cyclique € de longueur n=7 et de générateur g(X) = X3 + X + 1 sur F,, admet

comme matrice génératrice la matrice suivante G :

11 0 1 0 0 O
G = 0 1101 0O
0 01 1010
0 00110 1
Qu’on peut mettre sous la forme normalisée
1 1.0 1 0 0 O
G = 0 1101 0O
M7 1110010
1 01 0 0 O0 1

Donc C est un code cyclique systématique.

3.3.2 Algorithme de codage systématique d’un code cyclique

Soit C un code cyclique de longueur n sur un corps fini & de générateur le polynéme
g(X) = go + g1 X + g, X*+... +g.X*, tel que d°(g(X)) = t.

Le code C admet une matrice géneratrice (pas nécessairement normalisée) G de la forme
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o 91 92 - g 0 .. .. 0\
0 g0 91 92 - 9+ 0 .. O
G=|: + + &+ & & i i
\0 w 0 g0 91 92 - Gt 0)
O .. . 0 go 91 92 - Gt

G=(M,T)ou M € My, (K) et T est constitué des k=n-t derniéres colonnes de G. De plus

T est triangulaire inversible car g, = 1 # 0.
La matrice génératrice normalisée de C est la matrice Gy = T~1G = (N, I.), tel que
N = T~1M. La matrice G est utilisée pour le codage systématique comme suit :

Soient le mot (ay, a4, ..., a,_1) €Kk, le mot codé c est le produit du mot a par la matrice G,

donc ¢ =a.G = (aN,a) = [(ay,a4,...,a,-1)N,ay,a4,...,a,_1]. En posant
(ag,aq,...,a-1)N = (bg, by, ..., by_r—-1), alors en langage polynomial on obtient :
c(X) = by + by X+...+hp_j1 XV + XK + @ X4 tag_ XL

Dot ¢(X) = b(X) + X" *a(X) oub(X) = by + by X+... +bp_j_1 X" %1 qu’il faut
déterminer. Comme c(X) € 6(C), alors Ju(X) € K[X] tel que c(X) = u(X)g(X) et donc

X" ka(X) = uX)g(X) + (—=b(X)) avec d°(—b(X)) < d°(g(X)), cela veut dire que
(—b(X)) n’est que (X) le reste de la division Euclidienne de X" *a(X) par g(X) et donc
b(X) = —r(X).

Conséquence 3.1.

Le codage systématique d’un mot (ag, a,, ..., ax_,) €K se fait en représentation polynomiale
par a(X) » c(X) = —r(X) + Xta(X) ou r(X) est le reste de la division Euclidienne de
Xta(X) par g(X) tel que t = d°(g(X)).

Exemple 3.8.

On consideére le code cyclique C(7,4)sur FF,, de générateur g(X) = X3 + X2 + 1 etde

matrice génératrice

1011000 10 1 100 0
[0 10110 0)\._ [0 1 0 (11 0 0
G={p 01 0 1 1 o/=WDouM={, o JJetT={, 1 | ¢
0001011 00 0 101 1
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La matrice normalisé de C est la matrice Gy = (T"M, 1,) ou

100 0 10 1 1011000
L [1 10 0 o (111 (1110100
T==11 11 o)/T M=, | gfpdocén=11 7 900 1 0

01 1 1 01 1 011000 1

Le codage systématique d’un mot a(X) se fait comme suit :

a(X) - c(X) = r(X) + X3a(X) ol r(X) est le reste de la division Euclidienne de X3a(X)
par g(X).

Si on prend a(X) = X3, alors si r(X) est le reste de la division Euclidienne de X3a(X) = X°©
par g(X). En utilisant un registre a décalage circulaire, on trouve que, r(X) = X3+X. Donc
c(X) = X® + X% + X. En fin le codage du mot a = 0001 est le mot code ¢ = 0110001.

3.4 Codes B.C.H et codes de Reed-Solomon
On présente dans cette partie, quelques codes cycliques particuliers utilisés en pratique tel que

les codes B.C.H et les codes de Reed-Solomon.

3.4.1 CodesB.C.H
Les codes B.C.H sont des codes cycliques particuliers qui permettent de prévoit la distance

minimale ( et donc la capacité de correction) avant la construction de ces codes.

Pour obtenir un code qui corrige au moins e erreur on peut choisir un code B.C.H de distance
construire égale a 2e+1 ou a 2e+2. 1l est plus économique de choisir un code B.C.H de
distance construire égale a 2e + 1, on obtient ainsi un polynéme générateur de degré plus petit
et une dimension et un nombre de mots plus grand. On choisit donc dans la suite des codes
B.C.H de distance construite 2e +1.

Un peu d’historique :
1959 : Découverte de ces codes par Hocquenghem
1960 : Découverte par Bose et Ray-Chaudhuri. Peterson prouve leur nature cyclique.

Peterson trouve un premier algorithme de décodage qui sera par la suite revu et généralisé

par d’autres mathématiciens.

1981 : Gorenstein et Zierler généralisent ces codes aux alphabets a p™ (p premier) symboles.

Page | 68



Chapitre 3 Codes cycliques

Proposition 3.4.

Soient C un code cyclique de longueur n sur le corps K =IF,~ des racines ni¢émes de I’unité, de

générateur g(X) de degré t et de racines a; / ie {1,...,t}.

/1 a, a? - al7? al?

. 1 « 2 ... n-—2 n—1 . R

Alors lamatrice H ={ ~ ~2 % " @2 = @2 ° ] ast une matrice de contrdle de C.
1 a a? - al? al?

Preuve.
Eneffetona: c=cycg .....Chq € C < C(X)=co + c1x + =+ + cp_1x" 1€ O(C)

< 3 q(x) € K[X] : c(x)= q(x)g(x) = pour tout ie{1,..., t} : c(o;)= q(a;) 9(at;)=0.
Ce qui donne :

Co+ cragx + -+ cpqal =0 ... (1)

Co+ C1ax + 4 cp_gad 1=0... (2)

Co+ Crapx + 4 cpqal 1=0... (1)

L’écriture matricielle de ce systéme de t équations donne : ¢. H =0 ou H est la matrice

2 n-2 n-1
1 a4 af - o a; \
H= 1 ay a2 - a2 qht?
2 n-2 n—l/
1 at at A at at

qui est une matrice de contréle du code C.
Théoréme 3.4.

Soit  une racine niemes primitive de I’unité sur le corps [F,. Soient C(n, k, d) un code
cyclique de longueur n et g(x) son polynéme génerateur. Si pour un certain entier b= 0 et un
certain entier § > 2, nous avons : g(B?)=g(B>*1)=---=g(BP*4-2)=0, alors d > 5, et Sest

dite distance construite du code C.
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Preuve.
Si c=cycg .....Cp—1 € C un mot code alors c(X)=cq + ¢;x + - + c,_1x" 1 6(C)
Ona: g(B?)=g(B>*1)=... =g(BP*92)=0, alors d’aprés la proposition précédente

la matrice suivante:

1 ﬁb sz ﬁ(n—z)b B(n—l)b \
o= 1 Bb+1 ﬁZ(b+1) ﬁ(n—z)(b+1) 'g(n—l)(b+1)

1 ﬁb+6_2 BZ(b+é‘—2) ﬁ(n—z)(b+6—2) ﬁ(n—l)(b+8—2)/

est une matrice de contrdle du code C. Nous allons montrer que chaque & — 1 colonnes de H,
sont linéairement indépendants sur IF,. On va montrer que chaque matrice carrée
ﬁhb 3jzb 3jwb
B.= ﬁh(b"'l) ﬁfz(b+1) ﬁjw(b+1) \

wW— . . .
pIbHW-1) i (b+w-1) .. ﬁjw(bkw—l)/

d’ordre w < § — 1, extraite de H est de déterminant non nul. En effeton a:

1 1 - 1
. . J1 Jz ... Jw
det(Bw) = ﬁ(h+"'+]w)bdet ﬁ: B : ,8:
plw=1  piw-1)... pglww-1)

=pUr+ +w T], i ckew(BIi = BIK)20,
car pour tout i, k € {1, 2, ...,w} : f/i#B7x. Ainsi le résultat suit.
Définition 3.6.

Un code B.C.H de longueur n et de distance construite &, est un code cyclique de longueur n,
construit sur le corps [F,r corps des racines niemes de I’unité sur IF,, ou r est I’ordre
multiplicatif de 2 modulo n, dont le polyndme générateur est le produit (sans répétition de
facteur) des polyndmes minimaux de 82, B?*1, ..., B2+9=2 ol BeF, est une racine niéme

primitive de ’unité, b un entier strictement positif.

Il existe deux cas importants:
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Si b=1, le code B.C.H est appelé code B.C.H au sens strict.

Si la longueur du code n = 2" — 1, r étant un entier positif, on parle de code B.C.H primitif.

3.4.2 Construction d’un code B.C.H
La réalisation d’un code B.C.H ayant une capacité de correction €, peut se faire de la maniére

suivante :
1. Construire le corps K=IF,~ des racines niemes de 1’unité.
2. Déterminer a I’aide d’un polynéme primitif M, les éléments de K.

3. Choisir (§ — 1 = 2e) racines de puissances successives g2, g2+, ..., P92 du

générateur g (X).

4. Construire g(X) le PPCM des polynémes minimaux des racines g2, g+, ..., pb+9-2,
c.a.d. g(X) = PPCM (Mgo, Mgoss, .., Mpbes—).

Exemples 3.9.

Nous voulons construire un code B.C.H au sens strict de longueur égale a n=5 et de distance
construite égale a § =3 sur [F,. Remarquons que nous sommes en présence d’un code B.C.H

qui n’est pas primitif. Calculons en premier lieu les classes cyclotomiques de 2 modulo 5.

Nous obtenons : Co= {0} ,C;={1,2,3,4}. Donc X>-1=(X-1)( X-B)(X-B?)(X-B3)(X-B*).
Notre choix de § = 3, nous permet de prendre comme générateur le polyndme:
gX)=(X-B)X-B*)(X-B*)(X-B*),

ol B est une racine 5®™¢ primitive de I’unité. Comme le plus petit entier r satisfaisant 5/27-1
est r=4. On en déduit que € IF,4. De plus comme s = % =3, on en déduit que 1’on peut
prendre B = o ol « est un élément primitif de FF,, .On obtient alors :

g(X)=(X-a®) (X-a°) (X-a°) (X-a'?),
5_
en utilisant la construction de FF,4, ou encore g(X)= % nous aurons :

gX)=1+X+X? + X3 + X*.
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Il est intéressant de remarquer que nous avons § = 2e + 1 = 3, comme w[g(X)]=5, on en

déduit que la distance d=5.
Exemple 3.10.

Pour construire un code cyclique de longueur n=7, de capacité e=1, on choisit un code BCH
binaire, de polynéme générateur g(X) qui admet deux racines de puissances successives. On
prend par exemple, g(X) =X3+ X +1, qui admet a, o et a*, comme racines dans le corps des
racines 7°™ de I’unité IK=IF,s=[Fg, dont deux entre eux o, a® sont de puissances successives.
Donc le code € admet comme matrice de contrdle la matrice suivante :
<1 a o o ot o oc6>
H=(1 o2 of of o o9 22|

1 OLB 0(‘6 OL9 (1.12 (115 (1.18

Exemple 3.11.

Nous chercherons a construire un code de longueur n =15 et qui peut corriger jusqu’a e=2
erreurs c.a.d. avec une distance au moins égale a § = 2e + 1 =5. Pour cela, on choisit un
code BCH dont le générateur admet au moins 4 racines successive. On commence par

factoriser le polynome X15-1.

En utilisant les polyndmes cyclotomiques, on obtient la décomposition du polyndme X*°-1 en

produit de polynémes irréductibles sur IF, comme suit :

XB =X -DX?>+X+DX*+ X+ DX*+ X3+ DX*+ X3+ X2+ X + 1).

Polynémes Racines
X—-1 1
X2 +X+1 a®, ol
X*+X+1 a,a?, ot of
X4 + X3 + 1 (17, a11, a13, a14
X*+X3+X2+X+1 al, a8, a’, al?

Table Facteurs irréductible de X*> — 1 et leurs racines.

En combinant ces polynémes, on obtient des codes de distance et de dimension différentes.
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Pour notre casonprend g(X) = (X*+ X + D(X*+ X3+ X%+ X + 1) qui admet

12 . . . . .
o, 02,03, a%,ab 08 0% a " comme racines et parmi eux ils existent 4 racines (o, o2, o3, o)

de puissances successives, donc on peut prendre la distance d au moins égale a 5.

3.4.3 Codes Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon forment un sous-ensemble de 1’ensemble des codes cycliques. En
fait, il s'agit de la sous-classe la plus importante des codes BCH. Ce sont de plus des codes
M.D.S donc optimaux ou ils nécessitent le minimum de redondance pour une capacité de

correction fixée.

L'article sur les codes de Reed-Solomon a été soumis par Irving Reed et Gustave Solomon au
Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics, le 21 janvier 1959 et a été

publié en juin 1960 sous le titre « Polynomial Codes over Certain Finite Fields ».

Les code de Reed-Solomon sont les plus utilisés en pratique, ils sont utilisés dans la
sauvegarde des données, par exemple pour les CD, DVD, dans la communication mobile, les
réseaux sans fils (wireles), les communications satellitaires, les codes a barres

bidimensionnels, la télévision et radio numeériques ainsi que les modems ADSL.
Définition 3.7.

Soit r = 2 .Un code de Reed-Solomon de longueur n = 2" — 1 est un code B.C.H primitif

sur le corps de Galois K = [F,r.
Remarque 3.2.

Tous les éléments non nuls du corps K = FF,+ sont racines du polynéme X2 =1 — 1. En

conséquence, la décomposition sur [F,r de X2 =1 — 1 est la suivante:

X¥-1_1= 1_[ X — ).
uE[Fzr—{O}

Si o est une racine primitive du corps FF,r, on obtient :
X 1-1=X-DX-a)...(X —a)...(x —a?72).

Le générateur de degré t d’un code de Reed-Solomon est donc de la forme :
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gX) = (X —a))(X —a*t)... (X — it ).
Qui admet t racines de puissances successives a!, a'*1, ..., a1,

Pour un tel générateur, le code correspondant a pour dimension k = 2" — 1 — t, de distance

construite§ =t + 1.

Proposition 3.5.

Le code Reed-Solomon a pour parametres :

J Longueur:n = 2" — 1.

o Dimension : k = 2" — 1 —t.

o Poids minimum:d =t+1=n—k + 1.
Preuve.

La longueur n et le dimension k viennent de la définition du code R-S. Pour la distance, on a
d’une part d’aprés le borne de singleton d < n-k+1=t+1, et d’autre part d’apres le théoreme de

la distance construite d > 6=t+1 et donc d=t+1.
Exemple 3.12.
Soit K = Fg, la longueur de code R-Ssur Kestn =23 -1 =7.

Construisons un code R-S qui corrige e = 1 erreur. Donc le générateur g(X) est de degré t =
0—1 = 2e = 2, ladistance d=3 et la dimension du code est k = n — t = 5. On peut prendre
un code R-S au sens strict donc : g(X) = (X — a)(X — a?). Le polyndme primitif est le

polyndéme suivant : M, (X) = X3+ X + 1,donconaura: a® = a + 1, par la suite
gX)=X?>+(a+a> )X +a®=X?+a*X + as.

Le code C admet comme matrice génératrice la matrice G :

/a3 a* 1 0 0 0 O\

0 a2 a* 1 0 0 O0

G=(0 0 a® a* 1 0 0]
0 0 0 a® a* 1 0
0 0 0 0 a® a* 1

Page | 74



Chapitre 3 Codes cycliques

Exemple 3.13.

Soit C le code R-S au sens strict de longueur n=7 et corrigeant e=2 erreurs sur le corps de
Galois Fg= {0, a'/0 < i < 6} et donc de polyndme générateur admet & — 1=t=4 racines

successives a,a?, a3, a* est donné par :
gX)=(X — )X — a®)(X — a®)(X — a*).
Le développement de g(X) donne :
gX)=X*+ (@*+a® +a’+a)X3+ (@ +a*+a>+ DX?’+ (a®+a?+a+1)X +aB
En utilisant la construction du corps [Fg on trouve :
gX)=X*+a® X3+ X? + aX + a3.

Une des matrices génératrices du code C est donc la suivante :

> o 1 o2 1 0 0

G:<1 o> a 1 o 1 0)-

0 0 o2 a 1 o® 1

Exemple 3.14.

Codes R-S pour la sonde spatiale Mariner 10.

Le 3 novembre 1973, la sonde spatiale Mariner 10 est lancée avec succes, elle avait pour
mission le survol de la planéte VVénus et de la planéte Mercure.

Types de capteurs utilisés : deux caméras moyen angle avec enregistreur numérigue,
radiomeétre infrarouge, plasma solaire, particules chargées, champs magnétiques, spectromeétre
a ultraviolets, occultation radio et mécanique céleste.

Aprés le survol de Vénus, la sonde se dirige vers Mercure. Elle réussit a réaliser 3 passages,
accumulant de nombreuses photos d'une qualité sans précédent, et permettant de comprendre
certains mysteres de Mercure. Mariner 10 devient ainsi la premiére sonde a observer Mercure.

Le code utilisé par la NASA pour la sonde spatiale Mariner 10 est un code Reed-Solomon
dont les parametres sont les suivants :

Le corps K = F,s = 56,
La longueur n=28-1= 255,

Le générateur g(X) = [1112<i<143(X — &), avec t =d°( g(X)) = 32,
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La dimension k=n-t=223,

La distance d=t+1=33,

La capacité de correction e = [%] = 16.

La sonde spatiale Mariner 10
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Chapitre 4 Décodage des codes cycliques.

Introduction

Les méthodes de décodage des codes cycliques peuvent étre classées en deux grandes
catégories : les méthodes a base de syndromes et les méthodes a base d'algorithmes de
recherche. Les méthodes a base de syndromes exploitent les syndromes, qui sont des
indicateurs de I'existence et de la localisation d'erreurs dans le message recu. Les syndromes
sont obtenus en comparant le message recu avec les motifs cycliques prédéfinis. Les
méthodes a base d'algorithmes de décodage tels que I'algorithme de Meggitt, I'algorithme de
piégeage d’erreurs, I'algorithme de Transformation de Fourier Discréte et l'algorithme de
Peterson-Gorenstein-Zierler sont utilisés pour déterminer les erreurs et les localiser dans le

message, permettant ainsi leur correction.

En résumé, les méthodes de décodage des codes cycliques jouent un rdle crucial dans
la garantie de la fiabilité des données transmises et stockees. Elles utilisent des techniques
mathématiques avancées pour détecter et corriger les erreurs, améliorant ainsi les
performances des systémes de communication et de stockage. Que ce soit en utilisant des
méthodes basées sur les syndromes ou des algorithmes de recherche, le décodage des codes
cycliques demeure un domaine de recherche essentiel pour assurer l'intégrité des données

dans un large éventail d'applications technologiques.

4.1 Décodage par syndrome polyndmial.
Soit le code cyclique C(n, k, d) sur le corps [F, = FF,r, corps des racines niemes de 1’unité sur

FF,, , de polyndme générateur g(X) avec deg(g (X)) = t. Soit e la capacité de C et y(X) €
Fq[X]/< X™ —1 >.Ondit que y(X) est un mot regu dont I’erreur est £(X), si w(e(X)) <e
et s’il existe c(X) € C tel que y(X) = c(X) + ¢(X).

4.1.1 Syndrome polynémial.
Définition 4.1.

On appelle syndrome polynémial (ou syndrome) d’un mot y(X) € F,[X]/< X" -1 >,

qu’on note S(y(X)), le reste de la division Euclidienne de y(X) par g(X) dans F,[X].

Page | 77



Chapitre 4
Décodage des codes cycliques

Proposition 4.1.
Soit un mot y(X) € F,[X]/< X™ — 1 > alors y(X) € C si et seulement si g(X) divise y(X)

dans F,[X] c.ad. y(X)eB(C) < S(y(X)) = 0.
Preuve. Soit y(X)e8(C) < I y(X) e Fq[X]: y(X) = q(X)g(X)

< le reste de la division Euclidienne de y(X) par g(X)=0
< SyX)) =0.

Définition 4.2.
Un registre a décalage est une chaines d’éléments de mémoire. Un décalage linéaire
transfere le contenu de chacune des cellules vers la cellule qui la suit immédiatement. Apres

un décalage le contenu de la premiére cellule est zéro.

Entrée Sortie
—> —> —> > > —>

Fig 4.1 registre a décalage linéaire
Par convention les décalages s’effectuent de la gauche a la droite.

Dans la pratique, les calculs dans F,[X], en particulier les divisions , s’effectuent au moyen
de registres a décalages circulaire comme dans le schéma suivant qui représente un circuit a

décalage circulaire de la divisions Euclidienne d’un polynéome y(X) = Z’; o YiX ¢ par un

A t i
polynéme g(X) = > _ g:X":

b
!

Yo Vi Vot Va-t#1 Va-t+1 Vi1 Vn

Fig 4.2 Circuit a décalage circulaire de la divisions Euclidienne.

Un bref apergu sur les registres voir I’annexe (Appendice page 123).

Page | 78



Chapitre 4
Décodage des codes cycliques

4.1.2 Algorithme de décodage par la méthode de syndrome polynomial.
Soit C(n, k, d)un code cyclique sur Fy avec une capacité de correction égale a e. Si y(X)

est le mot regu, alors 1’algorithme de décodage est le suivant :

» Calcul du syndrome du mot recu S(y(X)) avec un registre a decalage circulaire.
» Trouver I’erreur £(X) qui correspond au syndrome S(y (X)) et de poids
W(S(X))S e.

» Soustraction de I’erreur au mot regu, le mot envoyé est c(X) = y(X) — (X).
Exemple 4.1.

Soit le code cyclique €(7,4) sur F, de polyndme générateur g(X) = X3 + X2 + 1, et soit le

mot recu y = 0011001 en représentation polynomiale y(X) = Zfzo y Xt = X%+ X3+ X2

) 4 ) 4
A 4
> — = * » > » > o
N N
Yo ¥i Yz ¥z Va Vs Vs
Fig 4.3 Registre a décalages circulaire
Nombre ao a; a, as ay as ag
décalage
0 0] 0 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1
2 0 0 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 1 0 1
4 0 0 0 0 1 1 1
Reste 7o 7 Ty

Tableau 4.4 Tableau des syndromes.

Alors: S(y(X)) =nX?*+nX+r=X>+X+ 1.
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Les syndromes des erreurs de poids 1, sont calculés dans le tableau suivant :

e(X) S(e(X))
X6 X2+X
X5 X+1
X4 X2 +X+1
X3 X2+1
X2 X?

X X

1

Tableau 4.5 Tableau des syndromes-

Cherchons Ierreur £(X) de poids w(e(X)) = 1 et de syndrome S(e(X)) = X? + X + 1 dans le
tableau des syndromes, on trouve le mot erreur est £(X) = X* et le mot (polyndme) envoyé
est: C(X) =y(X) +e(X) = X6+ X* + X3 + X2, et le mot envoyé ¢ = 0011101.

4.2 Méthode de décodage de Meggitt.

Cette méthode tire son nom de l'ingénieur britannique Jack K. Meggitt, qui a développé
cette approche dans les années 1960. Elle s’applique aux codes cycliques binaires, mais elle
peut se généraliser au cas non binaire. L’idée de base consiste en I’utilisation de la cyclicité
du code pour reteindre la table des syndromes et permettre des calculs récursifs. Le décodeur
de Meggitt effectue un décodage symbole par symbole. On corrige d’abord une composante
erronée du mot recu au moyen de la méthode décrite ci-dessous, puis on applique de nouveau
la méthode au nouveau mot recu ainsi obtenu.

La méthode de Meggitt se distingue par sa capacité a détecter et a corriger plusieurs
erreurs dans les codes cycliques, ce qui en fait une approche assez performante pour les
environnements a forte distorsion. Cependant, il convient de noter que la méthode de Meggitt
peut étre complexe a mettre en ceuvre en raison des calculs impliqués et de la nécessité de

manipuler les générateurs de syndromes.

Les opérations a effectuer sont le shift et le calcul de syndrome on peut les réaliser au

moyen de registres a décalage circulaire.
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Un autre avantage de cette méthode réside dans le fait qu’on remplace le tableau de
déchiffrement qui comporte tous les mots erreurs et tous les syndromes, par un autre tableau
ou ne figurent que les syndromes des mots erreurs dont le dernier symbole est erroné. On

gagne ainsi beaucoup d’espace mémoire et de temps.

4.2.1 Suite des syndromes polynomiaux

La proposition suivante montre que les j*®™ shifts du mot regu et de ’erreur correspondante
ont le méme syndrome polynomial.

Proposition 4.2.

Soit &(X) le mot erreur du mot regu y(X). Alors, pour tout entier j, 0 <j<n-—1:

1. le mot X’y(X)) est un mot regu dont I’erreur est X’ &(X).
2. S (X &(X)) =S (X y(X)).

Preuve.

1. De y(X) =c(X)+&(X), avec c(X) e 0(X), on déduit X/y(X) = X/c(X)+X’ &(X). Le code C
étant cyclique, on sait que X/ c(X) e 6(X). D’autre part w(X’ &(X)) = w(&(X)), car la
multiplication par X’ ne modifie pas le poids d’un mot. L’égalité précédente montre que

X7 &(X) est le mot erreur du mot recu X’y (X).

2. |l existe c(X) multiple de g(x) dans F,[X]/<X™ — 1> tel que y(X) = c(X)+&(X), on obtient
donc dans F,[X]/<X™ — 1> une relation de la forme X’y (X) = X/ c(X)+X’ &(X). Ceci
implique, dans FF,[X], une égalité de la forme X/ y(X) = X/ c(X)+X/ &(X) + b(X)(X™ — 1).
puisque g(X) divise (X™ — 1) dans FF,[X], on voit que X’/ y(X) = X’ &(X) modulo g(X), ce
qui montre que X’y (X) et X’ &(X) ont le méme reste dans la division par g(X), c.a.d. le méme

syndrome.
Remarque 4.1.

On voit donc d’aprés (b), que si I’on trouve S (X’y(X)) dans une table de syndrome indiquant

I’erreur correspondante, on peut retrouver X7€(X) et donc aussi I’erreur €(X).

La proposition suivante montre comment on peut calculer S (X’y(X)) a partir de S (y(X)) de

maniére récursive.
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Proposition 4.3.

Avec les notations de la proposition précédente, soit (S;(X)) ey la suite des polynomes de

F,[X]/< X™ — 1 > définie par :

{ So(X) = S(y(X))
Sje1(X) = S(XS5;(X))

Alors pour tout entier j, 0 < j <n—1,0na:S;(X) = SX7y(X)).

Preuve.

Pour j = 0, la propriété est vraie par définition : So(X) = S(y(X)) = S(X°y(X)).
Démontrons la pour j = 1,

Soit q(X) le quotient de la division de y(X) par g(X) dans FF,[X]. D’aprés la définition du
syndrome, on obtient : y(X) = g(X)q(X) + S(y(X)), ceci implique

Xy(X) = Xg(X)q(X) + XS(y(X)) ...(1)

Soit I’application ¢: F,[X] - F,[X]/< X™ — 1 > qui associe chaque polyndéme de F,[X]

avec son reste de la division Euclidienne par X™ — 1.

Soit q'(X) le quotient de la division Euclidienne de XS(y(X)) par X™ — 1 dans F,[X].
Ontrouve : XS(y(X)) = q'(X)X" = 1) + o(XS(y(X))).

Remplagons dans (1); Xy(X) = Xg(X)q(X) + q'COX™ = 1) + o XS(y(X))).
Puisque g(x) divise X™ — 1, on obtient : Xy(X) = @(XS(y(X)))modg(X).

Soit ¢" (X) le quotient de la division Euclidienne de Xy(X) par X™ — 1,
XyX)=q"(X)X™ - 1) + ¢(Xy(X)). Comme g(X) divise X™ — 1, on obtient :

Xy(X) = ¢(Xy(X))modg(X). Dot ¢(XS(y(X))) = ¢(Xy(X)) modg(X).

Ceci montre que @(XS(y(X))) et ¢(Xy(X)) ont le méme reste de division par g(X) et donc
le méme syndrome. Cela signifie que XS(y(X)) et Xy(X) calculés modulo X™ — 1 ont le
méme syndrome. i.e. S(XS(y(X))) = S(Xy(X)). D’ou §;(X) = S(Xy(X)). Supposons que le
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résultat est vrai pour j = k, c.a.d. S, (X) = S(X*y(X)), et montrons le pourj = k + 1.

D’apres la définition de la suite, on a :

Ses1 () = S(XS, (X)) = S (Xs(xky(X))) = 5(XS(y(X))) avec y,(X) = X*y(x).
En appliquant le résultat pour j = 1 a y, (X), on trouve

SXS(X))) = S(Xy (X)) = S(X. X*y (X)) = S(X**1y(X)). Cela achéve la

démonstration par récurrence.

4.2.2 Algorithme de décodage de Meggitt
Soit (T) la table des syndromes des erreurs dont la composante d’indice n — 1 est erronée. Soit

c(X) le mot envoyé, y(X) le mot recu , et &(X) le mot erreur avec w(e(X)) < e.

La suite S; (X) est définie comme dans la Proposition 4.3. L’algorithme de décodage de Meggitt

est le suivant :

Calcul de S(y(X)).
Si S(yk(X)) = 0 alors y(X) = c(X) et I’algorithme se termine.

w e

Sinon ;
e On cherche le plus petit entier non nul j tel que S;(X) se trouve dans la table (T).
e Corriger la composante d’indice n — 1 — j de y(X), soit y'(X), le nouveau mot obtenu.

4. Repartir au début de 1’algorithme avec y'(X).

Exemple 4.2.
Soit €(7,4,3) le code de Hamming 1-correcteur de polyndme générateur g(X) = X3 + X + 1.
La table (T) des syndromes des erreurs dont la composante d’indice 6 est égale a 1 se réduit

au tableau suivant :

Erreur Xxe

Syndrome X2 +1

Tableau 4.6 Tableau des syndrome (T")
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Soit y(X) = X® + X> + X*,le mot recu, donc le syndrome de y(X) est égale a S(y(X)) = X?
ne figure pas dans la table (T), On cherche le plus petit entier non nul j tel que S;(X)e(T),
c.ad. tel que S;(X) =S (Xfy(X)) = X2 + 1, on trouve que j = 4. Il y a donc une erreur en
positionn —1 —j =7 —1 —4 = 2. Avec I’hypothése que la capacité de correction égale a 1
n’est pas dépassé, I’erreur est £(X) = X2 et le mot envoyé est c(X) = y(X) + (X)) = X° +
X5+ X* + X2

Exemple 4.3.

Soit C(15,7,5) le code cyclique avec polyndme générateur g(X) = 1 + X* + X° + X7 + X8.

Alors la liste des polyndmes erreurs &(X) avec w(e(X)) < e = 2 et leurs syndromes est la

suivante :

&(X) 5(e(X))

xi X3+ X5+ X6+ X7
X+ Xt X2+ X3+ X"+ X7
XM+ X" X+X*+X°+X7
X+ xt T+X2+X*+ X5+ X6+ X7
X1+ x10 X+X?+X3
X+ x° 1+X+X3+X*+X7
X'+ x8 1+X3+X*+Xx°
X+ X7 X3+ X° +X°
X+ x° X3+ X+ X7
X1 4 x5 X +X0+X
X+ x* X34+ X*+ X+ X6+ X7
X"+ x3 X5+ X0+ X7
X"+ x? X+ X3+ X+ X6+ X7
X" +X X+X3+X°+X6 4+ X7
X +1 1+ X3 +X°>+ X0+ X7

Tableau 4.7 Tableau des syndromes (T") pour le code €(15,7,5)

Soity(X) = X2+ X0+ X%+ X7 + X* + 1 le mot regu.
En utilisant un registre & décalage circulaire, on calcule le syndrome du mot regu on

trouve : S(y(X)) = X° + X*+ X3 + X2 + X.
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On remarque que S(y (X)) ne figure pas dans la table, cherchons le plus petit entier j tel que
S;(X) soit dans la table (T"). On trouve j = 2, car apres calcul on trouve

S(X2y(X)) = X7 + X+ X° + X* + X3 = S(X™* + X*).
L’erreur associée au mot X2y (X) est X?s(X) = X** + X*, d’ou le mot erreur associée au mot

yX)este(X) =X2+X2.Douc(X)=yX)+e(X) =X+ X+ X" +X*+X? + 1.
4.3 Décodage par piégeage d’erreur

Le décodage par piégeage d'erreur, également connu sous le nom de "Error Trapping
Decoding" en anglais, est une approche utilisée pour decoder les codes correcteurs d'erreurs, y
compris les codes cycliques. Cette méthode vise a détecter et a corriger les erreurs dans les
données en identifiant et en isolant les erreurs potentielles a l'aide de techniques de syndromes
et de calculs itératifs. Le décodage par piégeage d'erreur est particulierement efficace pour les
codes cycliques, car il exploite leurs propriétés spécifiques pour améliorer la correction

d'erreurs.

4.3.1 Principe de la méthode de piégeage d’erreurs

Soit C(n, k) un code cyclique e-correcteur sur le corps [F,, de polyndme générateur g(X).
Supposons que c(X) € C le mot transmis et y(X) = c(X) +&(X) est le mot recu, ou e(X) est
le mot erreur, avec le poids w(e(X)) < e. La méthode de décodage par piégeage d’erreur est
une modification de la méthode de Meggitt, il s’agit de déplacer par décalage circulaire, c'est-
a-dire « piéger » en quelque sorte, les composantes non nulles de ’erreur sur certaines
positions. On considére un code binaire (on peut généraliser au cas non binaire), et on suppose
comme cité ci-dessus, que le nombre d’erreurs ne dépasse pas la capacité de correction e.

Le principe du décodage par piégeage d’erreur s’appuie sur les résultats suivants :
Lemme 4.1.

Soit €(X) le mot erreur du mot recu y(X), Si d°(e(X)) <n—k—1alors:
e(X) = S(y(D).

Preuve.

Dans Fq [X]/< X" —1>onay(X) = c(X) + £(X), avec £(X) €C, soit encore dans Fy [X]
y(X) = a(X)g(X) + e(X) + b(X)(X™ — 1). Puisque g(X) divise X™ — 1, on trouve y(X) =
dX)g(X) + e(X).
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Sid°(e(X)) <n—k—1,alors d’aprées I’unicité de reste dans la division par g(X), on
obtient S(y(X)) = e(X).

Lemme 4.2.

Soit e(X) le mot erreur du mot recu y(X) , alors w(S(y(X)) < e si et seulement si S(y(X)) =
e(X).

Preuve.

La division dans Fq [X] de y(X) par g(X) s’exprime par y(X) = g(X)a(X) + e(X).

Les conditions sur le degré des polyndmes intervenant dans cette égalité, font que celle si

egalement verifiée dans FFy [X]/< X" — 1 >. La décomposition d’un mot regu comme somme
d’un mot du code et d’un mot de poids inférieur ou égal a e est unique. Donc si w(S(y(X)) <
e, alors S(y(X)) = &(X). Réciproquement si S(y(X)) = e(X), alors o (S(y(X)) < e puisque le
poids de I’erreur est au plus e.

Théoreme 4.2. Soit e(X) le mot erreur du mot regu y(X).

Sijestunentier 0 <j<n-—1telque w(S(X’y(X)) < e, alors e(X) = XIS (ij(X)).
Preuve.

Soity, (X) = X'y(X), c’est le mot erreur du mot recu dont I’erreur est £, (X) =
Xle(X).d’aprée le lemme 2.15.2, si w(S(y;(X) < e, alors S(yl(X)) =g (X), c.-a-d.

S (Xiy(X)) = XJg(X) donc £(X) = XTIS(Xy(X)).
Théoreme 4.3.

Soit e(X) le mot erreur du mot recu y(X). Si e(X) = X'e; (X) avec
d°(g;(X)) <n—k—1,alors w(SXJy(X)) <e.

Preuve.

D’aprés le lemme 2.15.1, comme d °g;(X) < n—k—1alors & (X) = X Te(X) =
S(Xy(X)). On pose y;(X) = XTJy(X) donc &, (X) = S(y,(X) d’aprés le lemme 2.15.2 on
trouve w(S(y; (X)) < e alors w(S(XJy(X)) < I
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4.3.2 Algorithme de décodage par piégeage d’erreur

Soit y(X) le mot regu, €(X) le mot erreur avec w(e(X)) <e.
1. Calcul de S(y(X)).
2. Sis(y(X)) = 0alors &(X) = 0.
3. Sinon,
e Siw(S(y(X)) <ealors e(X) = S(y(X)).
4. Sinon on cherche le plus petit entier j tel que w(S (ij(X))) < e, alors £(X) =
XTIS(Xy(X)).
5. Le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X).

Exemple 4.4.

Soit le code € (7,4, 3) sur [F,, Soit g(X) le polyndme générateur, g(X) = X3 + X2 + 1,
Soity(X) = X° + X3 + X, le mot recu. Le syndrome est le reste de la division y(X) par g(X).
Ona:y(X) = (X3 + X2 + 1D(X2 + X) + X2, donc S(y(X)) = X2 et (s(y(x))) = 1. En
supposant que la capacité d’erreurs n’est pas dépassée, I’erreur est €(X) = S(y(X)) et le mot

transmis estdonc : c(X) = y(X) —e(X) = X> + X3 + X? + X.

Exemple 4.5.

Soit le code C(7.4,3) sur F,. Soit le polyndme générateur g(X) = X3 + X + 1.

Soity(X) = X> + X* + X2, le mot regu. Le syndrome est le reste de la division de y(X) par
gX).Ona:yX)=X3+X+1DX?+ X+ 1)+ (X*>+ 1) Donc S(y(X)) = X? + 1 et

W (S(y(X))) = 2. Puisqu’on suppose que le poids de I’erreur est au plus 1, S(y(X)) # e(X).
Comme S(Xy(X)) = 1, alors le plus petit entier non nul j tel que w (XjS(y(X))) <lestj=
1. Donc le mot erreur est e(X) = X 1S(Xy(X)) = X1 x 1 = X"t =X°.

Donc £(X) = X®, et le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X) estc(X) = X® + X° + X* + X2,
4.4 Décodage algébriques des codes B.C.H

Le décodage algébrique des codes BCH est une méthode qui repose sur des concepts
et des techniques algébriques avancées pour localiser et corriger les erreurs, en exploitant les

propriétés caractéristiques des codes BCH.

Voici un apercu du decodage algébrique des codes BCH :
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1. Propriétés des codes BCH : Les codes BCH sont construits a partir de polynémes
cyclotomiques et ont la propriété remarquable de posséder des distances minimales
relativement élevées. Cela signifie qu'ils peuvent détecter et corriger un grand nombre
d'erreurs. lls sont souvent utilisés dans les systémes ou la fiabilité des données est cruciale,
tels que les systémes de stockage et les communications.

2. Syndromes et génerateurs de syndromes : Les syndromes sont des vecteurs associés a
des erreurs spécifiques dans les données recues. Les générateurs de syndromes sont des
polynémes qui permettent de calculer ces syndromes. Le processus de décodage
commence par le calcul des syndromes a partir des données regues.

3. Localisation d'erreurs avec les polynémes locaux : Une caractéristique clé des codes
BCH est l'utilisation de polynémes locaux pour localiser les erreurs. Ces polyndmes
permettent de déterminer les positions ou les erreurs sont susceptibles de se trouver. Les
positions d'erreurs probables sont appelées "positions d'erreur candidates™.

4. Localisation précise d'erreurs avec les équations de localisation : Les équations de
localisation sont des relations algébriques qui associent les syndromes aux positions
d'erreur candidates. En résolvant ces équations, il est possible d'obtenir des informations
plus précises sur les positions d'erreurs et leurs valeurs.

5. Correction d'erreurs avec les équations de correction : Les équations de correction sont
utilisées pour calculer les valeurs correctes des bits en fonction des positions d'erreurs
identifiées. En appliquant ces équations, les erreurs peuvent étre corrigées, ce qui permet
de récupérer les données d'origine avec une grande précision.

6. Itérations et raffinements : Dans certaines situations, des itérations et des raffinements
peuvent étre nécessaires pour améliorer davantage la correction d'erreurs. Cela peut
impliquer de répéter les étapes précédentes avec des informations mises a jour pour

parvenir a une solution plus précise.

Le décodage algebrique des codes BCH nécessite une compréhension approfondie des
propriétés algébriques des codes et des techniques de manipulation de polynémes. Cette
méthode est généralement plus complexe que les méthodes de décodage basées sur les
syndromes, mais elle offre une excellente capacité de correction d'erreurs, ce qui la rend trés

utile dans des contextes ou la fiabilité des données est primordiale.
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4.4.1 Syndrome, localisateur et polynéme localisateur
Soit C(n, k) un code BCH, de générateur g(X) admettant 5 — 1 = 2e (ou e est la capacité de
correction et § la distance construite) racines successives ), b <j < b+ & — 2, b un entier

non nul. Soit v le poids de l'erreur c.a.d. v = w(&(X)), avec v <e.
Définition 4.3.

Siy = Yo, V1, -»Vn_1) €St le mot recu, £ = (&), &, ..., &.—1) le mot erreur de poids v tel que

v =w(&(X)) < e, et Hlamatrice de contrble du code C. Alor le syndrome de y est :
S =y = H® donné par :
S:( ?=—01yi13bi, ln=—01yi,3(b+1)i,___' ln=—01yi'3(b+23—1)i)’
s5j=Lio viB" =y(B)), b<j<b+é6-2

Le syndrome se calcule en cherchant les valeurs de y(X) pour les § — 1 racines successives

B’ du polynéme générateur g(X).
Définition 4.4.

On appelle localisateur de la position i, I'élément X; défini par X; = B¢ pour0 <i<n-—
1.

On note I I'ensemble des positions de l'erreur, I = {i,0 < i <n —1,&; # 0}, alors
v = card(l).
* On appelle valeur de I'erreur dans la position i, I’élément Y;, tel que Y; = &,.

Définition 4.5. On appelle polyndme localisateur de I'erreur, le polyndéme o(X) définie

par :

o(X) = H(1 —X.X)

i€l
Par définition du polyndme localisateur, ces racines ne sont que les inverses des localisateurs.

Remarque 4.2.

Soit y(x) un mot recu avec une erreur e(X) de poids w(e(X)) < e, alors :
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y(X) = c(X) + &X),avecc(X) € C.Ona:

Pour tout i € {b,...,b + 8-2}:y(B") = c(B?) + &(B) = e(BY), avec B une racine nieme

primitive de I'unité. En d'autres termes, le mot recu et le mot erreur ont le méme syndrome.

s =y(87) = (8’)
Sj = i)’i (ﬁj)i = nZ_ & (ﬁj)i

_ Z () = Z VX!

i€l i€l

Donc s =Y. YX,b<j<b+2e—1

Avec X; = BletY; = g, etles S;, sont calculés a partir du mot regu y.

Ces équations sont non linéaires, elles ne peuvent pas étre résolues directement, elles
nécessitent l'utilisation de variables intermédiaires qui peuvent étre calculées a l'aide du

syndrome et qui permettent de déterminer les positions de I'erreur.

4.4.2 Principe de décodage des codes B.C.H

La méthode de décodage algébrique ou de Peterson, Gorenstein et Zierler se déroule en
trois étapes :

1. Calcul du syndrome du mot regu.

2. Détermination des positions de l'erreur.

3. Calcul de la valeur de I'erreur aux positions trouvées.

e Détermination des positions de I'erreur

Pour déterminer les positions de I'erreur, il suffit de déterminer les localisateurs, pour le faire

il suffit de déterminer les racines du polynéme localisateur.
le polyndme localisateur o (X) est de la forme :
oX)=0,X"+0,_ X" 1+t X+1 (1)

Il s'agit dans un premier temps de déterminer les coefficients du polyndéme localisateur de

I'erreur.
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o(X) =1 —-XX)...(1 = X,X)

En multipliant les deux membres de I'équation (1) par YiXij“’ et en remplagant X par X;*

I'équation devient
o, X'+ o XV + e+ o X7+ 1 =0,
VX! (0,X70 + 0y XV 4+ 0 X7 4+ 1) = 0,
Yi(o, X! + 0y X+ o+ o X+ XY = 0,
En sommant sur i,1 < i < v, on obtient
v V(o X! + o X 4+ o X+ X)) = 0,
0y NEoa Yik] + 0y g T VX[ b o B X4 S X! =0,
Etdonc : 0,S; + 0y—1Sj41 + "+ 01Sj1p-1 + Sj4r = 0.
L'équation devient finalement
0,8; + 0p-1Sj41 + -+ 015j4p-1 = —Sj40-

Par la définition du syndrome tous les S; sont connus pour b < j < b + 2e — 1, de plusona

v < e d'ou le systeme suivant.

Sb Sbs1 * Spyv-1 Oy —Sptv
Sb+1  Spb+z b Sb+v Ov-1 — —Sbtv+1 )
Sb+v—1 Sb+v Sb+2v—2 01 _Sb+2v—1

Ce systeme admet une solution unique. Donc les coefficients du polynéme localisateur sont
déterminés par la résolution du systeme (I). Les coefficients du polynéme localisateur de
I'erreuro, 04, ..., 0, SONt Maintenant connus, il s'agit de déterminer les localisateurs de

I'erreur.

Soit (X)) = 0,X” + 0,1 X"~ 1 + --- 4+ 0, X + 1. Par définition, les racines de o (X) sont les
inverses des localisateurs c.a.d. les X; ! avec X; = B’ et i € I. Parmi tous les éléments de F,r,

on cherche ceux qui sont racine de (X). On cherche les éléments B! de Fpr, tel que
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a(BY) = 0.0ra(BY) = 0 si et seulementsi ,_; # 0. Donc a(B) = 0 si et seulement sin —
i est une position de l'erreur.

e Calcul de la valeur de I'erreur aux positions trouvees

Les localisateurs X; sont maintenant connus, il reste a résoudre le systéme suivant:
v
j _ .
Zyixi =S,b<j<b+2e—1
i=1

On prend b=1 sans perte de généralitéet 1 <j < v:

X; Xz - X\ Y\ /S
X2X3 X2\ Y| _[Se n
Xy xyoxy/ A%/ \s,

La matrice du systeme (1) est une matrice de Vandermonde. Si le poids de I'erreur est v, alors
les localisateurs X;, X5, ..., X,, sont non nuls et distincts. D’aprés le théoréme sur les matrices
de Vandermonde, la matrice du systeme est inversible et le systéme admet donc une solution

unique.

4.4.3 Algorithme de décodage algébrique des codes B.C.H
Soient y(X) le mot recu, £(X) le mot erreur, avec w(s(X)) = vet g2, B+, ..., B2+9-2 avec

b >0, les § — 1 = 2e racines du polyndme générateur.

1. Calcul des composantes du syndrome a partir du mot regu, S; = y(ﬁf) pour tout j

b<j<b+2e—1.

2. Résoudre le systeme (I) afin de déterminer les coefficients du polyndme localisateur de
I'erreur, 04, 05, ..., 0, €t ainsi le polyndme localisateur o (X).
3. Déterminer les localisateurs de l'erreur X; = 5,1 < i <wv, tel que (") = 0, avec
,Bie]Fpr. alors ¢ # 0, l'indice i est une position de I'erreur.
4. Substituer les valeurs de X4, X,, ..., X,, trouvées, et résoudre le systéeme (II) pour
déterminer les valeurs de l'erreur, Y; = ¢;,1 < i <.

5. Correction de I’erreur et trouver le mot transmis c(X) = y(X) — &X).
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Exemples 4.6.

Les deux seuls codes BCH avec n=7 sont le code de répétition pure C(7,1) avec e=3 et le code

de Hamming C(7, 4) avec e=1.

1) Exemple 4.6.1. Soit C(7,1) un code BCH binaire de polyndme générateur :

g(X) =(X3+X+1) (X3+X?+1) et soit y(X)= a®X5+ aX® le mot regu contenant v=2 erreurs, tel

2 43 44 45 oy 6
,a,a,07,0

que les racines successive de g(X) sont a,o.
Le polyndme localisateur 6(X)= 62X*+61X+1
1. Calcul du syndrome S=(51, S2, S3, Sa, S5, Se)

K=F," le corps de racine 7™ de I’unité sur [F2, avec r=min{t ,n=7/2"-1}=3 et donc K=F,*=Fs.

Si a est une racine primitive de K alors, K={0, a‘/0 < i < 6}. Le polyndme primitif de KK est
le polyndme M,(X)=X3+X+1. On a My(«)=0 donc a’=a+1, a*=a?+a, o®>=0+o+1, ab= o+1 et

a/=1. Le syndrome est donné par : sj=y(cl), 1 < j < 6 alors :

Si=y(a)=aS+o=a+a’+1=0°
So=y(a?)=0t+at=1+0*=0’+a+1=0"
Ss=y(0®)=0P+a®= ab+o2= a2+1+ o2=1
Sa=y(a*)=a®+0?!= oa®+1= a?+a+1+1= o’
Ss=y(a®)=0?+0?%= o*+0d= o?+o+ a+a+1=1

Se=y(0®)=0*8+0*!= ad+a®=0
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

Les coefficients o2, 61 sont les solutions du systeme :
51 52 02) — (Ss3
(52 53) (01) - (54) (I)

e (s ()= elerre st @

En résolvant ce systéme on trouve 61= o et 62= o*.
Le polynéme localisateur est donc 6(X)=02X?+ 61X+1= a*X?+ aX +1

Cherchons les racines de o(X) dans le corps Fg, on a : 6(0) #0, 5(1) #0
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o(a)=ab+a?+1=a?+1+a?+1=0

o(0?) =+’ +1=o+to® +l=a+1l+a+1=0

Donc les racines sont o et a? donc les localisateurs sont Xs= o~ ?=a> et X,= o~ 1=a®.
3. Calcul des valeurs des erreurs yi=gi

On résoudre le systeme :
() =)

(59 %) =(9) e {5352 J:r fsi - 0;55 ((12))

Aprés résolution du systéme dans le corps Fs, on trouve : ys=a et ys= o’.
Donc le mot erreur est : £(X)=aX>+a?X5=y(X) et le mot envoyé est ¢(X) = y(X)+ &(X) = 0.
2) Exemple 4.6.2. Le code de Hamming C(7,4) ave e=1

Soit C(7, 4) un code BCH binaire sur le corps K=Fg, de polyndme générateur : g(X) =X3 +
+X+1 =(X- a)(X- o2 )(X- o*), qui admet 2 racines successives a et 0. Soit y(X)=1+ X+X? le

mot recu avec une erreur (c.a.d v=1), le polynéme localisateur est de degré 1 : o(X)= o1 X+1.
1. Calcul du syndrome S=(s, s2)

s;=y(o)= 1+ato?= al+a?=0® et s,=y(0?)= 1+ o®+a’*= o,
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

On résout ’équation : $161= S < a°c1= o® <> o1= a°. Le polyndme localisateur o(X)= o®X+1,
qui admet une seule racine a? et donc le localisateur est X5 = o®. Il y a une erreur en position
i=5.

3. Calcul de la valeur de ’erreur

Comme on considérer que les erreurs sont dans le cops IF, (binaire), alors la valeur de cette

erreur est Ys=1. Le mot erreur est : g(X)=X",
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4. Le mot envoyé
Le mot envoyé est c(X)=y(X)+ e(X)= 1+ X+ X2 + X°.
Exemple 4.7.
Soit C(15. 7) un code BCH sur le corps F,+ = ;¢ , de polyndme générateur :
g(X) =(X*+X+1)(X*+X3+X?+1) qui admet a,0,0®,0* comme racines successives.
Soit y(X)= X?>+X8 le mot recu contenant v=2 erreurs.
1. Calcul du syndrome
Le syndrome S=(s1,52,53,54)
K le corps de racine 15™ de I’unité K=F,. F16={0, a’/0 < i < 14}.
Le polynéme primitif de K est le polynéme M,(X)=X*+X+1. On a : M,(0))=0 donc o*=0+1
Donc : o°=c?+a; ab=a+a?; a'=0c+o+1; of= 0?+1; a*=al+a?; a%=o?+o+l;
all=od+02+ o al?= o2+1; al¥=o+ al+at+l; al= o+1.
Onasj=y(a), 0 < j < 4.
s1=y(a)=0+at=1
s2=y(a?)=a*+a®=0+0=1
sa=y(03)=a+024= 0B+00= of
ss=y(a*)=0B+0%= aB+a?=1
2. Calcul du polynéme localisateur et des localisateurs

Le polynéme localisateur o(X)=c2X?+ o1X+1. Les coefficients o2, c1sont les solutions du

systeme
G D= o

5 1=
(] Ofs)(ii)=(°i)©{§f++§salz 1 ((12))
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Apres résolution du systéme dans le corps Fg, on trouve : 61=1 et 52= 0%, 6(X)= alX?+X +1.
On peut vérifier facilement que les racines de o(X): sont o’ et ol°.
Donc les localisateurs sont Xz = a® et Xg = .
3. Calcul de la valeur de I’erreur
Si on considérer que les erreurs sont dans le cops F, (binaire), alors g(X)=X>+X8.
4. Le mot envoyé
Le mot envoyé est c(X)=y(X)+ e(X)= X2+X8 + X>+X8 =X?+X5.

4.5 Méthode de décodage des codes Reed-Solomon par transformation de

Fourier discrete

4.5.1 Transformation de Fourier discréte sur un corps fini

Soit F un corps fini de caractéristique p et o une racine primitive du corps KK des racines
niémes de l'unité sur F, soit a(X) = ¥4 a; X un polyndme de F[X]/(X" —1) et a(X) =

n-—1
z' . a; X"/ estun polynéme de K[X]/(X™ — 1) telsque &; =a(a’) = X a;a”.
]:

Définition 4.6.

Soit F un corps fini, n un entier tel que N >1, KK le corps des racines niemes de l'unité sur F,
et a une racine primitive niéme de l'unité sur F. La transformation de Fourier discréete (TFD)

sur F est I'application F,, aussi appelée transformation de Mattson-Solomon, telle que :
F, : FIX1/(X" = 1) > K[X]/(X"—1)

a(X) » a(Xx)
n-1 .
Le polyndbme a(X) = Z a; X™/ est appelé le polynome de Mattson-Solomon .
j=0

Remarque 4.3.

Le polyndme a(X) s'écrit a(X) = Yp—sa_, X%, avec a_, = a(a™) .
n-1 .

En effet, on fait un changement d’indice k=n-j sur a(X) = Z @; X™/, on obtient :
j=0

d(X) = legz? a'n—k Xk!
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et comme les indices sont calculés modulo n, alors
aX) = YpZpa_p X"
Lemme 4.3.

Soit A € K une racine nieme de I’unité, alors :
= [0si A=l
DAt =4 :
= nsi A=1

Preuve.

Si A #1,comme A" =1, alors
n-1 _ ﬂ,n _1

i=0

Théoreme 4.4. (Formule d’inversion)

Sip An =1, alors la transformation de Mattson-Solomon a(X) admet une transformation

inverse, i.e. si a(X) = Fy(a(x)), alors
1 n—-1 . : :
a(X) = - Do AlaDX.

Preuve On a

Donc, pour tout i €{0,1,...,n -1},
a; = ~a(a).
D’ou
a(X) = %Z?z_old(ai)Xi.

Remarque 4.4.

SiF =TF,alors a(X) = Z?z_ola(ai)xi.
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Définition 4.7.
Soient A(X), B(X) deux polyndmes de K[X]/< X™ — 1 > telsque : A(X) = Y15 A; X' et
B(X) = Y™ 4 B; X, alors, le produit d'Hadamard de A(X) et B(X) est défini par :
j=n-1 )
AD®BIN =) ABX.
j=0
Théoréme 4.5.

La transformation de Mattson-Solomon est un morphisme d'anneaux
de (F[X]/(X™ — 1), 4+, x) dans (K[X]/< X" — 1 >, +,®).

En particulier,
FE(p(X0) xqX) = F(P()) ® F(q(X)).
Preuve.

Il suffit montrer la condition de la somme, les deux autres sont claires.

n—-1
Soient a(X) = X1 a; X', b(X) = z by ) de FIX]/< X" 1>
j:

c(X) =aX)b(x) = Ty a; X )<zn_1 b; XJ'> =yl X

j=0
On a c; est le coefficient de X*, et comme le produit est dans F[X]/< X™ — 1 >, eten

considérant que b,,,; = b; alors
n-—1
CO = aobo + albn_l + azbn_z‘l'. .. +an_1b1 = z ajbn_j+0 .
j=0

n-—1
1= a0b1 + a1b0 + azbn_1+. . +an_1b2 = Z o ajbn_j+1 .
j=

n-1
c; = agb; + a1b;_1 + ayb;_,+...+a,_1bj11 = Z Oajbn_jﬂ-.
]:

On obtient,
n—1
a(X)b(X) = Z Qjbnoyei X
i=0 j=0
Fp(a(X)b(X)) = Zk;O e X"
_ vyl —kyyk
- Zk=0 C(a )X P
D’ou
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n-—1 1
Fp(a(X)b(X)) = E 2 z . by jpq @ XK (%)
=0 J°
k=0

D’autre part,

_ n-1. n-1 v
(F(a(X)) ® (F(b(X))) = (Zi=0 a_;X ) ® (Z,-=o b_,Xf>

== ZZ;; @_kB_ka

= Zz;ga(a_k)b(a_k)X"

1

i n-1_ ki) vk

= (Zi=0 a;x ) Z Obja X
]:

n—
n—-1
n-1
— -kj —k(n—j+i k
= aja' an_j+ia' (n—j )X
, j=0
=0
k=0
n-1
n-1
n-—1
— —ki yk
= Z ajbn_j+1 a X
. j=0
1=0
0

k=
(*)
= Fa(a(X)b(X)).
Corollaire 4.1.
Sip An =1, o0up est la caracteristique du corps fini F et K le corps des racines niemes de
I’unité sur F, alors la transformation de Mattson-Solomon est un isomorphisme d'anneaux de
(FIX]/{X™ — 1), +, x) dans (K[X]/< X" — 1 >, +,Q).

Preuve.
On a la transformation de Mattson-Solomon est injective, de plus elle est surjective (théoreme

d’inversion), donc d’apreés le théoréme précédent la transformation de Mattson-Solomon est

un isomorphisme d’anneaux.

4.5.2 Algorithme de décodage par transformation de Fourier discréte
Soit C(n, k, d) un code Reed-Solomon sur un corps fini K=IF,m e-correcteur, et de polynéme
générateur g(X) = (X — a?)(X — a®*1) ... (X — a?*?72) ol a une racine primitive de l'unité

du corps IK=IF,m (corps des racines niémes de 1’unité sur [F,).

Donc g(x) admet a?, a?*?, ..., a?*t4=2 (b > 0) comme racines.
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Onprend F=K =F, .

e Calcul du syndrome de ’erreur
Soit y(X) le mot recu, £(X) le mot erreur avec (e(X)) < e, le syndrome de I'erreur est donc :

y(abt) = e(a?*),0< j<d — 2,(b > 0) ... (x%),
le mot erreur s'écrit :
eX) =gy + X+ X2+ -+ XVL

La transformée de Fourrier de (X) est égale a :
B = Y e XIS + EneaX + EqsgXP A EXTT2 4 8 XL,
D’aprés la relation (xx), lesd — 1 coefficients de £(X) sont trouvés.
il reste donc de déterminer les autres coefficients de €(X).

e Détermination du polyndme localisateur de I'erreur

Soit v le poids de I'erreur c.a.d. v = w(e(X)) avec V <e . Les localisateurs des positions des

erreurs, sont les X; = af, pour 1 <i < v.

On note | I'ensemble des positions de l'erreur : | ={i,0<i <n-1/¢ =0}

Le polyndme localisateur de I'erreur est o(X )=] ., (1-X ;X ).

iel

Qu’on peut écrire: (X )=0,X " +0, X"+ 40X +1

Les racines de o’ (X ) sont les inverses des localisateurs des positions erronées, on a donc
siiel: o7 =0(a")=0et g #0
si igl:oXi)=0(a"?)=0etg =0

Les o(a~") pour i €{L,...,n} sont les coefficients de la transformée de Fourrier de o(X), ce

qui permet d’écrire €(X) @ (X) = 0, ou &(X) est la transformée de Fourrier de a(X).

Alors,
£(X) x a(X) = 0(mod (X" - 1))

En effet ;
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Calculons d’abord £(X) X o(X)

A -1, i
Ona: X)) = Z:;O & i Xt
Eto(X) = YY" aiXi= YY" 'gX! telsque: 0, =0 1<i <

o(X) = ). o X' =) _ oX' telsque: 0; =0 pour v +1<i<n .
DOFIC, é(X) X O'(X) = (éo + én_1X+. e +é1Xn_1)(00 + O'1X+ . +(Tn_1Xn_1)
= Yrsoci X"
tEIS que . Co = é\oo-o + §n_10n_1+. .. +é\10-1 = Z{;—Ol é\io-i
¢1 = €001 + Eq_100=n + €n_p0p_1+... +&10, = X155 £i014q

_a A A A A _ n—1 »
€ = €00y + €4_101=n41 t €_200=n + En_30n_1t+... €103 = X5 €042

Et ainsi de suite, a la fin on trouve :

n-1 n-1
n-1 n-—1
é(X)X O'(X)= 2§i0i+ka = Zéj_kank
i=0 j=0
k=0 k=0
n-1
n-1
= Z e(al™)a;x*
Jj=0

n-1 n-i . .
= Z i Eio(aD)aTixk
k=0 =

3 S et = S @ o

=0 (mod(X™ - 1))
Ceci donne un systéme d'équations a résoudre.
Supposons qu'il y a au plus e erreurs, le polyndme o a donc au plus v racines, il est donc au
plus de degré v, etdonc o; = 0, pour v+ 1 <i < n. |l reste a déterminer g, g5, ..., o, et

é\d y ey Ene

Le systéme s’écrit, ou les calculs sur les indices sont effectués modulo n comme suit:
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( éo + élo-l + é202+. . +év0v =0
én—l + 500'1 + é10'2+. ‘e +é‘l7—lo-‘l7 == 0
é\n_z + é\n_lo-l + é\00-2+. . +év—20v = 0

En—1t En—it101 + Eniy202+.. . +€,0, = 0

\ & + &0y + &30,+... 4,110, =0
Les d — 1 coefficients de la transformée de Fourier de l'erreur. &,, &, ..., €;_,50nt connus. En
considérant les dernieres équations du systéme il est possible de déterminer les coefficients du
polynéme localisateur de l'erreur a4, 65, ..., 0y,.

e Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur
Les n — v premiéres équations du systéeme permettent de déterminer &;,€4.4,...,&,. EN
remplacant o4, g5, ..., g, par les valeurs trouvées précédemment. La transformeée de Fourier de

I'erreur £(X) est désormais connue.
e Détermination dee(X ) par transformation de Fourier inverse

On applique la transformation de Fourier inverse pour trouver le mot erreur £(X) tel que :

eX) = = 37 é(@h)Hxt.
L'Algorithme de Décodage par transformation de Fourier discréte se résume en cing étapes :
Soient y(X) le mot recu, e(X) le mot erreur avec w(e(X)) < e et g(X) le polynéme générateur.
Soit les § - 1 racines de g(X) d'exposants consécutifs. a?, a?*1, ..., a®*P=2 avecb >0 :
1) Calcul des & - 1 coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur e(X) par le calcul des
composantes du Syndromes.
2) Détermination des coefficients 4,05, ..., 0, du polynébme localisateur de l'erreur, par la
résolution des v derniéres équations du systéme.

£(X) x o(X) = 0(mod (X" - 1))
3) Détermination de tous les coefficients de la transformée de Fourier de I'erreur £(X) par la
résolution des n — v premiéres équations du méme systeme.
4) Détermination de e(X) par la transformation de Fourier inverse de £(X).
5) Correction de I'erreur i.e. trouver le mot envoyé c(X).
c(X) = yX) - e(X).

Exemple 4.8.

Soit le code de Reed-Solomon C(3,1,3) sur]F4 de polyndme générateur g(X) = X?> + X + 1, ce

polyndme a 2 racines : a et 2. Soit y(X) = X2 + 1, le mot regu avec v=1 erreur.
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1. Calcul du syndrome :

sp=y(@) =a
s; =y(a?) = a?

Le syndrome donne les 2 premiers coefficients de la transformée de Fourier de e(X) :
4 = aeté, = a%. Onadonc:

R 2 . vi_ a4 a .
EX) = X _ G- X' =&+ &X +8X%

Le polynome localisateur de I’erreur est de degré v=1. Il est de la forme :
o(X) =01 X+ 1.

L’équation suivante :

£X) X o (X) = E Z &_a: X' = 0(mod(X® — 1))
=0
k=0

Donne le systéme suivant :

éz +é00'1 = O

{éo + §10'1 =0
é\l + é\20'1 = 0

2. Détermination du polynome localisateur de I’erreur :
Les coefficients &, et &, sont connus (¢, = a et &, = a?).
La résolution de systéme précédent donne o, = a?.
3. Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de I’erreur :

o, est remplaceés par leur valeur dans les autres équations du systéme nécessaire a la

détermination de &,. La résolution de ce nouveau systéme donne : &, = a3 = 1.
Donc la transformée de Fourier de £(X)est: 8(X) = 1 + a?X + aX?.

En utilisant la transformation de Fourier inverse : e(X).
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Ontrouve: é(1) = 0,é(a) = 1 et é(a?) = 0. Donc (X) = X.

Et le mot envoyé est c(X) = y(X) — e(X).
Doncc(X) = X%+ X + 1.
Exemple 4.9.
Soit le code de Reed-Solomon C(15,9,7) sur le corps [F;4, de polyndme générateur
gX) = X6+ al%X° + a™X* + a*X3 + a®X? + a’°X + ab.
Ce polyndme a 6 racines : a, a?, a3, a*, a® et a®. Soit le mot recu y(X) = aX* + a?2X'? +
al3x*, avec w(e(X)) = 3.
1) Construction du corps [Fy¢
F;={0,a!/0 < i < 14}, son polyndme primitif est : My (X)=X*+X+1.
On a : My(«)=0 donc a*=a+1, donc : a®=a’+a?; a°=a’+a; a'=a’+a+1; o®= a®+1;
@® =aB+a?; a 0= +a+1; al=oP+o’+ a; ar?= o?+1; a¥=oP+ oP+a+1; o= oB+1.

2) Calcul du syndrome :
Ona sj=y(aj),1SjS6.
sy =y(@) = a®
s, =y(a?)=a’
s3 =y(a®) = a'?
sy =y(@) =0
ss=y(@®) =a
se =y(a®) =a®

Le syndrome donne les 6 premiers coefficients de la transformée de Fourier de £(X) ;
él = a6,é2 = a7,é3 = a12,§4 = O,é\s = a,éG = 0(8,
la transformée de Fourier de £(X) :

14
£0X) = z Bro X = 8y + £14X + £3 X7 +E,X13 + £, X1
i=0
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Le polynéme localisateur de I’erreur est de degré v=3. Il est de la forme :

o(X) = 03X3 4+ 0,X* + o, X + 1.

14
: : 3
L’équation suivante : £(X) X o(X) = z &_ 0;X* = 0(mod(X*® — 1))
k=0 170

Donne le systeme suivant :

( &g+ &0y + &0, +E303=0
€14 + €0y + €10, + 05 =0
€13+ €401 + Egoy, + E,03 =0
E1p + 1301 + €140, + Eyo3 =0

€11+ €201 + €130, + €405 =0
€10+ €110, + €120, + 1305 =0
g+ €901 + €110, + E1,05 =0

{ €g + &0y + €190, + €1105 =0

&+ Egoq + €90, + €903 =0

g+ &,01 + &30y + €905 =0

&+ Egoq + €70, + €go3 =0

&y + Es01 + égoy, + €705 =0

&3+ €401 +éc0,+ €05 =0

&+ é300 + €400+ €503 =0

\ & + &0, + &0, + E,0;=0

3) Détermination du polynome localisateur de 1’erreur :
Les coefficients £, 4,, &3, 4,, &5, & sont connus tels que &, = a%,é, = a’,&; =
al?,é, =0, =aeté, =ab
La résolution du systeme constitué par les trois derniére equations donne :

2

O'1=a
o, = a®
0-3=1

Le polyndme localisateur est : o(X) = X3 + a®X? + a?X + 1.
4) Détermination des autres coefficients de la transformée de Fourier de I’erreur :
01, 05, 03 sont remplacés par leurs valeurs dans les autres équations du systéme.
Aprés les calculs en trouve :
=a,é,=adé3=a’,é,=a'%8,=0¢p=a3,é=all,ég=18& =a’

Donc la transformée de Fourier de g(X)est:
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EX)=a’ +a3X +a’X? +a?X3 + aB3X° + a1 X® + X7 + a®X® +
atX® + aX'® + a'?X1? + a” X3 + a®X14.

En utilisant la transformation de Fourier inverse, on trouve:
_ 1 N1 s iNyvie N a0y vi
e(X) = - of@)Xt=) ~ Eah) X"

On trouve :

£(D) = &(a) = é(a?) = é(a®) = é(a®) = é(a®) = é(a”) = &(a®) = &(a°) = é(a'?)

= #(a') = &) = 0.
Et é(a*) = a®3,é8(a'?) = a?,é(a'*) = a.
Donc e(X) = aX + a?X1? + a3X* = y(X).

Et le mot envoyé est : c(X) = y(X) — &(X)=0 (le mot nul).
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Chapitre 5 Application des codes cycliques a la cryptographie.

Introduction

L'application des codes correcteurs en cryptographie représente une convergence
fascinante entre la correction d'erreurs et la sécurité de I'information. La cryptographie, qui
concerne la science de la sécurisation des données et des communications, joue un réle crucial
dans notre monde numérique interconnecté. Les codes correcteurs d'erreurs, quant a eux, sont
des outils mathématiques qui permettent de détecter et de corriger les erreurs dans les données
transmises ou stockees. Lorsque ces deux domaines se rejoignent, cela crée une puissante
alliance pour protéger les informations confidentielles, garantir l'intégrité des données et

sécuriser les communications.

Les codes correcteurs d'erreurs sont essentiellement utilisés pour garantir que les données
transmises ou stockees restent intactes, méme dans des environnements sujets a des
perturbations, des interférences ou des attaques. Ils fonctionnent en ajoutant une certaine
quantité de redondance aux données d'origine, ce qui permet de détecter et, dans de nombreux
cas, de corriger les erreurs. Cependant, leur application en cryptographie va au-dela de la
simple correction d'erreurs accidentelles. Les codes correcteurs d'erreurs sont intégrés dans

des protocoles cryptographiques pour diverses raisons :

1. Confidentialité: Lors de la transmission de données sensibles, il est essentiel de
s'assurer qu'elles ne peuvent pas étre interceptées ou comprises par des tiers non
autorisés. Les codes correcteurs d'erreurs peuvent étre utilisés pour ajouter un niveau
de confidentialité supplémentaire en cryptant les données avant de les transmettre.

2. Intégrité des données: La modification ou la corruption de données est une menace
courante en ligne. Les codes correcteurs d'erreurs permettent de détecter ces
altérations et, dans certains cas, de les corriger automatiquement pour garantir
I'integrité des données.

3. Authentification: Les codes correcteurs d'erreurs peuvent étre utilisés pour générer
des signatures numeériques, qui sont des empreintes digitales cryptographiques
associees a des messages. Ces signatures permettent de vérifier l'authenticité des

messages et de s'assurer qu'ils proviennent bien de la source prétendue.
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4. Résilience aux attaques: Les codes correcteurs d'erreurs renforcent la résistance aux
attaques par force brute et a d'autres attaques cryptographiques. Ils rendent plus
difficile pour un attaquant de manipuler les données sans étre detecte.

5. Sécurisation des canaux de communication: Lors de la transmission de données via
des canaux non fiables, comme Internet, les codes correcteurs d'erreurs garantissent
que les données atteignent leur destination de maniere fiable, méme en présence de

bruit ou d'interférences.

En résumé, I'application des codes correcteurs d'erreurs en cryptographie est une
discipline essentielle pour sécuriser les données et les communications dans le monde
numeérique. Elle repose sur les principes de la correction d'erreurs pour garantir la
confidentialité, I'intégrité, I'authenticité et la fiabilité des informations échangées, renforcant
ainsi la sécurité des transactions financieres, des communications gouvernementales, de la
confidentialité des données personnelles et de bien d'autres aspects de notre vie quotidienne

numerique.

5.1 Notions de Cryptographie.
Définition 5.1.

Un systeme de cryptographie ou cryptosystéme est constitué de:

1. Unalphabet A. En pratique A = {0, 1}. Les éléments de A sont dits symboles.

2. Un ensemble M composé de chaines de symboles de 1’alphabet A est appelé espace
de messages clairs. Un élément de M est appelé texte clair.

3. Unensemble C constitué de chaines de symboles d'un alphabet B, qui peut étre
différente de I'alphabet A est appelé espace de messages chiffrés ou cryptogrammese.

4. Un ensemble K dit espace des clés. Un élément e de K est dit clé.

5. Pour chague clé e de K, on définit une bijection fe de M dans C, dite fonction de
chiffrement. Si meM alors fe(m)=ceC.

6. Pour chague clé d de K, on définit une bijection fq de C dans M, dite fonction de

déchiffrement. Si ceC alors fg(c)=meM.
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Bob ‘ ‘ Alice
Message | Algorthme de | Chiffre Canal Chiffre Alfgur.ithme de | Message
chiffrerment déchiffrernent
T T
Clé de chiffrernent Cle de déchiffrernent

Fig 5.1 Schéma général d'un cryptosystéme.

Il existe deux types de cryptographie:

5.1.1 Cryptographie symétrique.
Définition 5.2.
En cryptographie symétrique, également appelée cryptographie a clé secrete, une seule clé

suffit pour le chiffrement et le déchiffrement. les clés e et d sont identiques.

‘Aé secréte\‘

Texte clair Chiffrement Texte chiffré Déchiffrement Texte en clair

Fig 5.2 Chiffrement et déchiffrement symétrique.

5.1.2 Cryptographie asymétrique.

Définition 5.3.

En cryptographie asymétrique, également appelée cryptographie a clé publique, admet
deux clés, une clé e (dite publique) sert pour le chiffrement et une autre clé d différente de la

clé e (dite secréte) sert pour le déchiffrement.

T T

Clé publique Clé secréte Alice

Texte clair  Chiffrement  Texte chiffré Déchiffrement Texte en clair

Fig 5.3 Chiffrement et déchiffrement asymetrique.
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5.2 Cryptosysteme de McEliece.

5.2.1 Historique et principe du Cryptosystéeme de McEliece.

Le cryptosystéme de McEliece, développé par lI'informaticien américain Robert J. McEliece
en 1978, est I'un des premiers systémes de chiffrement a clé publique basés sur la théorie de la
correction d'erreur. 1l différe considérablement des systemes de chiffrement a clé publique
plus couramment utilisés, tels que le RSA ou le chiffrement base sur les courbes elliptiques.
Le cryptosystéeme de McEliece est apprécié pour sa résistance théorique aux attaques de
déchiffrement quantique, ce qui en fait une option attrayante pour la sécurité a long terme.

L'idée fondamentale derriere le cryptosystéeme de McEliece repose sur les codes correcteurs
d'erreurs, qui sont traditionnellement utilisés pour corriger les erreurs de transmission dans les
communications numériques. Au lieu d'utiliser ces codes pour corriger des erreurs, McEliece
a congu son systeme de chiffrement en exploitant la difficulté de déterminer les erreurs dans

les données chiffrées.
Voici une breve introduction au fonctionnement du cryptosystéeme de McEliece :

1. Génération des clés : Tout d'abord, I'utilisateur génére une paire de clés, une clé
publique et une clé privée. La clé publique est destinée a chiffrer les messages, tandis
que la clé privée est utilisée pour déchiffrer les messages.

2. Construction de la matrice de génération de code : Un élément clé du
cryptosysteme de McEliece est une matrice binaire de grande taille appelée matrice de
génération de code. Cette matrice est générée de maniéere aléatoire et est utilisée pour
encoder les messages en texte chiffré.

3. Chiffrement : Pour chiffrer un message, I'émetteur encode le message en utilisant la
matrice de genération de code et ajoute ensuite un vecteur d'erreur aléatoire. Le
résultat est le texte chiffré, qui est envoyé au destinataire.

4. Déchiffrement : Pour déchiffrer le message, le destinataire utilise la clé privée, qui
consiste en une description de la matrice de génération de code ainsi que des
informations pour déterminer et corriger les erreurs introduites lors du chiffrement. En
appliquant des techniques de correction d'erreur, le destinataire peut retrouver le

message d'origine.
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Ce qui distingue le cryptosysteme de McEliece, c'est sa résistance présumée aux attaques
quantiques, notamment aux attaques de factorisation quantique qui menacent la sécurité du
systemes cryptographiques traditionnels comme le RSA. Cependant, le principal inconvénient
de ce cryptosysteme réside dans la taille relativement grande de la clé publique, ce qui peut
rendre les opérations de chiffrement et de déchiffrement plus lentes par rapport a d'autres
méthodes. Malgré cela, le cryptosysteme de McEliece reste un sujet de recherche actif en

cryptographie, en particulier pour ses avantages en matiére de sécurité quantique.

5.2.2 Algorithme Cryptosysteme de McEliece.
1. Génération de clé

On commence par générer un code cyclique C(n, k, d) en donnant son polynéme
générateur g(X) et donc sa matrice génératrice G de taille k x n. On va mélanger cette matrice
pour la rendre indistinguable d’une matrice aléatoire, pour cela on a besoin de :
a. Une matrice de permutation aléatoire Ps de taille nxn associée a une permutation o de Sy.
b. Une matrice inversible aléatoire S de taille kxk.

La clé publique sera le couple (G, e) tel que G' = S.G. Ps qui est indistinguable d’une

matrice aléatoire et e la capacité de correction de C.
La clé secrete est composée des trois matrices S, Ps et G qui permettent de retrouver la
structure du code C et donnent donc acces a 1’algorithme de décodage.
2. Chiffrement.

Soit m un message de k bits que 1’on veut chiffrer. On ne dispose pour cela que de la
clé publique G'. On commence par calculer le mot de code c, de longueur n, associé am :
¢ =m.G'". Ensuite on génere une erreur aléatoire ¢ de longueur n et de poids t <e. Le texte
chiffré sera simplement le mot bruité : c'=c¢ + &.
3. Déchiffrement. Pour déchiffrer le texte c', en connaissant Ps, S et G, il suffit de calculer :
r=c. P;1=mG. P+ P =mS.G+¢ Pt Le mot r =m.S.G est un mot du code C et
g'= . P;"1 est une erreur de poids t (car P est une permutation et conserve donc le poids des
mots), donc on peut corriger cette erreur et retrouver le message initial m'=m S et le message

clair m=m'.S?.
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Exemple 5.1.
Soit C(7, 4, d) un code de Hamming (cyclique) de longueur n=7, de polynéme générateur
1101000
3 o ] . ~_| 0110100
g(X) = X°> + X + 1, donc sa matrice génératrice est donnée par : G 0011010
0001101
En appliquant la méthode de Gauss sur les lignes de G on trouve la matrice génératrice
normalisé Gy,
1101000
Gn = 0110100
N7l 0010010
0000001

et donc C admet comme matrice géenératrice

1001000

H={0101100

0010110
En utilisant la matrice H, on peut montrer que la distance d=3 et donc la capacité e=1.
Soit m =1010 eF; un message clair. Supposons que Bob veut envoyer ce message a Alice.
1. Génération des clés. Alice génere les clés suivants :
a. Laclés secréte : La matrice normalisée Gn, une matrice de permutation Ps de type 7 X 7,

une matrice inversible et aléatoire S de type 4 x 4 par exemple on choisit:

0100000
(0001000\‘
0000001

Ps=1 1000000 |etS=
0010000
0000010
0000100

b. La clé publique est le couple (G', e) tel que G'=S.Gn.Ps. Donc

0011001
1101000
0000011
0000100

0100
1000
0010
0001

G' =

et la capacité e=1.
Le Chiffrement. Bob chiffre le message m en calculant c'= mG'+e, avec par exemple I'erreur
£=0100000 € 7, de poids w(g)=1 < e=1. Donc le texte chiffré est : ¢'= m.G'+¢
¢'=0011010+0100000 = 0111010.
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Le déchiffrement

On ac'=m.G'+e=m.S.Gn.Pote = r'=c". P;1 =m.S.Gn+e.P; 1=m'+¢' tel que m'eC et

w(e")=1(car Ps est une permutation et conserve donc le poids des mots)

0001000
/1 00000 0\
0000100 |
On calcule r'=c'. P;1=0111010.l 0100000 | =1100110. r' est un mot entaché d'erreurs.

kO 000001 |

0000010 /

0010000

En représentation polynomiale le mot r'=1100110 correspond au polynéme

r'(X) = X°> + X* + X + 1. En utilisant la méthode de décodage de Meggitt. On peut corriger
le mots r'(X) d’erreur €'

Le syndrome de r'(X) est le reste de la division Euclidienne de r'(X) par g(X). En utilisant un
registre a décalage circulaire, on trouve S(r'(X))=X et w(S(r'(X))) =1. D’apres ’algorithme de
Meggitt L’erreur est e(X) = S(r’(X)) = X.Donclemotcodeest r(X) =r'(X) + e(X) =
X5+ X* + 1, le mot correspondant au polyndme r(X) estr = 1000110= m.S.Gn.

Le décodage de r (en enlevant la redondance les trois bits de gauche) on obtient le mot

0100
1000
0010
0001

m'=mS=0110 et donc le message initial m= m'.S** = 0110. =1010. Qui est le
message clair transmis.
Exemple 5.2. Soit C (n=15, k=7, d) un code cyclique de polyndme générateur

gX) =Xt +X*+ X2+ X +1.

et comme matrice de contréble

1 000101
1100111
1110110
0111011
H=(1s/M) tel que M= Lo01100o0
0101100
0010110
0001O0T1°1

On trouve que la distance d > 3 et donc la capacité e > 1.
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Soit m =1010110 €7, un message clair. Supposons que Bob veut envoyer ce message a
Alice.

2. Génération des clés. Alice génére les clés suivants :

La clés secrete : les éléments de la premiére ligne de la matrice génératrice sont les

coefficients du genérateur et les autres lignes sont les shifts de la premiére ligne donc :

111010001000O00O0O0O0
(011101000100000\‘
001110100O01O0O0O00
G=|000111010001000|
000011101 0001O00
\000001110100010/
00000O0O1110100°0°1
La matrice normalisée est comme suit :
111010001000O00O0O0O0
/011101000100000\
|OO1T 1 1010O00T1O0O0O0 O]
GN=|000111010001000|.
|111001100000100|
\011100110000010/
11010001000O0O0O0T1
et comme matrice de contréle
1 000101
1100111
1110110
0111011
H=( 1s/M) tel que M= Lo01100o0
0101100
0010110
00O010T11

Une matrice de permutation Ps de type 15 X 15, associée a la permutation

c=(3,11,4,6,13,5,14,2,10,9,12,7,8,1,15).
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0 01 00 O0O0OO0OOOOTOUOUOTGO
0 000O0OOOOOTTO0TGO0OTGO0OFO
0 001 0OOOOOOOTO0OTO0OTGO0OTO
0 0o 0001 O0O0OO0OO0OO0OO0OUO0OO0OTO O
0 0000OOOOOOOT1TTGO0TFO
0 0o 001 00O0OOO0OOUOUOO0OTO O
0 0o 000 O0OOO0OOOTOUOUOTI1TTGO0
0 1.0 000 O0OOOOTOTOTOTGO@PO
0 0o 000 OOO0OOT1TTUO0OUO0OTUO0OTO0OTO o
0 0000OOOT11TTO0O0OTGO0OTGO0OTGO0OTF®O
0 0o 000 O OOOOOT1TO0OTGO0OTFO O
0 0o 000 O0O1O0O0OO0OO0OO0OUO0OTO0OTOo
0 0000OOT11TO0O0OO0OTGO0OTO0OTGO0OTF®O
10 000 0 O O0OOOOUOUOTUOTGO
0 000O0OOOOOOTOTO0OTGO0OTO01
0O 0o 000 O0OOOUOOO0OUOUOT1TO
0 000O0OOOT11TO0TO0OO0OTGO0OTO0OTGO0ODTO O
10 0 00 0 0 O0OOOOUOUOTU OO
0 01 00 O0O0OOUOOTOGOUOO0OTGO
0 00001 O0OO0OO0OO0OO0OTO0OTO0OTGO0OTO
0 0o o1 000 O0O0OO0OOUOUOTGOTO O
0O 0o 000 O0OOOUOOTOT1TO0OTO0OTFO O
0 000 O0OOOOOTOOTOT1TTGO0OFO0
0 0o 000 OOOOT11TTO0UO0TUO0OTGO0OTO0
0 0000 OOOT1TO0OTO0OTOUO0OO0OTO 0
01 00O0O0OO0OOUOOTOOUOTO0OTGO O
0 0o 000 OOOUOOT11TO0UO0OTO0OTO o
0 0001 0O0O0OO0OO0OO0OOUOTO0OTGO O
0 0000 O1O0O0O0OTO0OO0OUO0OTGO0OTO o
0 0000 OOOOOOUOO0OTUO0OT1

P, =
-1 _
-1 =

P
Une matrice inversible et aléatoire S de type 7 x 7 par exemple:

Sa matrice inverse est :
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1 0 0 O
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Sa matrice inverse est :
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001110 1
(1000000\
101 0000

5-1—|0110010
011000 1
\0010101
0101000

Apres calcul, on trouve que la clé publique (G'=S.Gn.Po) est la suivante:

0 001110010100 O00O0
(1 0 000O0OO0O0OO0OT1TT1TO0T1T1 1\‘
0 00010O0O01O011110
¢=/111001000100110]|
I0 1101101011011 1I
\1 10 0011 0110110 1/
10110001 1111011

On choisit comme vecteur d'erreur par exemple e=100000000000000, tel que w(e)=1<e.
Le Chiffrement. Bob chiffre le message m en calculant ¢c'= mG'+¢ de poids w(e)=1.

Apres calcul, on trouve le message chiffré
¢'=m.G'+¢=101111111010100+100000000000000=001111111010100.

Le déchiffrement.

On ac'=m.G'+e=m.S.G.Ps+g = r’=c'. Ps1=m.S.G+¢. Psl=m' G +¢' tel que w (¢)=1 (car Ps

est une permutation et conserve donc le poids des mots).
On trouve r'=c'. Ps1=111111000101100. En représentation polynomiale
(X)) =X2 + X1+ X%+ X5+ X* + X3+ X2 + X + 1, mot entaché d’erreur &' (X).

En utilisant la méthode de décodage par syndrome polynomial. On peut corriger le mot r'
derreur €'.
Le syndrome de r'(X) est S(r' (X)) = X7 + X® + X3 + X? + X, qui représente le mot

h(r') = 01110011 = C;, = h(000000000000010) = h(e").
Et w(e')=1. L’erreur est donc €'=000000000000010. Et le mot code est r=m.S.G =r’+¢,
r=111111000101100 + 000000000000010 =111111000101110.
Ona: r=m.S.G=111111000101110. On enleve la redondance c.a.d. les huit premier bits, on

trouve m.S =0101110= m’ et donc le message initial :
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0 01 1 1 0 1
/1 0 0 0 0 O 0\
| 1 01 0 0 0 O |
m=m'S'=(0101110)1 0 1 1 0 0 1 0 |=1010110, qui est le mot clair.
0 1.1 0 0 0 1 |
0 01 0 1 0 1/
0 101 0 0 O

5.3 Cryptosysteme de Niederreiter

5.3.1 Historique et principe du Cryptosysteme de Niederreiter

Le cryptosystéme de Niederreiter est un systéme de chiffrement a clé publique, inventé par
Harald Niederreiter en 1978 et qui a été mis au point en 1986. Ce systéme appartient a la
famille des cryptosystemes basés sur les codes a clé publique et est similaire au cryptosysteme
de McEliece, mais il différe dans les détails de sa mise en ceuvre. Le cryptosystéme de
Niederreiter est réputé pour sa robustesse théorique contre les attaques quantiques et sa

sécurité basée sur des problémes mathématiques difficiles.
Le cryptosystéeme de Niederreiter fonctionne de la méme maniére que celui de McEliece:

Geénération des clés

Construction de la matrice de décodage.
Chiffrement.

Déchiffrement.

W np e

La force principale du cryptosystéme de Niederreiter réside dans sa résistance supposée aux
attaques quantiques, notamment aux attaques de factorisation quantique qui menacent la
sécurité de systemes cryptographiques classiques. De plus, contrairement au cryptosysteme de
McEliece, la clé publique du cryptosystéeme de Niederreiter est généralement plus petite, ce
qui le rend plus rapide et plus efficace en termes de performances de chiffrement et de

déchiffrement.

Cependant, la mise en ceuvre du cryptosystéme de Niederreiter peut étre complexe et
nécessite des calculs mathématiques avancés, ce qui peut limiter son adoption dans certaines
applications. Néanmoins, en raison de sa securité theorique et de sa résistance aux attaques
quantiques, il reste un sujet de recherche actif en cryptographie, en particulier a mesure que

les technologies quantiques continuent de se développer.
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5.3.2 Algorithme du Cryptosysteme de Niederreiter

1. Génération de clé
On commence par générer un code cyclique C(n, k, d) et une matrice de contréle H de taille n-

kxn. On va mélanger cette matrice pour la rendre indistinguable d’une matrice aléatoire, pour
cela on a besoin de :
1. Laclé secréte est composeée des trois matrices :
a. Une matrice de contrdle H (et donc la matrice normalisée Hy) du code C.
b. Une matrice de permutation aléatoire P de taille nxn associée a une permutation ¢ du
groupe symétrique Sn.
c. Une matrice inversible aléatoire M de taille n-kxn-k.
2. Laclé publique sera le couple (H', t) ou H' = M.Hn.Ps ett <e tel que e est la capacité
de correction de C.
2. Chiffrement.
Soit y un message de n bits que I’émetteur Bob veut chiffrer et de poids w(y)=t <e. Le mot
chiffré est le mot z = y."H' de type 1xn-k.
3. Déchiffrement.
Pour déchiffrer en connaissant Ps, M et Hy, Alice suit les étapes suivantes :
a. Calcule: s=z.'M=(y. 'Ps).'Hn de type 1xn-k qui est un mot syndrome.
b. En utilisant un algorithme de décodage des codes cycliques, Alice retrouve le mot
7'=y.'Ps correspondant au syndrome s.

c. Le récepteur retrouve enfin le mot y=z".'Ps2.

Exemple 5.3. Soit C(7, 4, d) un code de Hamming (cyclique) de longueur n=7, de polynéme
générateur g(X) = X3 + X + 1, donc son polyndme de control est :
h(X)=X*+X>+X+ 1.
Le polyndbme générateur du code dual du code C est :
X)) =X*h(X H=X*+X3+X2+1.

et donc C admet comme matrice de controle

1011100

H = (0 10111 O)

0010111

La matrice normalisée Hn associée a H est :
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1001011
Hy={0101110

0010111

En utilisant la matrice Hn, on peut montrer que la distance d=3 et donc la capacité e=1.

Soit m =1010 e[F; un message clair. Supposons que Bob veut envoyer ce message a Alice.
3. Génération des clés. Alice génére les clés suivantes :

c. Laclés secrete : La matrice normalisée Hy, une matrice de permutation Ps de type 7 X 7,

une matrice inversible et aléatoire M de type 3 x 3 par exemple on choisit:

0100000
/0001000\

| 0000001 | 010
Ps=| 1000000 |etM=(100
| 0010000 | 001

\O 00001 O/
0000100
L’inverse de M est elle-méme, car M est une matrice de permutation symétrique.

d. La clé publique est le couple (H', e) tel que H'=M.HNn.Ps.

1011010
H'={1100110

0010111

Apres calcul on trouve

et la capacité e=1.
Le Chiffrement. Soit y(X) = X* + X3 + X + 1 qui correspond au mot y=0001000 le mot
regu dont le poids de I’erreur ne dépasse pas 1. Bob chiffre le message y, en calculant le mot

chiffré z = y.'H'". On trouve que le texte chiffré est :

z=100
Le déchiffrement
010
Pour le déchiffrement on calcule: s=z."™M1=z2."™M=100{ 100 |=0 1 0= 000.
001

Théoriquement s=y.! Ps.'Hy. c.a.d. s représente le syndrome du mot y' = y.'Ps et comme s # 0,
donc y' n'est pas un mot de C et donc nécessite une correction.

Pour la correction de y', on va utiliser la méthode de décodage par syndrome. On a

s = Ca (s est la deuxiéme colonne de Hn) donc s=h(e) tel que e=010000000000000 et le
poids w(g)=1=e. Donc les mots y' = y.'Ps et £ ont le méme syndrome et le méme poids=1

alors, d'aprés la Proposition 2.8, on déduit que y' = € d'oul y.'Ps=¢, ce qui donne que y =&. Ps?,
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comme P est une matrice de permutation symétrique alors, Po'="'Ps=Ps et le mot déchiffré

est : y = €. Ps=0001000, qui est bien le mot transmis.

Exemple 5.4. Considérons le code (n = 15; k = 7; d = 5) de longueur n = 15 sur le corps de
Galois Fs, de racine primitive o et de polyndme primitif Mo(X) = X*+X+1.
OnaFis={0, o'/0<i<14} avec o* = a +1. Considérons la matrice de contréle H:

110100010000000

011010001000000

001101000100000
1 000110100010000 |
1 000011010001000 I’
k000001101000100)

H

000000110100010
000000011010001

qu'on peut mettre sous forme systématique : Hn=(ls /A) tel que

1101000

/0110100\
0011010
_|ooo1101
11101110

0110111

\1110011/
1010001

10000000
11000000
11100000
M= 11110000
11111000 |
11111100
11111110

11111111

On considére la matrice

d’inverse

|

[y

I
/————\
SO OO R RO
[=NeNen N ==
[ el = = )
O R PR OOoOOoOOo
__-0 0000
RO OO OoCOoOOo
O O OO O oo

S OO OO O R

|
)

o
o
o
o
o
[u=N

1
et la matrice de permutation P= Pg, tel que o est la transposition t17.

Aprés calcul de H'=M.H.P, on trouve
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010000001011101
011000001000111
~1111100001001011
" 111110000100101
011111000010011
\111111101100001/
011111110110001

La clé publique est (H', e=2). Soit le texte clair qu'on veut chiffrer et envoyer :
y=010000000000001 de poids t=2.

Le chiffrement de y est le mot z donné par : z =y."H'. En remplagant y et H' on trouve:
z=10000000.

Pour le déchiffrement on calcule: s= z.'M1=11000000 = 0. Théoriquement s=y.'P."Hn. c.a.d.

/000000001101001\

s représente le syndrome du mot y' = y.'P et comme s = 0 donc y' n'est pas un mot de C.
Pour la correction de y', on va utiliser la méthode de décodage par syndrome. On a

s = C1+C (s est la somme de la premiére et la deuxieme colonne de Hy) donc s=h(g) tel que
£=110000000000000 et le poids w(e)=2=e. Donc les mots y' = y.'P et € ont le méme
syndrome et le méme poids alors, d'aprés la Proposition 2.8, on déduit que y' = & d'ou y.'P=¢
ce qui donne que y = & 'P, comme P est une matrice de permutation symétrique alors,

y = &.P=010000000000001, qui est bien le mot transmis.

5.4 Comparaison des cryptosystémes McEliece, Niederreiter et RSA.

McEliece Niederreiter RSA
Taille de la clé publique. Kn k(n-k) 2n
67072 octets 32750 octets 256 octets
Nombre de bits d’information K a=log2(Cy,) N
transmis par chiffrement. 512 276 1024
Taux de transmission. k/n Log2(Cg)/n-k 1
51,17% 56,81% 100%
Nombre d'opérations binaires du n/2+ n/k (n-k)ke/an+n/a | 125.3™%/2™m
chiffrement par bit d'information. 513,9 50,1 2402,7
Nombre d'opérations binaires du B/k Cla 25.3™1/2
déchiffrement par bit d'information. 5140 7863,3 738112,5
B=n+mnt+4m*t?+2mt+mn(2t+1)+k%/2 et C=2n+4mt>+2m?t+mn(2t+1)+(n-k)%/2.

Tableau 5.1 Tableau de comparaison des cryptosystemes McEliece, Niederreiter et du RSA.
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Du tableau ci-dessus on deduit que la taille de la clé au cryptosysteme RSA est meilleur que

celle de Niederreiter et cette derniere et meilleur que celle de McEliece.

Le taux de transmission dans RSA est paré et il est deux fois meilleur que celui des deux

autres cryptosystémes qui se rapprochent.

Concernant le nombre d'opérations binaires du chiffrement est trés couteux dans RSA est le

moins couteux dans Niederreiter.
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Appendice

1. Programme de décodage d'un code de Hamming par Maple.

restart; with(linalg) :

elmin ==proc(ens, p, n) local Pmin, Emin, i, mot, Pmot, t; Pmin := n;
Emin := op(1, ens); for i from 1 to nops(ens) do; mot := op(i,
ens); Pmot == 0; for ¢ from 1 to n do; if op (¢, mot) # 0 then Pmoi
= Pmot + 1 fi; od; if Pmot < Pmin then Pmin = Pmot; Emin
= mot fi; od; Emin; end;

syndrome :=proc(p, n, k, G, H) local 4An, C, i, t, b, x, S, ens, u, j, el,

s; An == array[1 ..p--n]; C := array[1 ..p--k]; for i from O to p- -»
— 1 do; t == convert(i, base, p); b == [seq(0,j=1..n
—nops(t)) ;An[i + 1] == [op(t), b];ifi <p--kthen b

= [seq(0,j=1.k—nops(t))]; x == convert([op(t), b],
vector); C[i + 1] := convert(evalm(x&-G), list) mod p; fi; od;
An = convert(An, set); C := convert(C, set); S = array[1 ..p-
“(n—k), 1.2];8[1,1] :== [seq(0,s=1.n)];S[1, 2]

= [seq(0,s=1.n—k)]; ens = An minus C; for i from 2 to p-
“(n — k) do; S[i, 1] := convert(evalm(H& u), list) mod p; for j
from 1 top--kdo; el := S[i, 1] + op(j, C) mod p; ens := ens
minus {e/}; od;od; convert(S, Matrix); end ;

Ldecode :==proc(Y, p, H, S) locals, flag, i, u; s = convert(evalm(H&
‘y), list) mod p; flag == 1;i := 1; while flag =1 do; if S[i, 2] ==
then u := S[i, 1]; flag == 0;fi; i == i + 1;0d; Y — u mod p; end;

p=2;n:="7k:==4

id == Y—diag(seq(1,i=1..Y));

idl = id(k);

B = matrix([[1, 1, 1], [0, 1, 1], [1,1,0], [1,0, 1]]);

"la matrice Génératrice"; G = concat(idl, B); u = vector(k); uG
= evalm(u&-G);

"la matrice de controle";

tB = evalm(transpose(B));
id2 = id(n — k);

H = concat (B, id2),

tH = evalm(transpose(H));
"le code C est";

Lcode ==proc(G) local C, i, t, b, x, j; C := array[ 1 .p--k]; for i
from O to p--k — 1 do; t :== convert(i, base, p); b := [seq(0,j=1

..k —nops(t))];x = convert([op(t), b], Vector); C[i + 1]
= convert(evalm(x&-G), list) mod p; od; convert(C, set); end;
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C = Lcode(G);

"La distance minimale"; Lpoids :=proc(C) local Cstar, Pmin, i, mot,
Pmot, t; Cstar == C minus { [seq(0,j=1.n)]}; Pmin = n;fori
from 1 top--k — 1 do; mot := op(i, Cstar); Pmot == 0; for ¢
from 1 to n do; if op(¢, mot) # 0 then Pmot :== Pmot + 1 fi; od;
if Pmot < Pmin then Pmin := Pmot fi; od; Pmin; end;

d = Lpoids(C); "représentants des classes latérales et syndrome";
S = Syndrome(p, n, k, G, H); with(LinearAlgebra : - Modular) :
"Le motrecu"; Y :==[1,1,0,1,1,0,0];

YH = evalm(Y&-tH);

"Le Syndrome du mot regu"; SY := Mod(2, Vector[row]([4, YH]),
integer| 1); x := Ldecode (Y, p, H, S);

"Le mot erreur"; e :=x — ¥,
E = Mod(2, Vector[row] (7, e), integer| ]);
"Le mot envoyé"; x := Ldecode (Y, p, H, S);

L'exécution du programme
Les paramétres du code

p=2

n:="17

k=4

La matrice de redondance
1000 111
0100 o1

A= o010 27110
0001 101

La matrice génératrice
1000111
0100011

G:=
0010110
0001101

Codage d'un mot.

uG::[“1 Uy Uy Uy Uy T Uy Uy up + uy + g u1+u2+u4]

La matrice de controle.

100 1011
id2=|010|€ pB=|1110
001 1101
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(1011100

H={1110010
(1101001
la matrice transposée de H.
111 ]
011
110
tH=[101
100
010
1001
Le code C.
c:={[0,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,1,1,0,1],[0,0,1,0,1,1,0],
[0,0,1,1,0,1,1],0,1,0,0,0,1,1],[0,1,0,1,1,1,0], [O,
1,1,0,1,0,1],[0,1,1,1,0,0,0],[1,0,0,0,1,1, 1], [1, 0, O,
1,0,1,0],[1,0,1,0,0,0,1],[1,0,1,1,1,0,01],[1,1,0,0, 1,
0,0],[1,1,0,1,0,0,1],[1,1,1,0,0,1,0], [1, 1,1, 1, 1, 1,
1]}
La distance minimale
d=3

Repreésentants des classes latérales et syndromes (Tableau standard réduit)

'[0,0,0,0,0,0,0]
[1,0,0,0,0,0,0] ]
[0,1,0,0,0,0,0] [1,1,0]
1[0,0,1,0,0,0,0] [1,1,0]
[ ]
[ ]

[0,0,0]
[
[
[
0,0,0,1,0,0,0] [1,0,1
[
[
[

1,1,1

0,0,0,0,1,0,0] [1,0,0
[0,0,0,0,0,1,0] [0,1,0]
[0,0,0,0,0,0,1] [0,0,1].
Le mot recu.

Y:=[1,1,0,1,1,0,0]
Le syndrome du mot regu.

SY:=[1,0,1]
Le mot erreur.

e:=10,0,0,1,0,0,0]
Le mot envoyé.
x=[1,1,0,0,1,0,0]
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2. Liste des polynémes primitifs de degré n sur Fp .
2.1. Quelques polynémes primitifs P(X) de degré n sur le corps F2 qui nous aident a

décrire des corps de Galois F,» sont donnés au tableau ci-dessous :

n P(X) n P(X)

2 X’+X+1 14 XM+ X104+ X0 +X+1
3 X3+X+1 15 X +X+1

4 X*+X+1 16 X+ x12 4+ x34+X+1
5 XS +X%2+1 17 X7 +Xx341

6 Xe+X+1 18 X®4+Xx7+1

7 X"+X3+1 19 XY+ X5+X2+X+1
8 X8+ Xt +X3+X%2+1 20 X?°+Xx3+1

9 X°+X*+1 21 X214 x2 41

10 X0+ x3+1 22 X2 +X+1

11 X1 +Xx2+1 23 X2 +X5+1

12 X2+ Xe+X*+X+1 24 X*+X"+X*+X+1
13 XB+X*+X34+X+1 25 X®+X3+1

Tableau A.1 Quelques polynémes primitifs de degré n sur le corps F
2.2. Quelques polynémes primitifs P(X) de degré n sur le corps F3 qui nous aident a

décrire des corps de Galois F3» sont donnés au tableau ci-dessous :

P(X)
X?+X+2
X34+2X+1
X*+X+2
XS +2X+1
Xe+X+2

X" +X2+2X+1
X8+X3+2
X2 +2X3+X%+1
X0+ X3 + X+2
XU+ X2+2X+1

©| O N| o g | W| N S

[EY
o

[N
[N

Tableau A.2 Quelques polynémes primitifs de degré n sur le corps F3
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3. Registres a decalage
3.1 Bascule et registre
Une bascule, ou élément de mémoire, est I'élément de base de la logique séquentielle qui

prend la forme d'un rectangle ou d'un carré et qui permet de mémoriser un seul bit.

Entrée Sortie
—> —>

Fig /~Bascule

Un registre a décalage de n bascules est une chaine ordonnée de n éléements de mémoire, qui

permet de mémoriser une information ou un message de n bits.

Entrée Sortie
—> —> —> —> —> —>

Fig AZTegistreadécarage lirream

Un décalage transfére le contenu de chacune des cellules vers la cellule qui la suit
immeédiatement. Apres un décalage le contenu de la premiére cellule est zéro.

Par convention les décalages s’effectuent de la gauche a la droite.

3.2 Types de registres

Il existe plusieurs types de registres :
3.2.1 Registre a entrées paralleles et sorties paralléles
* Il peut charger une information sur n bits en méme temps.
* Les n bascules changement d’états en méme temps.
* Chaque bascule B; prend la valeur de 1’information i.

10 11 12 13
|
D Q
C
chz
[e]

Fig A.5 registre a entrées paralléles et sorties paralléles

T O Eh & i)

I
o a1l az a3

3.2.2 Registre a entrée série et sortie série
* L’information est introduite bit par bit ( en série).
* L'ensemble du registre est décalé d'une position ( Bi, Bi+1) et la
bascule Bo recoit une nouvelle entrée ES.
* Un tel registre est appelé registre a entrée série a gauche et a sortie
série a droite.

ES ( Entrée Série )

|
afoiole oo o oo a s
@ 1w e e e FCW

@ !

{ Sortie Série ) Q3

Fig A.6 registre a entrées série et sorties série
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3.2.3 Registre a entrée série et sortie paralléle

ESl { Entrée Série )
D () D a D (o]
c QT c C o}
T
Qo Q1 Q3

Q2z

Fig A.7 registre a entrées série et sorties paralléle

3.2.4 Registre a entrée paralléle et sortie serie

10 I1 12 I3

| | | |

|—~D al- |—«D Q- |—<D or LDQ
wel pe | e T fe T o ]

I
Q3

Fig A.8 registre a entrées paralléle et sorties série

3.2.5 Registre a décalage circulaire

« C'est un registre qui effectue un décalage vers la gauche en répercutant la sortie de la
derniére bascule vers I'entrée de la derniere bascule.

* Le décalage peut étre un décalage droite (circulaire droite) ou gauche ( circulaire gauche).

Contrairement a un registre a décalage linéaire, ou les bits sont déplacés de gauche a droite ou
de droite a gauche, un registre a décalage circulaire déplace les bits de maniere circulaire, de
sorte que le bit le plus a droite est déplacé a la position la plus a gauche sans perdre
d'information.

Voici comment cela fonctionne :

1. Initialisation : Tout d'abord, le registre a décalage circulaire est initialisé avec une valeur
de données.

2. Décalage : Ensuite, lorsqu'une opération de décalage est effectuée, chaque bit dans le
registre est déplacé d'une position vers la gauche ou la droite, en fonction de la
direction du décalage.

3. Bitcirculaire : Le bit qui est déplacé hors de la position la plus a gauche (lors d'un
décalage a gauche) ou de la position la plus a droite (lors d'un décalage a droite)
réapparait a I'opposé. C'est ce qui rend le décalage "circulaire”.

4. Répétition : Ce processus de décalage circulaire peut étre répété autant de fois que
nécessaire.

Les registres a décalage circulaires sont utilisés dans diverses applications, notamment en
cryptographie, pour I'implémentation de mémoires tampons circulaires, de genérateurs de
séguences pseudo-aléatoires, de filtres numériques et d'autres systemes de traitement de
données sequentielles ou le décalage circulaire des données est nécessaire.
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oD 1{oD oD o DJ?' 1 0 1 1
C"|C"ICTCHIh u/:./’/:.//1

Fig A.9 registre a décalage circulaire
Les registres a décalages circulaires sont utilisés dans le calcul polynomial, en particulier pour

le produit et la division Euclidienne de deux polyndmes.
. : A~ . t ,
Le produit c(X) = Y. c;X", des polynomes y(X) = )."_ y:X'et g(X) = Y.._ giX', se

fait selon le schéma séquentiel suivant :

Fig A.10 Circuit a décalage circulaire du produit.

La divisions Euclidienne dun polynome y(X) = Z?zo y; X' par un polyndme g(X)

t ; . . , .
> izo giX*, se fait selon le schéma séquentiel :

0 g1 Bt-1 gt

Vo Vi Vn-t Vn-t+1 Vin-t+1 Vi1 Vn

Fig A.9 Circuit a décalage circulaire de la divisions Euclidienne.
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Exercices

Les exercices de 1 a 19 traitent les codes linéaires et ceux de 20 a 40 sont sur les codes
cycliques.

Exercicel.

Soit le code binaire C = {0000, 1011, 0101, 1110}.

1. Quelle est la longueur du code ?

2. Quelle est la distance minimale du code ?

3. Ce code C vérifie-t-il 1a condition de décodage d’ordre e =1 ? c.a.d. est-il 1-correcteur ?
Exercice 2.

Soit le code ternaire C = {0000, 0121, 1110, 0212, 2220, 1201, 2102, 1022, 2011}.

1. Montrer que C est un code linéaire et donner ces paramétres (n, k, d)?

2. Quelle est la capacité de correction e de ce code ?

3. Déterminer une matrice génératrice G et une matrice de contréle de C.

Exercice 3.

On considere le code linéaire binaire C(n, k, d) définie par une matrice de controle

10111000
01110100
11010010
11111111

1. Quelles sont la longueur n, la dimension k et la distance d de ce code?

H =

2. Montrer que C est systématique et donner sa matrice génératrice G.

3. Trouver le mot code ¢ provenant du mot x=1010 par Gn.

4. Décoder si possible les mots y1=11111000, y.=11000001, y3=01011101
Exercice 4.

Soit C(n, k, d) un code linéaire de matrice de controle Hetr eN",

Montrer que : d > (r+1) si et seulement si tout sous-ensemble de r colonnes de H est libre.
Exercice 5.
On considére le code linéaire trinaire (sur le corps F3 ) C(n, k, d) définie par son code
orthogonal
Ct={(xy + x3,2x1 + 2x5 + x3, x; + 2x3, x5, x3)/ x;€F3 }

1. Déterminer une base de C* et déduire la longueur n et la dimension k du code C?
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2. Déduire une matrice de controle H de C et sa distance minimale d.
3. Montrer que C est systématique et donner sa matrice génératrice normalisée Gy, et construire
ce code.
4. Décoder si possible les mots y1=22021, y»=21211, y3=11120, y4=11110
Exercice 6.
Soit C(n, k, d) un code binaire, et H sa matrice de contréle.
1. Montrer que la distance minimale d est le plus petit nombre de colonnes de H telles que leur
somme soit nulle.
2. Déduire que si tout sous-ensemble de r-1 colonnes de H est libre, alors d > r.
Exercice 7.
Soit d la distance minimale d’un code linéaire C. Montrer que si d > 3 alors C Vérifie la
condition de décodage d’ordre 1.
Exercice 8.
Soit C(n, k, d) le code binaire de matrice génératrice G définie par :
0 1. 11 10
G= (1 0 10 1 1)
1 0 11 00
1. Déterminer les parameétres n et k. Montrer que C n’est pas systématique.
2. Montrer que C est équivalent a un code systématique C, (en appliquant la permutation
T14) qu’on détermine sa matrice génératrice normalisée Gy. Construire le code Cq.
3. Déduire une matrice de contrdle Hy du code Cs. Calculer par deux méthodes la
distance d.
4. Corriger si possible les mots suivants : y;=111100, y,=111101, y;=100010.
Exercice 9.
Soit C(n, k, d) le code binaire de matrice de contrdle G définie par :
1 0111 0 O
G= (1 1 100 1 O )
0 1 110 0 1
1. Montrer que C est systématique et déterminer les parametres n et k.
2. Détermine sa matrice génératrice normalisée Gy. Construire le code C.
3. Corriger si possible les mots suivants : y;=0001110, y,=0010100.
Exercice 10.
Soit C(n, k, d) un code binaire sur I’alphabet A (c.a.d. A={0, 1}, g=|A|=2), reN"

1. Pour tout xeA", on note B(x, r)={yeA": d(x, y) < r } la boule de centre x et de rayon r et
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S(x, 1) ={yeA": d(x, y) =i } la sphere de centre x et de rayon i.
Montrer que [B(x, N|=XLZ" |S(x, 1)|= Xi=E CL.
2. Si le code C est de capacité e et Sachant que : Uy B(x,e)c A"

211

yizech

Montrer que: |C | <

n!

Remarques. 1) | . | représente le cardinal. 2) Ci= T

Exercice 11.
Soit C(n, k, d) un code linéaire binaire, on définit le code étendu C’(n’, k’, d’) comme suit :
C'={ (X1, ..., Xn, Xn+1) € FJ1 tels que (X4, ..., xn)eC et Y17+ x;= 0}.
1- Déterminer les parameétres n’, k’ respectivement en fonction des parametres n, k.
2- Donner selon la polarité de d, la distance d’ en fonction de d.

Exercice 12.
Soit C(n, k, d) un code linéaire sur un corps fini IK

1. Montrer que C peut détecter d-1 erreurs et peut corriger [(d-1)/2] erreurs.
2. Sid=2t+1 (impaire) et u, v deux mots de K" tel que w(u) <t et w(v) <t, montrer qu’ils
ont des syndromes différents, et que Y'=% C. < 27k,

Exercice 13.
Soit C(n, k, d) le code binaire de matrice de controle H définie par :

1 1.0 1 0 0O

g=[(0 110100}

1 11 0 0 10

1 01 00 0 1
1. Déterminer les parameétres n et k. Montrer que C est systématique.
2. Détermine sa matrice génératrice normalisée Gy. Construire le code C.
3. Calculer la distance d.
4. Calculer la capacité de correction e et corriger si possible les mots suivants :

y,=1011101, y,=1110111, y;=0010111.

Exercice 14. On considére un code de Hamming C(7,4).

1. Coder le message suivant : x=010110010111
2. Décoder le message suivant : y=010001110010101101001

Exercice 15. On considére le code linéaire en blocs défini par une matrice de contréle
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10111000
01110100
11010010
11111111

H=

obtenue en rajoutant a la matrice de contréle du code C(7,4,3), une colonne de zéros puis une

ligne de uns.

1. Quelles sont la longueur n et la dimension k de ce code ?

2. A quoi correspond pratiquement la modification du code de Hamming ?

3. Mettre la matrice H sous forme systématique.

4. Trouver une matrice genératrice G de ce code.

5. Montrer que ce code détecte toutes les mots de deux erreurs et corrige toutes les

configurations d’une erreur.

Exercice 16. Taille de paquets et taux de transfert (rendement)

L'objet de cet exercice est de comparer les taux de transmission et la fiabilité d'un code par

répétition et un code de Hamming. Le but est de démontrer que dans le cas d'un canal bruité,

émettre des paquets longs est plus efficace qu'émettre des paquets courts. On désire

transmettre un message de 10000 bits a travers un canal bruité. On considére une probabilité

d'erreur p=0,01.

Codage par répétition : Chaque bit est émis trois fois. Le décodage se fait par un vote a la

majorité.

1. Quel est le taux de transmission ?

2. Quelle est la probabilité que le décodage soit incorrect ?

3. Combien des 10000 bits du message ne sont pas correctement transmis ?

Paquets de 9 bits : On considere un code Hamming(9,3). Le message est envoyeé sous forme

de paquets de 9 bits, de la forme (s1, Sz, S3, t1, t2, t3, s, t5, ts). Les trois premiers bits s1,S2, S3

constituent le message original, les six suivants ti, ... , ts sont les bits de contréle.

4. Quel est le taux de transmission ?

5. Combien y a-t-il de configuration possible de 0, 1, ou 2 erreurs dans un tel paquet de 9
bits
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6. Supposons qu'il existe un codage tel que les 6 bits de contrdle puissent localiser toutes les
configurations jusqu'a deux erreurs. Quel est alors la probabilité qu'un tel paquet de 9 bits ne
soit pas décodé correctement ?

7. Combien des 10000 bits du message ne sont pas transmis correctement ?

Exercice 17. On considére 1I’ensemble C définie par :
C={(2x1 + x5 + x3, x1 + 2x; + 2x3, 2x1+X, + X3, X1 + 2X, + 2X3, X3, 2X1 + X5 + X3,
2x3)/ x;€F3 }

1. Montrer que C est un code linéaire dont on détermine une base, sa longueur n et sa dimension
k.

2. Donner une matrice génératrice G et déduire que C n’est pas systématique.

3. Soit Cs I’image de C par la transposition t23. Montrer que Cs est un code systématique dont
on determine sa matrice génératrice normalisée Gn et une matrice de contréle Hn.

4. Construire le code Cs et déduire sa distance d et sa capacité de correction e.

5. Décoder si possible les mots y1=0012102, y,=121211.

6. Bob a envoyé un message m=mim; a Alice qui posséde comme clés secrétes les matrices G,

(2 1 _ . 1 2 3 4 5 67
S—(1 1) et P=Ps tel que la permutation ¢ = 1 2 45 367

a. Déduire la clé publique (G', ) que Bob a utilisé pour chiffrer m. Quel est le mot ¢ envoyé
a Alice ?
b. Soit c=022211 un message recu par Alice. Quel est le message clair m que Bob a envoyé a
Alice ?
Exercice 18. Construire le code de Reed-Muller RM(2, 3) de matrice génératrice G(2, 3).

Exercice 19. Si g=5, construire le code de Hamming 5-aire pour m=2.

Les exercices suivants sont sur les codes cycliques

Exercice 20

Soit C(n, k) un code cyclique sur le corps IK=F,r des racines ni¢mes de I’unité, de générateur
g(X) = XiZ g:iX".

1. Montrer que C est un code systématique, et que le mot code associé au mot a(X) =

=k g;X" est le mot c(X) = X*a(X)+S(X*a(X)) o0 S représente le syndrome.
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2. Pour n=7, g(X) = X3 + X2 + 1. Calculer en utilisant un registre a décalage circulaire, le
syndrome S(X%a(X)).

Exercice 21

Soit C(n=2"-1, k) un code cyclique sur le corps K=F,rdes racines niémes de 1’unité, de

générateur g(X)=(X — a)(X — a®)(X — a*) ...(X —a?®" "), « une racine primitive de K.

1- Montrer que C est un code BCH primitif au sens strict dont on détermine sa distance
construite 9.

2- Pour r=3,

a- Montrer que g(X) est irréductible sur F».

b- C est-il un code de Reed-Solomon? Est-il un code de Hamming ? justifier.

Exercice 23
Soient K=F,r, le corps des racines 7°™ de I’unité, « une racine primitive de K.

I) Soit C(n=7, k) un code de Reed-Solomon au sens strict sur K, 2-correcteur.

1- Déterminer son geénérateur g(X) et une matrice de contrdle H.

2- Soit y(X) = ¥=8 y;X* le mot recu. Montrer que son syndrome polynomial est

S(y() = T (TS yiad )X,

3- Décoder par la méthode algébrique le mot y(X) =aX> +abX®, sachant que le poids de
I’erreur w(g(X))=2.

I1) Supposons maintenant le code Reed-Solomon de longueur n=7, de générateur le polynéme

gX) = X% +a*X +a’.

Décoder par la méthode de T.F.D (Transformée de Fourier Discréte) le mot (polyndme) recu
y(X) =a*+X2

Exercice 24

Soit K=F,r un corps fini / re N", o une racine primitive de K..
1. Donner la définition d’un code C(n, k, d) de Reed-Solomon au sens strict de générateur
un polynéme
g(X) de degré t.
2. Donner les parametres du code C(n, k, d, e). Est-il M.D.S ?
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3. Pour r=3. t= 3. Calculer le générateur g(X) et le polynéme de control h(X) et déduire
une matrice génératrice G et une matrice de contréle H.

4. Décoder par la méthode algébrique, le mot y(X) = al+oX + a®X2.

Exercice 25

Soit C(n=10, k) un code cyclique binaire sur le corps K= IF,~ des racines 10°™ de 1’unité sur

IF,, de racine primitive o et de générateur g(X).

Décrire le corps K=IF,r des racines 10°™ de 1’unité sur IF, .
Déterminer le groupe G1o(IK) des racines 10°™ de I’unité en donnant son générateur .

Décomposer le polyndme X°-1 en produit de polyndmes irréductibles sur F,.

A wnNoE

Soit le polynéme g(X) = X° — 1. Montrer que le polynéme de control h(X) = g(X)
est un générateur d’un code cyclique C’ dont on détermine sa dimension k’, une matrice
génératrice G’ et une matrice de controle H’.

5. Soit g(X) = X5+ X3 + X2 + 1, le générateur de C(12, k). Montrer que le mot code
associé a un mot a(X)= YiZk~1q, X! est c(X) = X%a(X) +S(X°a(X)). S signifie
syndrome.

6. Calculer par un registre a décalage circulaire le syndrome de X>(X3+X+1) et le mot code

associé au mot X3+X+1.

Exercice 26

Montrer que le dual d’un code cyclique C(n, k) est un code cyclique C’(n’, k’) qu’on

détermine ces parametres.
Exercice 27

Soit C(n, k, d) un code cycliques non trivial sur le corps K=IF,~ des racines ni¢mes de 1’unité

sur IF,, de racine primitive o et de générateur g(X).
I- Supposons que la matrice H ci-dessous est une matrice de contréle de C:

H=(1 aa2a3a4a5a6>
12 o &® @ o' ot?

1- Déterminer n, r et le polyndme primitif M,(X) de KK et décrire ce corps.
2- Calculer les classes cyclotomiques de o et o et déduire les racines de M, (X)et M 3 (X).

3- Soit ¢ =(cg, €1, ---,C7).
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Montrer que ¢ € C si, et seulement si c(X) est un multiple de M,(X)M 5z (X)
4- Déduire que g(X) = M, (X)M ,(X). De quel type de code s’agit-il. Déterminer k et d.
[1- Supposons que g(X) = M 3 (X).

1- Montrer que C(n, k, d) est un code BCH, déterminer k et montrer que d=3.
2- Pour se communiquer entre eux ALICE et BOB utilisent la cryptographie de McEliece.
BOB choisit le code C(n, k, d) et choisit comme clés secretes, la matrice géenératrice
normalisée Gn de C, la matrice inversible S=1,,(l4) et la matrice de permutation P= z,5(l7).
ALICE et BOB se mettent d’accord sur le chiffrement des lettre de A a P comme
suit :

A B C D E F G H I J K L M N @) P

0000 | 1000 | 0100 | 0010 | 0001 | 1100 | 1010 | 1001 | 0110 | 0101 | 0011 | 1110 | 1101 | 1011|0111 | 1111

a) Déterminer la clé publique (G, ¢) ou e est la capacité de correction de C.

b) BOB chiffre le mot m=NON et I’envoya a ALICE. Quel est le message chiffré ¢ recu par
ALICE.

c) Supposons que ALICE a recu le message c=0010110 0001010 0010110. Utiliser la
méthode de piégeage d’erreurs, pour déterminer le message m que BOB a envoyé a ALICE?

Exercice 28

Soit C(n=2"-1, k, d) un code cyclique sur le corps K=IF,r des racines niemes de 1’unité sur

IF,, de racine primitive o et de générateur g(X).

1- Montrerquesi g(X) = (X — a)(X — a?) ... (X — at), tel que t>1. Alors C admet la matrice

H suivante comme matrice de contrble :

/1 a o vt

2- De quel type de code s’agit-il ? Montrer que d=t+1.
3- Pour r=3 et t=4. Donner les paramétres du code C et développer le polynéme g(X).
4- Soit y(X) = X3 + aX? + aX, le mot regu ayant v=2 erreurs.

Décoder le mot y(X) en utilisant la méthode algébrique.
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Exercice 29

1. Soit K le corps des racines 7™ de I’unité sur F,, de racine primitive o et de polyndme
primitif M, (X) et soit C(n=7, k, d) le code linéaire sur K dont son code orthogonal (dual) C+
est engendré par la matrice H donnée par:

1 11 01 0 O
H = (0 11 10 1 O)
0 01 110 1

a. Décrire le corps K et décomposer X7 — 1 en produit de polynomes irréductibles sur FF,.

b. Montrer que C est un code cyclique et déterminer son polynéme de control h(X) et son
polyndme générateur g(X).

2. Déterminer les racines du polyndme g(X) dans K et déduire que C est un code BCH dont
on détermine sa distance d et sa capacité de correction e.

3. Soitlemotrecu y(X) = X6 + X> + X* + X + 1.

a. En utilisant un circuit a décalage circulaire, calculer le syndrome de y(X)?

b. Décoder le mot y(X) par la méthode de Meggitt.

Exercice 30

Soit C(n, k) un code cycliques binaire sur le corps K=IF,r des racines niémes de 1’unité sur FF,,

de racine primitive a et de générateur g(X).
I- supposons que la matrice de contr6le H est définie par :

H=1 a & & ot & o)

1. Déterminer n et r et le polynéme primitif M, (X) et déduire le corps K.

2. Déterminer les classes cyclotomiques de K'= K-{0} et déduire la décomposition du
polynbme X™ — 1 sur IF, en polyndmes minimaux (irréductibles).

3. Soit ¢ = (cg, €1, ---,C)-

Montrer que ¢ € C si et seulement si c(X) est un multiple de M, (X)

4. Déduire que g(X) = M,(X) et que C est un code BCH primitif au sens strict dont on
détermine sa dimension k et sa distance construite o.

5. Supposons y(X) = X° + X* + X3 + X2 + X + 1 le mot regu.

a- Calculer par un registre a decalage circulaire S(y(X)) le syndrome de y(X).

b- Donner I’algorithme de Meggitt et décoder le mot y(X) par cette méthode.

I1- supposons que g(X) = M,(X) M,z (X).
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Déterminer tous les racines de g(X), et déduire que C est un code BCH et déterminer sa

dimension k et montrer dans ce cas que d=7.

Soit y(X) = a?X®+ oX5 le mot recu contenant v=2 erreurs. Calculer le polyndme
localisateur et ces racines.

Donner I’algorithme de décodage algébrique du code et décoder le mot y(X) par cette

méthode.

Exercice 31

Soit C(7, k) un code cycliques binaire sur le corps K=F,- des racines 7'*™ de 1’unité sur [F,,

1.

2.
3.

de distance minimale d, de racine primitive a et de générateur g(X).

Montrer que si g(a) = g(a?) = g(a®) = 0, alors la matrice H suivante est une matrice de

1acd® & & & &
H=<1a2a4oz6 ot a12>
9

12 & & d? of® o8

contréle

En déduire qu’il existe un entier o tel que d > 3.

Si 6=n déduire dans ce cas que C est de distance d=n.

Exercice 32

1.

Code cyclique
Soit C(n, k, d) le code cyclique sur le corps K des racines 7™ de I’unité sur F,, de racine

primitive o, engendré par g(X) = X* + X3 + X2 + 1. Décrire le corps K et donner la longueur

n, la dimension k.

2.

> w

o

Déterminer une matrice génératrice de C, de la forme Gs=(l«/A) et déduire une matrice de
controle H.

Déterminer la distance d et la capacité de correction e de C.

Soit le mot regu y(X) = X® + X5+ X3 + X2 + 1.

En utilisant un circuit a décalage circulaire, calculer le syndrome de y(X).

Donner I’algorithme de la méthode de piégeage d’erreurs et décoder le mot y(X) par cette
méthode.

I1- Application a la cryptographie de McEliece

Pour se communiquer entre eux, ALICE et BOB utilisent la cryptographie de McEliece.
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BOB choisit le code C(n, k, d) dans la partie (1) et choisit comme clés secrétes, la matrice

0 0 1
génératrice Gs de C, la matrice inversible S:[O 1 O] et la matrice de permutation
1 0 O

P=P7,3(In).

ALICE et BOB se mettent d’accord sur le chiffrement des lettres suivantes :

A B C D E F M N
000 100 010 001 110 101 011 111
1. Déterminer la clé publique (G, €) ou e est la capacité de correction de C.

2. ALICE chiffre le mot m="MFD" et ’envoya a BOB. Quel est le message chiffré ¢ recu
par BOB.
3. Supposons que BOB a recu le message c=001010101011000010101.
Déchiffrer ¢ pour déterminer le message m (en lettres) qu'ALICE a envoye a BOB?

Exercice 33 Soit le corps de Galois IK=[Fg, . une racine primitive de K.

1. Soit C(n, k, d) un code BCH primitif sur K de générateur le polynéme

gX) =X —a)X —a®)(X — a®)(X — a*). De quel code s’agit-il ? Déterminer les
parametres n, k et d.

2. Soit le mot regu y(X)=a?X+aX?+X° contenant deux erreurs.

a- Calculer le syndrome S=(s;j) / 1<j<d-1 du mot y(X).

b- Déterminer le polyndme localisateur o(X) et ses racines dans K.

c- Déduire les localisateurs Xi.

d- Corriger en utilisant la méthode Algébrique le mot y(X).

Exercice 34

Montrer que le dual d’un code cyclique C(n, k) est un code cyclique C’(n’, k') qu’on

détermine ses parametres.
Exercice 35

I- Code cyclique
1. Soit C(n, k, d) le code cyclique sur le corps IK=IF,r des racines 7™ de 1’unité sur FF,, de
racine primitive a, engendré par g(X) = (X — 1)(X3 + X + 1). Décrire le corps K.

2. Deéterminer la longueur n, la dimension k et montrer que la matrice Gs=(I«/A) tel que:
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1 01 1
A=l1 1 1 0] est une matrice génératrice de C et déduire une matrice de contréle H.
0 11 1

a. Déterminer la distance d et la capacité de correction e de C.
b. Soit le mot recu y(X) =X8+X>+ X3 + X?3+1

c. En utilisant un circuit a décalage circulaire, calculer le syndrome de y(X)?

d. En utilisant la méthode de Meggitt, décoder le mot y(X).

I1- Application a la cryptographie de McEliece

1. Pour se communiquer entre eux, ALICE et BOB utilisent la cryptographie de McEliece.

BOB choisit le code C(n, k, d) dans la partie () et choisit comme clés secretes, la matrice

0 0 1
génératrice Gs de C, la matrice inversible S:[O 1 0] et la matrice de permutation
1 0 O

P:P123 (In)

ALICE et BOB se mettent d’accord sur le chiffrement des lettres suivantes:

A B C D E F M N
000 100 010 001 110 101 011 111

Déterminer la clé publique (G, €) ou e est la capacité de correction de C.

2. ALICE chiffre le mot m=""MNM" et I’envoya a BOB. Quel est le message chiffré ¢ recu
par BOB.

3. Supposons que BOB a recu le message ¢=001010101011000010101.
Déchiffrer ¢ pour déterminer le message m (en lettres) qu'ALICE a envoyé a BOB?

Exercice 36

1. Soit K= TF, le corps des racines 4°™ de I’unité sur IF, de racine primitive o.. Décrire le corps
K.

2. Soit le code de Reed-Solomon C(3,1,3) sur IF, de polyndme générateur g(X) = X% +

X + 1, ce polyndme a 2 racines : a et 2. Soit y(X) = X + 1, le mot recu avec v=1

erreur. Corriger en utilisant la méthode TFD, le mot y(X).

Exercice 37

Soit le corps de Galois K=IF,~ / reN", a. une racine primitive de K.
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1. Donner la définition d’un code C(n, k, d) de Reed-Solomon au sens strict sur IK, de générateur
un polynéme g(X) de degré t.

2. Pour r=3, t=4. Déterminer le générateur g(X), n, k et d.
Décoder par la méthode T.F.D, le mot recu y(X) = o® +aX> + X8, sachant qu'il contient

deux erreurs.
Exercice 38
Soit C(n, k) un code cyclique dont le polyndme générateur g(X) est divisible par X — 1.

Montrer alors que tout mot recu y(X) de longueur n, comportant un nombre impair d’erreurs

(c.a.d. w(e(X)) impair) est détecté comme message errone.
Exercice 39

1. Soit le polynéme M (X)= X3+ X?+1 de F,[X], montrer que M (X) est irréductible sur TF,.
2. Soit K=IF,[X]/< M(X) > posons o. =X la classe de X.
Montrer que tout élément x=P de K s’écrit sous la forme x=ao+ ai0+ a20% / aie F,.
3. Déterminer B I’inverse de a dans K.
4. Montrer que M (X) a trois racines dans KK et exprimer les en fonction de 1, o, o.

Exercice 40

I. Soit C(n=12, k) un code cycliques trinaire sur le corps K= [F5r des racines 12°™ de I’unité sur

[F5, de racine primitive o et de générateur g(X).

1. Décomposer par deux méthodes, le polyndme X*2—1 en produit de polyndmes irréductibles
sur [Fs.

2. Soit g(X) =X?+2X?+2X + 1. Montrer que g(X) est un générateur de C(12, k),
déterminer k et montrer que ce code est systématique.

3. Soitle mot a(X) = X3 + X + 1 associé au mot a=(1,1,0,1,0,0,0,0,0) de K°

Calculer par un registre a décalage circulaire le syndrome de X3a(X) et déduire le mot code
c(X) associé a a(X).

1. Soit K=FF,~ un corps fini / re N, a une racine primitive de K.

a. Soit C(n=2"-1, k, d) un code cyclique sur IK, de générateur le polynéme

gX) = (X —a)(X — a?) ...(X —a? ). De quel code s’agit-il ?

b. Donner les paramétres du code C(n, k, d, ). Est-il M.D.S ?
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