مشكلة الارتباط الذاتي لحدود الخطأ العشوائي:The Problem of Autocorrelation
من فروض التحليل الاساسية التي يستند عليها انموذج الانحدار الخطي العام هي فرضية استقلالية حدود الخطأ العشوائي, بمعنى ان حد الخطأ العشوائي في أي فترة زمنية لا يرتبط مع حد الخطأ العشوائي في أي فترة زمنية أخرى.هذه الفرضية تمثل بالآتي:


في حالة عددم تحقق الافتراض اعلاه فأن حدود الخطأ العشوائي تكون معتمدة احصائيا, أي أن:


والافتراض اعلاه هو افتراض الارتباط الذاتيلحدود الخطأ العشوائي. في هذه الحالة نواجه مشكلة الارتباط الذاتي لحدود الخطأ العشوائي.
الارتباط الذاتي يمكن تعريفه على انه الارتباط بين قيم السلسلة الزمنية نفسها وعبر فترات زمنية مرتدة.

الأسباب التي تؤدي الى حدوث مشكلة الارتباط الذاتي:
1) عندما تكون البيانات الخاصة بمتغير الاستجابة وكذلك المتغيرات التفسيرية بهيئة سلاسل زمنية بمعنى مقاسة بفترات زمنية متعاقبة.
2) اذا كانت البيانات الخاصة بمتغير الاستجابة وكذلك المتغيرات التفسيرية بهيئة بيانات مقطعية وعلى شكل معدلات أو اوساط مجاميع.
3) التشخيص غير الصحيح لأنموذج الانحدار نتيجة حذف بعض المتغيرات التفسيرية, بمعنى هناك متغيرات تفسيرية مهمة ولها علاقة بمتغير الاستجابة ولكنها غير متضمنة في الانموذج.
4) عدم التشخيص الصحيح لشكل دالة الانحدار, كأن يكون شكل الدالة الحقيقي هو دالة لوغارتمية أو دالة من الدرجة الثانية ولكن يتم خطأ اعتماد الدالة الخطية.
5) حدوث الظروف غير الطبيعية كالكوارث أو الحروب أو الزلازل, هذه الظروف يمتد تاثيرها لفترات زمنية لاحقة مما يؤدي الى حدوث مشكلة الارتباط الذاتي.

الارتباط الذاتي من الدرجة الاولى:
على افتراض أن العلاقة بين متغير الاستجابة والمتغير التفسيري تمثل بأنموذج الانحدار الخطي البسيط الآتي:
         ……. 1
وعلى افتراض أن حدود الخطأ العشوائي   لهذا الانموذج تعاني من الارتباط الذاتي من   الدرجة الاولى والذي يعتبر ابسط انواع الارتباط الذاتي.
بموجب الافتراض الاخير فأن حد الخطأ العشوائي في كل فترة زمنية يرتبط بشكل خطي مع حد الخطأ العشوائي في الفترة الزمنية السابقة, بمعنى أن حد الخطأ العشوائييرتبط بشكل خطي مع حد الخطأ العشوائي  وهذا الارتباط يمثل بالعلاقة الخطية الآتية:
                       ……..2
  اذ أن :   , أي انها اخطاء عشوائية مستقلة ذات توزيع طبيعي بمتوسط يساوي الصفر وتباين ثابت يساوي   والتي تسمى بالاخطاء النقية White noise .
 يمثل معامل الارتباط الذاتي ( -1 << 1  ) و قيمته تحسب وفق الصيغة الاتية:
              …… 3

تقدر قيمة معامل الارتباط الذاتي من العينة بالاعتماد على قيمة البواقي الحسوبة من معادلة الانحدار المقدرة وكالآتي:
                 ……. 4
العلاقة الخطية (2) تدعى بالانحدار الذاتي من الدرجة الاولى بمعنى ان قيمة الخطأ العشوائي في الزمن الحالي t تعتمد ( ترتبط بعلاقة خطية ) على قيمة الخطأ العشوائي في الزمن السابق ( t-1 ), بمعنى آخر قيمة الخطأ العشوائي في الزمن الحالي tترتبط بعلاقة خطيةبقيمة الخطأ العشوائي في الزمن السابق ( t-1 ).
يمكن كتابة الاخطاء  بدلالة الاخطاء النقية  وكالآتي:
بموجب العلاقة الخطية (2) فان قيمة الخطأ العشوائي في الزمن الحالي t-1تعتمد على قيمة الخطأ العشوائي في الزمن السابق ( t-2 ), أي أن:

بالتعويض عن  في علاقة الانحدار الذاتي من الدرجة الاولى (2) نحصل على :

             … 3
نجد قيمة  بموجب العلاقة الخطية (2) اذ أن  تعتمد على  وكالآتي:

نعوض عن  في العلاقة (3) نحصل على :

        … 4
كذلك نجد قيمة  التي تعتمد على القيمة السابقة لها وهي   وكالآتي:

نعوض عن  في العلاقة(4) نحصل على:

         … 5
وهكذا بالتعويض المتسلسل عن    و   و الى اخره من حدود الخطأ العشوائي  يمكن كتابة الاخطاء  بدلالة الاخطاء النقية  وكالآتي:
             ……. 6
والتي يمكن اعادة كتابتها باستخدام رمز المجموع كالاتي:
      ……… 7

اشتقاق صيغة التباين والتباين المشترك للأخطاء العشوائية   في وجود مشكلة الأرتباط الذاتي :
بالاعتماد على العلاقة 5 يمكن اشتقاق صيغة تباين الاخطاء العشوائية  وكالآتي:

باتعويض عن  بما يساويها وفق العلاقة 6  أو 7 , ثم التربيع وأخذ التوقع نحصل على:

وبموجب افتراضات الاخطاء النقية  والتي هي :
      ,    
فان:

وبما أن:

  فأن: 


أما التباين المشترك بين حدود الخطأ العشوائي ( بين  و  )فنحصل عليه كالآتي:
من العلاقة 5 أو 6  نجد ان :


اذن التباين المشترك بين  و  :



وبحسب الافتراضات الخاصة بالأخطاء النقية والتي هي:
      ,         ,     , s=1,2,3,…



           ……… 7
الصيغة 7 تمثل التباين المشترك بين حدود الخطأ العشوائي ولفترة ازاحة واحدة, ويمكن تعميم هذه الصيغة لـ s من فترات الازاحة لتصبح صيغة التباين المشترك بين حدود الخطأ العشوائي:
,     s=0,1,2,…
 وبالاعتماد على الصيغة الاخيرة يمكن كتابة مصفوفة التباين والتباين المشترك لحدود الخطأ العشوائي لأنموذج الاحدار الخطي العام في حالة وجود مشكلة الارتباط الذاتي بين حدود الخطأ العشوائي.

مصفوفة التباين والتباين المشترك لحدود الخطأ العشوائي لأنموذج الاحدار الخطي العام في حالة وجود مشكلة الارتباط الذاتي بين حدود الخطأ العشوائي:
بالاعتماد على الصيغة الاخيرة يمكن كتابة مصفوفة التباين والتباين المشترك لمتجه حدود الخطأ العشوائي و لـ s من فترات الازاحة فأن مصفوفة التباين والتباين المشترك لمتجه حدود الخطأ العشوائي تكون كالآتي:



اذ أن :

وهي مصفوفة مربعة متماثلة ذات سعة (n*n) . معكوس هذه المصفوفة يكون كالآتي:


المصفوفة  وكذلك معكوس تلك المصفوفة سعتهما تعتمد على حجم العينة, فمثلا اذا كان حجم العينة n=2  فان هاتين المصفوفتين تكونان كالآتي:
       ,     
  واذا كان حجم العينة n=3 فان هاتين المصفوفتين تكونان كالآتي:
      ,     
واذا كان حجم العينة n=4 فان هاتين المصفوفتين تكونان كالآتي:
  ,   





خواص مقدرات المربعات الصغرى الاعتيادية في حالة وجود مشكلة الارتباط الذاتي بين حدود الخطأ العشوائي:
تتصف مقدرات المربعات الصغرى الاعتيادية في حالة وجود مشكلة الارتباط الذاتي بين حدود الخطأ العشوائيبالخصائص التالية وعلى افتراض الارتباط الذاتي من الدرجة الاولى  AR(1) .
[bookmark: _GoBack]في حالة العينات الصغيرة: 
1    - غير متحيزة.
   2- لا تتصف بخاصية افضل تقدير خطي غير متحيز لأن تباين تلك المقدرات لا تمتلك أقل تباين مقارنة مع بقية انواع المقدرات غير المتحيزة.
   3- تكون غير كفؤه not efficient .

في حالة العينات الكبيرة ( الخصائص التقاربية):
   1- تكون متسقة Consistent .
   2- لا تتصف بخاصية افضل تقدير خطي غير متحيز بالضبط not exactly BLUE .
   3- ليست كفؤه بشكل تقاربي not asymptotically efficient  .
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