développements limités

Définitions - exemples

Soit f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut-étre en 0.
Définitions.
e La fonction f admet un développement limité d’ordre n (n entier naturel)

au voisinage de O si, et seulement si, il existe un réel strictement positif &,
une fonction polyndéme de degré n,

P, (x) = D a¥
i=0
et une fonction £ de limite nulle en 0 tels que
VxeR, (0 < |x] < B) = (flx) = Py(x) + x" &(x)).

® P (x) est la partie régulitre du développement limité et x" &(x) le terme
complémentaire.

Propriétés des développements limités

e Unicité. — Pour un ordre donné, si f admet au voisinage de 0 un déve-
loppement limité, celui-ci est unique.

e Parité. — Si f admet au voisinage de 0, un développement limité et si
[ est paire (resp. impaire), la fonction polynéme x ——s P,(x) est paire (resp.
impaire).

@ Troncature. — Si f admet au voisinage de 0, un développement limité

A un ordre n, f admet au voisinage de 0 un développement limité 4 tout ordre A

avec
h

h<n et P, (x) = Z ax'.

(1]
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Exemples

Si fest de classe %" ! sur un voisinage de 0, et admet en 0 une dérivée d’ordre n,
il résulte de la formule de Taylor-Young que f admet au voisinage de 0 un
développement limité d’ordre n :

2 n
fG) = £© + 2£© + 51O + o + 1O + xP (),
avec limeg = 0.

0
On obtient ainsi les développements limités :

x:‘l xS x2p+l
® sin x = x —ay = = 1)? 3 T D! + x2PF2 g(x),
@ cosx = 1 —;—: —E—g— v (— 1) (;;;! + 22+ g(x),
o & =1 +Tx,— {rg; oz +;i:+x"a(x),
s I.I—xZI + x 4+ X 4 e+ X"+ 2" E(X).
REMARQUES.

e Pour obtenir le développement limité d’une fonction f au voisinage d’un
point x, , il suffit de chercher le développement limité au voisinage de 0 de
Ia fonction g :

t— g(t) = f(xo + 7).
e De méme, pour obtenir le développement limité d’une fonction f au voi-
sinage de + oo, il suffit de chercher le développement limité au voisinage
de 0 de Ia fonction F définie par

F(r) = f(;)

Opérations o
sur les développements limités

Soit fet g deux fonctions qui admettent au voisinage de 0 des développements
limités d’ordre n

f(x) = Pyx) + x"g(x) et g(x) = Qx) + x"£5(x),
avec

limg; =0 et limg, = 0.
0 0
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Développement limité de la somme
La fonction f + g admet au voisinage de 0 le développement limité d’ordre n
If + 21 (x) = [P(x) + Qx)] + x"&(x), avec lime = 0.
(4]

Développement limité du produit
La fonction f . g admet au voisinage de 0 le développement limité d’ordre n
.21 () = R, (») + x"&(x), avec lime = 0,
0

R, désignant le polynéme obtenu en ne prenant que les termes de degré infé-
rieur ou égal & r du polyndme P, . Q, .

ExempLE. — Développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonc-
tion f . g, ou

et g(x) = &,

fx) =

Yoo %

L]

+ x% g,(x).

2 x _E__
e L4+x+X2 +2%6(x) et €=1+4+ x4 5

x? x° x*
Henrésulte P,.Q; =1 + 2x + 57 + 3—2— + T et, par suite,

2
fx).gx) =1 + 2x + s"? + x%g(x), avec lime = 0.
(1]

Développement limité du quotient

Si Q,0) # 0, la fonclion‘;—tadmet au voisinage de 0 le développement
limité d’ordre n :
[‘g] (x) = Z(x) + x"€e(x), avec limg =0,
o
Z, désignant le quotient de la division puissances croissantes de P, par Q,
P,=0Q,.Z, + x"*'S.

ExeMPLE. — Développement limité 4 Pordre 3 au voisinage de 0 de la fonc-
tion x — tg x.

Ona
3 2

f(x) =sinx =x #% + x° g(x); g(x) =cosx =1 —% o’ €,(x).

3
On en déduit P; = Q, [x + %] el g et, par suite,

tgx = x +§— + x2g(x), avec limg = 0.
0
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Développement limité d'une fonction composée

Théoréme. — Si P,(0) = 0, la fonction g - fadmet au voisinage de 0, le déve-
loppement limité d’ordre n '

gof(x) = T(x) + x"e(x), avec lime = 0,
0

T, désignant le polyndme obtenu en ne prenant que les termes de degré infé-
rieur ou égal & n du polynéme Q,[P,(x)].

ExeMpPLE. — Développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction
X t—s 5%,
On a
3 2 xz
fO) =sinx =x+x'ex) et g =€ =1+x+5+ ** €5(x).

2
Il en résulte Q, [Po,(x)]1 =1 + x + 52— et, par suite,

[] 2

e =1 + x +x7 + x%g(x), avec limg = 0.
0

Développement limité d’'une fonction dérivée
Soit f une fonction de classe " au voisinage de (0 qui admet une dérivée
d’ordre (n + 1) en 0. La fonction f admet donc au voisinage de 0, un déve-
loppement limité d’ordre (z + 1)
f(x) =P, (%) + X" 1g(x), avec lime = 0.
0
Théoréme. — La fonction dérivée f” admet au voisinage de 0, un développe-
ment limité d’ordre n

f'(x) = P, (x) + x"g4(x), avec limg, =0,
0

P, ., €étant le polyndme dérivé du polyndme P,.

ExempLE. — La fonction f : x r— T—I? est de classe € au voisinage de 0

et admet une dérivée d’ordre (» + 1). On a de plus
@ =1+ x4+ . £+ 4 "6

On en déduit —
(1 — x)

s=1+4+2x+3x" + .. + (0 + D X" + x"gy(0),

avec limg; = 0.
[
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Application
des développements limités

Recherche de limites
ExemPLE. — Déterminer la limite quand x tend vers 0 de la fonction f :

1 — xsin x —cos x
X b—

(e — 1)?
Ona
2
1 — xsinx —cos x = —-—{2- + 22 (%) et (€& —1)? = x? + x7g,(%).
2
R ) :
On en déduit f(x) = ————————— , puis lim f = — —.
x* 4 x% gy(x) 0 2

Etude des branches infinies

ExempLE. — Etudier les branches infinies de la courbe représentative de

la fonction f : .
xt-—---»x(l + e;).
Onalimf= + coetlimf=—co.
+ oo —a

Au voisinage de + o0 oude — co, on a

1
ke 1 1 1 ;
e"=1—1-;—|——2+?a(x), avec limeg =
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1 1
On en déduit f(x) = 2x + 1 + — -+ —e(x).
2x X
Donc la droite d’équation y = 2x 4 1 est asymptote & la courbe représen-

tative (%) de f.
e I
PM est du signe de 3% Donc (%) est « au-dessus » de 'asymptote au

voisinage de + oo et « en dessous » de 'asymptote au voisinage de — co.

Développements limités au voisinage
de O des fonctions usuelles

sinx = x —g—? i- g; Fe e fi— I}"% + x** 2 e(x).
gasE = —-’2(—!2 3 :—: L B DIP (‘;;;! + X2 ).
tg x = x | %3 -} 21_3;5 + x° &(x).
e =1 +x —i—:—: + ... —i—%%—x"a(x).
shx = x +-;-j +’;—!S + .. +(24f—f"lT! + x2P*2 g(x).
chx =1+ "-2‘; R f-:- + e é;:! + 2?7+ g(x).
th x =x—f;~ +2’i; + xse(x).
Log(d + x) = x -"; —f-’;—3 + e F (— 1M %p + xP e(x).
keR,(1 +x* =1 + kx + ﬂk—z?—ﬂxz + ...
Py o "’p(!k_p wall B
x3 xS 2p+1 2042
Arc tg x - -F‘? F o+ (— I)"zp i + xP7 g(x).
Argth x = x +f; 'fsi + e 4 ;;z,':.l + X2 g(x).
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3 5
Arcsin x = x -!-%——1—% + e
foe "'(2P_l)>< il + P ex)
2.4..(2p) 2p +1 ’
3 5
X 3x
Arg sh x —x-—? = 0 +
1. 3. (2—1), 21
+(—1)7 (2r ) 4 P2 (),

7.4..(20) 2p +1

ou & est une fonction telle que limg = 0.
0

© Montrer que les fonctions f suivantes (exercices numéros 1 & 6) admettent,
quel que soit » € IN, un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 et
former ce développement limité (on utiliscra la formule de Taylor-Young) :
Lfx=0+ 20"

La fonction f est dérivable a tout ordre sur R \ {— 1} et I’on a

ey —1 2 iy O
R\ -1 f@=gTm IO IO g

et par récurrence on montre que

VneN, VxeR\{—1}, fm(x)z((l__—"k%:%-

La formule de Taylor-Young appliquée & f au voisinage de 0, donne
S0 = 1O + 25O + - + OO + o], avee lims =0,
soit
) =1—x+4x*—x> 4+ . +(—1)"x" + x" ().
2fx)=0—x""
Un raisonnement analogue au précédent conduit &

f)=14+x+x*+x*+..+x"+x"¢(x), avec neN et lime=0.

0

1
3. f(x) =1 —x)>

La fonction f est dérivable & tout ordre sur }— co, 1[ et I’'on a
Vxel]— oo, 1,
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z:

FO)=—2 =% ) = — s —2) %) = —3(—3)

et par récurrence on montre que
135.Qn—=3) o ~221

Vo> 2,Vxel—o, +1[, f®x)=— =

Le développement de f au voisinage de 0 par la formule de Taylor-Young
donne

() = £(0) + 310 + ; O+ .. + % JO0) + x* &),

avec lim & = 0, soit
1]

x* 33 1X3X5%..x@2n—3) ,

f(x):l—;——?—ﬁ—w..‘— — + x"&(x).

1

4.fx)=04x %

La fonction f est dérivable & tout ordre sur }— 1, 4 oo[ et un raisonnement
analogue au précédent conduit &

f(x)=1—§+ _|_ (1Y 1.X 3N, x(Zn—l)x,,_l_x,,.a(x)’
2" n!

avec lime = 0.
1]

5. f(x) =Log 2 + x).
La fonction fest dérivable a tout ordre sur }— 2, + oo[ et ’'on a
1 i 2

v -_'_23 1= E] 3 e el ¢ e T M" e

rel—2 el S0 = 0 = e W = s
et

-1
¥ neN* f"(x) = il ])!.
@+
Le développement de Taylor-Young de la fonction f au voisinage de 0 est
= 1)"‘
B

Log(2 + x) =Log2 + + ~|~ .+ + x" g(x),

avec lime = 0.
0
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6. f(x) = cos (1 - x).

La fonction f est indéfiniment dérivable sur IR et
VneN, f™%x)= cos (1 +x+n ;)

Le développement de Taylor-Young de la fonction f au voisinage de 0 est
3 4

f(x)=cosl—1:-sin]-—;—cosl + sml—i = Freos 1 4.

+§-cos(1+n )+x g(x), avec lime = 0.
o

7. Montrer que si une fonction paire a un développement limité an voisinage
de 0 la partie régulitre de ce développement est paire.

Soit f(x) = Z a, x* 4 x" &(x), avec lim & = 0, le développement limité de f
o

k=0
au voisinage de 0.

1l en résulte que f(— x) — Z (— D* ax® 4 (— 1)" ¥ e(— x).

La fonction g définie au voisinage de 0 par g(x) = f(x) — f(— x) admet pour
développement limité 4 I’ordre n en 0,

2 D Gy X7 4 5" [elx) — (— 1) e(— X)),
avec lim [g(x) — (— 1)" &(— x)] = 0.

Or, la fonction g est identiquement nulle, donc la partie réguliére du dévelop-
pement limité de g est identiquement nulle A tout ordre. On en déduit
V peINT, az,—1 = 0.

Par conséquent, la partie réguliére du développement limité de g est paire.

8. Soit f une fonction gni admet an voisinage de 0 un développement limité
d’ordre 1. Montrer que si f est continue en 0, f est dérivable en 0.

On a, au voisinage de 0, f(x) = ao + a, x + x . g(x), avec limg=0.
0
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lim f = a,, donc si f est continue en 0, f(0) = a,.
o

f() —1(9) f)— f(O)

dérivable en 0 et f” (0) =ay.

On en déduit = a; + &(x), puis lim = a,, donc fest

x—+0

9. Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = e six # 0, g(0) = 2.

1° Etndier Ia continuité de g en 0.
2° Montrer que g admet, quel que soit », un développement limité d’ordre n
au voisinage de 0 et former ce développement limité.

i°Ona ln:n g = lim illman. = 1, donc la fonction g n’est pas continue en 0.

x=0

2° Au voisinage de 0, le développement limité & ’ordre (z + 1) de e* s”écrit

F=1+24 x + one Jx"—ﬂ + x"*1 _g(x), avec lime = 0, et neN.
11 21 (x + 1)t 0
Onendéduit‘u’xaéﬂ,e_l—liw-l- + e X + x" . &(x).
(n + 1)!

Donc, quel que soit #, la fonction g admet un développement limité 4 I’ordre n,
lequel est défini ci-dessus.

10. Discuter spivant les valeurs de n, ’existence du développement limité d’ordre n
13

au voisinage de 0 de la fonction x —— x3 et donner la partie régulidre de
ce développement lorsqu’il existe.

Soit g, , &, , €; et &,, les fonctions définies au voisinage de 0 par

10 7 4 1
g(¥)=x%, @) =x% &x)=x> et gx)}=x
13

Onalime, = limg, = lime, = limg, = 0, donc la fonction f : x — x*
1] 0 0 0

admet des développements limités jusqu'a I’ordre 4 qui sont

f(x) = x.&(x), f(x)=x*.8(x), f(x)=x>.€a(x), f(x) = x*.&4(x).
Si f admet un développement limité en 0 d’ordre supérieur ou égal 4 5, de
I’unicité du développement limité (lorsqu’il existe) il résulte que les cing
premiers termes sont nuls.
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Or, lim f—(-? = 4 oo, donc f n’a pas de développement limité d’ordre stricte-
x—+0 X

ment supérieur a 4.

11. Etudier si la fonction f définie par f(x) = 3/tg x a un développement
n

limité & I'ordre 3 au voisinage de )

]

La fonction f est dérivable & tout ordre au voisinage de 7 Posons u = tg x.

Ona

4 f = 12
+ §u3](l g = —2u 3 4-20° + 4u®/,

8 2 4
e =550 +3u 3+3-3§u3](1+ %
2( sz 4 ﬂ)
= 35\ P 6u P4 1507 4 14u? ),
dolt
n A7 2 s 4 ol T 80
f(i)“’ qHEE f(i)ﬁa < f(z)“ff'

n -

2
fo) =11 %(x—i—r)-i-g-(xmg) +§-—?(x——§) + x* &(x),

avec lim g = 0.

n

4

On en déduit le développement limité de f au voisinage de

O Développement limité d’ordre » au voisinage de 0, des fonctions f définies
respectivement par (exercices numéros 12 a 25) (on utilisera les développements
limités des fonctions usuelles) :

12. f(x) = sin x cos 2x, n = 6.

On a, pour tout réel x, f(x) = 2£ [sin 3x — sin x].
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Les développements limités & Pordre 6, en 0, des fonctions x — sin x et
x — sin 3x sont

g 9x*  81x°

sinx = x — & +120+x si(x)et51n3x=3x—-7+—ﬂ+x &2(x),
avec limg, = limg, = 0.
1] o

On en déduit le développement limité de f, & I’ordre 6, au voisinage de 0 :

f(x)=x— lg.u:’+121 x° + x%.¢(x), avec lime = 0.
1]

13. f(x) =cosxLog(1 +x), m=4.

Les développements limités & I’ordre 4 au voisinage de O des fonctions
x +— cos x et x — Log (1 + x) sont
x*  xt &
cosx =1—=+57+x . g4(x)

et

2 x3 xd.

Log (1 -l—x):-x—i;_—-l-?—z + x* . g5(x),

avec lim g, = lime, = 0, d’ol1
0 1]

2 3
cos x Log (1 +x)=x—£2——%+x"‘.a(x), avec lime = 0.
o

14. f(x) = " Log(1 +x), n=23.

On a, au voisinage de 0,
x*  x*
=1 —|—x+-—2-—|—F+x3.e,(x), lime, =0
1]

x!. x3
et Log (1 +x)=x—7—|--§+x3az(x), lime, = 0,
(1]
donc

2 3
e* . Log (1 +x)=x—l—% —i—%-[—x:‘s(x), avec lime = 0.
0

15. f(x) = (x* + 1) J1 —x, n=3.

Au voisinage de 0, on a

X 1 2 1
1—x=1-——-§—§x 16;!: + x* gy(x), avec hmai—-{}
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dot
— ¥ 15
(x3+l)\/1—x=1m;—£8~+-l-gx3+x3.e(x), avec lime = 0.
0

1
16. f(x) = (" —2° +13x° —x* + DA +x%  n=2
Au voisinage de 0, on a
1 " 2
(l—l—x)z':—‘l-i-i——%-i—xzsl(x), avec limeg, = 0.
(4]

On en déduit que
fx=1 +§—-%xz + x*.g(x), avec lime = 0.
0

sim x — 1

cosx 4+ 1’ B2

17. f(x) =

A Vordre 2, les développements limités des fonctions x —— sin x — 1 et
X —— cos x 4 1 sont

|
sinx —1=—1+4x +xzsl(x) et cosx 41 =2—-;—-+xzaz(x),

avec limeg; = limeg, = 0.
(1] 0
La division « puissances croissantes » des parties réguliéres de ces développe-
ments conduit &
X

2
f(x)=—%+§__§4_+xz.s(x), avec ﬁ?8=0‘

ls.f(x):;;sl-—il.og(l +x), n=23

AT’ordre 4, au voisinage de 0, les développements limités de sin x et Log(1 + x)
sont
-l
Log (1 +x)—x—?+?
avec lim g, = lim g, = (.
1] [#]

x‘ 4 = x3 4
g PR g,(x) et sin x = x —g -62(x),
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X X . .
Log(l +x) 1—3 +——-Z-+xs,(x)

= 2 - et, en procédant 4
sin x
 Jo= % + x%,(x)

1l en résulte

la division « puissances croissantes » des parties réguliéres, on a

Log (1 + x) % ooak ¥ . 4 .
W_l*§+?_-3-+x .e(x), avec ]I;Ilﬁ——o.

19. f(x) =tg x, n="T.

Les développements limités & I’ordre 7, au voisinage de 0, de sin x et cos x
sont

; x> . ol .
sin x = x — ¢ + 456 5040 + * )
et
2 =zt . . .
cosx-—l—?+ﬂ-—%+x . &5(x), avec h;nal—h;nsz_ﬂ.

La division « puissances croissantes » des parties réguliéres des développements
précédents donne
%3 2%t 1T . .
X=X +T +-1—5-+-—3—l—5— + x’ . g(x), avec h:)ns- 0.

20. f(x) s eAl‘clﬁ'lX, n =4,

3
Au voisinage de 0, on a Arc sinxzx+%+x4.el(x), avec limg, =0
x* ¥ gt 4 °
ete*=1+4+x+—=—F+=—=4 = + x*.8(x), avec lime, = 0.
2 "6 24 () o -

En composant les parties réguliéres de ces développements et en ne conser-
vant que les termes de degré inférieur ou égal 4 4, on obtient

Te sin x xz x3 5x4 4 :
e =14x+4+—=4+=+5+x*.¢(x), avec lime = 0.
R o

21. f(x) = =7, n=23.

OnaVxeR, ™ =¢ X ™",
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Il en résulte le développement limité, au voisinage de 0, & 1’ordre 3
2
= e—e% + x?.g(x), avec lime = 0.
o

cos x

e

2. f(x) = (1 + Arc tg )%, n—=2.

X

Au voisinage de 0, on a Log f(x) = ——Log [1 + Arc tg x], avec
X

x2

sin? x

1 X 2 x3 3
= t3 %) et Actgx = x— +x°. ()

avec lim g, = limg, = 0.
o o

On en déduit

2
Log[1 + Arctg x] = x—% + x%4(x), avec limey = 0,
]
puis
x : % . . o .
——Log[1 +Arctgx] =1—3 + = + x%,(x), avec limg, = 0.
sin? x 23 0
1l en résulte
_f+.x_z+xzu(x) x xZ
)= €BUN =g 5 g 2 3 =e——e§+lleﬁ+xz.e(x),

avec lim g, = 0.
1]

23. f(x) = k(2x) — k(x), mn=3, ou k(x)= sin(x— x?).
Le développement limité & I’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction sinus est

3
sin x = x — % + x%;,(x), avec lim g, = 0.
0
On en déduit, qu’au voisinage de 0, on a

3
k(x) = x — x* ——% + x . gy(x), avec lime, — 0,

0
puis
5 A 3 .
k(2x) = 2x — 4x* — 5 F E g4(x), avec lime; = 0,
0
donc
x?

f(x) = x_3x2___6_ + x° .g(x), avec lime — 0.
0
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1
24. f(x) = x[chxT, n=4.

it
Soit g la fonction définie sur R* par g(x) = (ch x)™.
Ona
v xeR* Log g(x) = % .Log (ch x).

Au voisinage de 0, le développement limité & I’ordre 4, de ch x est

2
chx=l+?+ﬂ+x4.a,(x), avec limsg, = 0,
]

d’otr
X2 xt -
Log (ch x) = ) + x*.gy(x), avec lims, =0,
o
puis
3
x x
Log (g(x)) =51 + x* . 85(%)-
On en déduit

()_.1_}.x Jf.i £+3 ec limg; =0
g(x) = 5 tg—@gt* . £5(x), av 5 g3 = 0,

2

x F X
f(x)=x +?+%_E+x4'83(x)'

3 ”=3-

25. f(x) — sh x—Log |tg (; 4 ;)

1+tg;
—_— >

i % X, T
Pour tout x de lintervalle ] — 373 [, onatg (2 + 4) 0.

1—tg;

Au voisinage de 0, le développement limité de la fonction tangente, al’ordre3
est
% 3 :
gx=x+5+x .g(x), avec ll:}]l&i =0,
d’ol1

PP SEPRTR SRS lim &, = 0
g5 = +2+24+x . &,(x), avec 052— ;
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1l en résulte
2

3
o) TG . W O O W : o
Log(1+tg -2) 78 +12+x .g5(x), avec limg; =0,
et, en changeant x en — Xx,
2 3
Log(l——tg'%)rw—f—x—-——i-kx:*’.s,;{x), avec limg, = 0.
0

On en déduit
X T
%G+ﬂ

3
shx =x + % + x* . g¢(x), avec limgg =0,
o

3
Log =x+ % + x* . g5(x), avec limes = 0.
0

Par ailleurs,

donc
F(x) = x* . g(x), avec lime = Q.
0

26. Soit f la fonction définie par f(x) = sill e

1° Montrer que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre n,
quel que soit n.

2° Former le développement limité d’ordre 6 de f au voisinage de 0. En déduire
le développement limité d’ordre 6 au voisinage de 0 de }a fonction

g : x— x cotg x.

1° La fonction }1- admet au voisinage de 0 un développement limité i tout
ordre ni

x) = + x".g4(x), avec limg, = 0.

j0= > (1 m+w 1) e,

k=0
2k<n

.1 et ;
On a lim 7 = 1, donc cette limite est non nulle et, par conséquent, f admet
4]

g S i x 1
un développement limité au voisinage de 0 au méme ordre que —.

I

2° A I'ordre 6, au voisinage de 0, le développement limité de )1—, est

2 x-‘ xﬁ

JF(x) =l—bran— s b a s



168 DEVELOPPEMENTS LIMITES

La division « puissances croissantes » du polyndme 1 par le polynome

x*  xt x°

L—% T130 — 5040

conduit &
f(x)=1 + + + 1?51:20 x°.g,(x), avec lime, = 0.
0
L’égalité g(x) = f(x) % cos x implique, qu'au voisinage de 0, on a
2 a2

xcoigx--—l—-—j-—ﬁ—gﬁ—[—x .g(x), avec 11;:13—0

27. Soit f ’application de IR dans R définie par f(x) = e—*%

1° Montrer que, pour tout entier naturel n, f est n fois dérivable.
Vérifier que f©(x) = 8 (— 15x }- 20x° — 4x°) ™.

2° Calculer le développement limité de f & Pordre 5 aun voisinage de 0.

3° Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé (O, 1, 7) et a est un réel positif
strictement inférieur & 1. Soit g Papplication de [a — 1, 1 — «] dans R, dont

la courbe représentative est le demi-cercle d’extrémités A( ) Iil(1 T a),

qui passe par C(‘lj) Déterminer g et un développement limité de g a I'ordre 5

au voisinage de 0.

4° Comparer, selon les valeurs de a, les positions relatives an voisinage de 0
des courbes représentatives des fonctions f et g.

1° La fonction f est paire et partout dérivable. On a
VxeR, f(x)=—2xe™.

Supposons que la fonction f soit (n — 1) fois dérivable et que
VxeR, fo Y(x)=e™. P, (x),
ol P,_, est un polyndme de degré (n — 1). La fonction £~ est donc déri-
vable sur R et
VxeR,f®(x) = P(x).e ™,

ol P, est le polyndéme de degré n défini par P/, _;(x) — 2x. P,_y(x) = P,(x).
La fonction f est donc dérivable & tout ordre sur R et I’on a

Py(x) = — 2x, P,(x) = 4x* — 2,

P3(x) = — 8x® - 12x, P,(x) — 16x* — 48x* + 12,

Py(x) = — 32x° + 160x>— 120x '= 8 (— 4x° + 20x> — 15%).
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On vérifie donc que f*(x) = 8 (— 4x® + 20x* — 15x) ¢~ ™.
2° La formule de Taylor-Young appliquée 2 f :
VxelR,
x> x3 x* 5 s
F6) = 1(0) + x£(0) + S £(0) +—21"(0) + 5 £“A0) + == fA0) + x*&4(x),
2 6 24 120
avec lim g, — 0 fournit le développement limité de f, a 'ordre 5, au voisinage
de0 °
x4
)= 1= +T + x° . gy(x), avec lime, = 0.
0
3% Le cercle (I') de diamétre [A, B] est ’ensemble des points M du plan tels
—_— —
que AM . BM = 0.
Une équation cartésienne de (I') est done
G—a+t)x+a—1D)+@—a)(y—a) =0,
soit

y—ay +x*—(a—1)*=0.
(T') est la réunion de deux demi-cercles (I',) et (I",) d’équations respectives

y=a+. /(a—1)—x* et y=a—. f(a— 1) —x*
Le demi-cercle d’extrémités A et B qui passe par C (?) est (I';); on en déduit

que g est la fonction définie sur [a — 1, | — a] par

g(x) = a 4+ /(1 —a) —x7,

gx) =a+(1—a) |1 —(l—}a)z.

Le développement limité, & I’ordre 5, au voisinage de 0 de Ia fonction g est

ox) = a +(1—a) [1 — % (TE‘;)Z - é (T_x—a)4] + x5 . 5y(x)

x? x*

:1_2(1—a)_8(1_a)3

+ x° .gy(x), avec lime, = 0.
0

4° Au voisinage de 0, on a

_2a—1 , 4(1—a) +1
f(")_g(")“z(lﬁa)x . 8(1—a)

x* +x°.¢(x), avec lime =0.
)
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Il en résulte que, pour tout x non nul voisin de 0, on a

esiae :E, 1[, f(x) > g(x), donc la courbe représentative de f est au-dessus
de celle représentant g;

esia€ ]0, %[, f(x) < g(x), donc la courbe représentant f est au-dessous
de celle représentant g;

e sig= % () — g(x) = 3 x + x5 . g(x) et, par conséquent, la courbe

représentant f est au-dessus de ce]le représentant g.

28. Soit f la fonction définie par f(x) = le“ sin !-, si x # 0,f(0) = 0.

Ftudier Ia continuité, la dérivabilité et Pexistence d’un développement limité
de fen 0.

9

9
< |x[*, dou limf=0.
1]

On aV x € R*, [f(x)] = |x|*

sin —
X
La fonction fest donc continue en 0.

0
De plus, f est impaire et lim M lim x* . sin 31? = 0.

x=+04 - 0 x—04

2

Il en résulte que f est dérivable en 0 et f(0) = 0.

La fonction f admet au voisinage de 0 un développement limité & "ordre 2:
1

f(x) = x* . &(x), ou la fonction & définie par g(x) = |x|* sin :—cadmet 0 pour

1)

x
n’a pas de limite en 0, donc f'n’a pas de développement limité d’ordre supé-
rieur ou égal & 3 au voisinage de 0.

limite en 0. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, la fonction x —— =

1
29, Soit f la fonction définie par f(x) = (cos " i
1° Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de (.

2° Montrer que f est prolongeable par continuité sur ] - ;, g] par une fone-

tion g.
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3° Etudier la différentiabilité de la fonction g. Préciser la tangente 3 la courbe

représentative de g au point d’abscisse 0 et la position de la courbe par rapport

& cette tangente.

&

2

_2 e(i"l)“ﬂ%f
w

4° Montrer que si x tend vers A gauche, f'(x) est équivalent 3

5° Représenter la restriction de g 3 Fintervalle [o, ’5‘].

1
T 7 — Log (cos x)}

1° Ona’o‘xe]—i,:—z[——{o},f(x)=e"

Au voisinage de 0, les développements limités 4 P’ordre 3 des fonctions cosinus
et (Log o cos) sont

2 2
Cos X = l—x? + x? . &,(x) et Log (cos x) = —% + x* . gy(x),
avec limgy = limg; = 0.
(4] (1]
11 en résulte %Log (cos x) = —; + x? . £,(x), puis

x . x 2 .
f(x)=1——~§+?+x .&(x), avec lime = 0.
(1]

2°Onalimf=1etlimf= 0, donc le prolongement par continuité de f
’ (3)
2/~

- ] -, g, g ] est la fonction g définie par g(0) — 1, g (+ g) =5l

avxe |22 0,800 = 19

— g(0 1
3° On déduit de I’étude précédente@-b;——-—g() = =g +g + x . g(x), d’ou
im EX—e@ _ 1
x=0 x 2

La fonction g est dérivable en 0 et g'(0) = —

ST

La tangente en A ({1)) ala courbe représentant g a pour équation y = — %x +1
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2
et I’égalité g(x) — (— % x + 1) = % + x?.g(x) montre, qu’au voisinage

de A, la courbe est au-dessus de sa tangente,

4° Pour tout x élément de ]— = E[ \ {0}, la fonction f est dérivabie et 'ona

2*2
f(x)= [—x—lzl_og (cos x) —itg x] x f(x),

d’oll

{(x) == .E ghos(cex) 5 Bm (cos x) + L tg x].
2 (3-1)Losceos %

i

.. T T
Au voisinage de x = 3 posons x = 5 — 1, avecu > 0.

Ona
r
{(x) —Egaonn o |1 __ - Log sin w,—l-—1 oot
2 __1)m(m,, 2 P 7 sin u
—_— x —_—— ——1u
b/ 2 2

T
2 |sin u .Log (sin u)
n

= + cos u |-
Ty =—u
2 2
Or, lim sin u.Log (sin u) = lim v.Logov = Oet lim cos u = L.
u—+0.4 v—+04 u—04
11 en résulte
T
2 sin u . Log (sin u
lim - g ( ) +cosu|=1
u=04 = u 5 —u
1
2 |=—1)Log(cosx)
et, par conséquent, f'(x) ~ i e(" ) .
n
2/
1
. . . 2 q==1 Log (cos x)
5°Onalim f' = lim ——e(" ) =-—00

@ =@, "
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La courbe admet donc au point B (f, O) une demi-tangente paralléle a y'Oy.

2
="
J
O ;’ %‘
5 . poi g i,
30. Soit f la fonction définie par f(x) = < six # 0etf(0) =0.

1° Montrer que f admet une fonction réciproque.
2° Montrer que f~! admet un développement Iimité a tout ordre, au voisinage

.

Former ce développement 4 Pordre 5.

1° La fonction f est impaire et, au voisinage de 0, & — 1 ~ x? donc lim f = 0.
0

La fonction f est donc continue sur R et dérivable en tout point de IR*.

(2 —1)+1
X ’

OnaVxeR¥ f'(x)=

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (2x* — 1) &~ + 1.

g est dérivable sur R et V x € R, g'(x) = 2xe™ (2x* + 1).

Onen déduit Vx eR, , g’(x) > 0 donc g est croissante sur R, .

L’égalité g(0) = O implique V x e R% , g(x) > O et, par suite, f*(x) > O.
Il en résulte que f est strictement croissante sur R , .

Les propriétés (f(0) = O et f impaire) entrainent que f est strictement crois-
sante sur IR ; elle est, par ailleurs, continue sur R et admet donc une fonction
réciproque f~! définie sur R car f(RR) = RR.

2° @ On montre immédiatement que lim f“(x) = 1, donc fest dérivable en 0
x=0

et, par suite, sur IR.
Onadeplus V x e R, f'(x) # 0, donc f~* est dérivable sur R et

~tyy — L
VYR U0 = Erse
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On en déduit par récurrence que f~* est de classe ® sur R, f —! admet donc
un développement limité en 0, & tout ordre.

e f~1 est impaire. Le développement limité & I’ordre de 5 de f~* au voisi-
nage de O est de la forme

ay + by® +¢y® + y°. o(y), avec lim ¢ = Oet(a, b, c)e R,
0

Le développement limité de f au voisinage de 0 est

X3 X n :
f(x)“x‘i‘i-l'grl-x gy(x), avec limeg, = 0.
o

Du théoréme sur le développement limité de la composée de deux fonctions,
il résulte qu’au voisinage de 0, on a

! of(x)-:ax-}-(b +-§;):v«:3 +(§ +% +c)x5 + x% £,(x), avec lime, = 0.
(1]

De f! o f = idR et de Punicité du développement limité, on déduit que
a, b et ¢ sont tels que

a a 3b
a‘—-l, E-{—b:O, 3+7+C:0.

Il en résulte
1 7
a=1 b —z et c=1
et le développement limité de £, & I’ordre 5, au voisinage de 0 est

—1 x3 ?xs 5 v
if (x):x_—i—+1_2+x . ¢(x), avec lim ¢ = 0.
0

31. Soit # un entier strictement positif et f une fonction de classe €® sur R

telle queVke{l, ... n—1}, fP0O) =0 et f(0)=0.

1° Montrer qu’il existe une fonction continue, et une seule, g telle que
VxeR, f(x)=x"g(x).

Calculer g(0) et montrer que g est de classe € sur R*.

2° Montrer que g admet en 0 des développements limités de tous ordres. Déter-

miner g’(0).

1° La fonction f vérifie les hypothéses de la formule de Taylor-Young.

DeV ke {l, .., n — 1}, f®(0) = 0 et de £(0) = 0, il résulte quau voisinage

de0,ona

1) = 1 XLF(0) + 8(x)], avee lim s = 0.
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On en déduit lim f;) = f‘”’(O) et I'unique prolongement par continuité

x—+0

sur R de la fonction x 1—>f—(3:—) est défini par
X

VxeR®, g(x)— LS‘_) ot 5(0) = /7).

Les fonctions f et x —— x™ sont de classe € sur R* donc g est de classe €®
sur R¥,

2° La fonction f admet des développements limités & tout ordre. Pour m > n,
au voisinage de 0, on a

m

f(x)= Z ax’ + x"e,(x), avec lime, = 0.
i=n :
Ilen résulte que g admet en 0 un développement limité 3 tout ordrep et1’on a
r 4
X
gx) = Z ajenX’ 4 Xy (%) = me‘ 20) + x5 ).
Jj=0

=0

g est continue en 0, donc dérivable en 0 (exercice 8).

Par conséquent, g'(0) = a,4, £ 1(0).

_m+m

32. Soit f et g des fonctions impaires de classe €3 sur un voisinage de 0, avec
¢"(0) # 0. Déterminer

i T — 2 @) +1(3%)

x-0 §(x) —2g(2x) + ¢g(3x)

La fonction f, de classe %2 sur un voisinage de 0, admet sur ce voisinage
un développement limité a I’ordre 3 -

FO) = £(0) + xf'(0) + % f”(O) . f"’(O) +5° . &4(x), avee lim 5, = 0.
La fonction f est impaire, donc le polynéme

1O + 2£0) +%-£0) +%.70)
est impair d’oit f(0) = £"(0) = O.
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On en déduit que
16 = x£0) + 70 + % . £4(x),

puis, en substituant 2x (resp. 3x) 4 x,

F(2x) = 2x1(0) + ; X2 £"(0) + x? .g,5(x), avec lin% &,(x) =lim 8.g,(2x) = 0;

f(3x) = 3x£'(0) + ;i x3 £(0) +x° . £5(x), avec lin':)ka?,(x) = lin; 27 .,(3x) =0.

I1 en résulte, qu’au voisinage de 0, on a
FG)— 2£(25) + F(3%) = 25°£"(0) + x° . &(x),
avec lim € = lim (g, — 26, +8&;) = 0.
1] 1]
Le méme raisonnement appliqué a g, montre qu’au voisinage de 0

g(x) — 2g(2x) + g(3x) = 2x°g"(0) + x* . ¢(x), avec [iom ¢ =0.

Par conséquent, on a

fim T — 2/(2x) +/(3x) _ . 2/"(0) +e(x) _ f"(0)
x-0 8(x) —28(2x) + g(3x) 1202£"(0) + o(x) £"(0)

O Déterminer les limifes suivantes (exercices numéros 33 a 40).

: 1 ; x sin x
33. lim 5 | sin — -
x=0 (sin x) 1—x 1—sinx

x
1—x

Les développements limités en 0 4 I'ordre 4 des fonctions x +—

»
X — sin x et x —— 1 — sin x sont

x
1—x

3
=x +x* 4+ x>+ x* + x%,(x), sinx=x— % + x%;,(x),

3
1—sinx=1—x —l—?;——x"sz(x), avec limeg, = limeg, = 0.
0 )

On en déduit les développements limités en 0, au méme ordre de sin i L.

sin x

ct-'_."‘—.
1—sinx

i 5%x3  x* i
sml_x—x+x2+-6- + 5 + x%s(x)
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et

sinx 2 S5V 2.
s Y H¥ + 5 +3 +2eld

avec lim ¢; = limg, = 0.
0 0

= A
; X sin x x
1l en résulte que [sm (l x) T x] B e

Par ailleurs, sin* x ~ x*, d’ou
0

lim 1 o x 4 sin x . l
x-0 Sin® x 1—x l—sinx| 6

34, fim x(1 +coe.3x)—2tgx.
x20, 2X—sinx-tgx

Au voisinage de 0, on a
% . & %> 3
1+cosx=2—?+xsl(x), e =%+t . €5(x),
3
sin x = x — 2 4 x* . g,(x), avec limsg, = lime, = lime; = 0.
6 1] o o

On en déduit
7x3 3
x(14cosx)—2tgx =— < tx . 84(x)

et
3
. x 3
2x —sinx —tgx = —g . £5(x),
avec lim g, = lim &5 = 0. 1l en résulte
0 0

. ox(l +cosx)—2tgx
lim - =
x+0 2X—SinXx—1gx

35. Iim ——23————008.1:.

x=~0 Log (: i- x)

Au voisinage de 0, on a
Log(1 4+ x) = x + x.g(x), Log(l—x)=—x + x.g(x),
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avec limg; = lim g, = 0, d’ol
1]

0
14 x
Log o 2x.
11 en résulte
lim+=l et lim —leﬂ——cosx =L
x—+0 X x=0 e
LOg(l—x) Logl—x

36. lim (ch x)*®* — (sh x)*"*.

=+t

On a, pour tout x réel strictement positif,
(Ch x shx (Sh x)chx — eshxl_og(chx) [I s ecthog(shx) = shxl..og(chx)]

Posons e™* = u. On obtient
ch xLog sh x — sh x Log ch x

(144 1—u? 1 —u? 1+ u?
“'( 2u )Log( 2u )_( P e

= — ulog2u + %‘ [(1 + v*)Log (1 —u®) — (1 —u®)Log (1 + u?)].

Au voisinage de 0, on a
% [(1 +u*)Log(1 —u?)—(1 —u®)Log (1 +u?)] = —u + u &),

avec lime = 0.
L]

Il résulte de la formule de Maclaurin

. e"ﬂ{[.og Juti—e(w __ u [Log 2u + 1 —E(N)] e_Bl‘[LDE 2ut 1“‘(“)]’
avec 6 € JO, 1{.
On en déduii

1 — e—uiLogZu-i' 1—e{m3] . !_.Og u,
4]
puis
(Ci] x)shx o {Sh );)d’ X Lo ersthng{ch x)—-x]v
+ o
En conséguence
lim {ch x)™* — (sh x)* = — co0.

x—ta
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. 1 Log(QA+ x|
3% x_l.].':: xLogx[— Log x ]

Au voisinage de 0 et pour x positif, on a

[t o} (S0 | el
Log x

Or, pour tout x de ] 0, % [, on a

0<.—> <x dot Im xLog('_")zo

Log x x+04 Log x
On en déduit
. (_1_4,.%) . 1 [ Log (1 + x)
lim e 1 et lim ——|__ "2V "7 o,
x0, x—»0, XLog x Log x

2

38. lim

x=+0 = 1-
A+ tgx)y —e

1
(1 + sin x)* sy
1

LAk

Les développements limités au voisinage de 0, 2 1’ordre 2 des fonctions
xl———»:—cLog(l +sinx) et xt—»}lcl,og(l + tg x)

sont respectivement

2 2
x 2x
l—g+?+x2£,(x) et 1—;4—? + x% . g5(x),
aveclimgl == ]im£2 = 0.
0 0
11 en résulte
2
2 i=E B i Bl x.
(1 +sinxy*—e ? e° —1 6
1 x 222 g
(A 4igaf—e 2 o3 70 _, 0%
g 3
ef, par conséquent,
4 g
. (1 +sinxff—e % 1
ill'fl n = == Z.

-0 Lo
1 +tgxy—e 2



