Chapitre 111 Dynamique des fluides parfaits incompressibles

1. Introduction

Dans ce chapitre, on va appliquer les équations fondamentales de la dynamique ;
équations de continuité et de quantité de mouvement, au cas des fluides et parfaits
incompressibles.

2. Equation d’Euler et équation de Bernoulli

Partons de 1’équation vectorielle de Navier Stocks régissant I’écoulement permanent d’un
fluide parfait incompressible :
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p Fr + (pvgrad)v =—gradp+ pAv + pg
—_— — —— )
terme terme inertiel forcede forcede force

instationnaire pression  viscosité de volume

Du fait que I’écoulement est permanent et le fluide est parfait, les termes instationnaire et
de viscosité sont nuls.

Si la direction z est orientée verticalement vers le haut, alors on peut écrire
g =—gk = pg =—V(pgz)
D’autre part, en utilisant la relation vectorielle suivante
ST\ o > =) - 1_) - > - =, o>

(vgrad)v = (v V)v = EV(U U) —UA (VA v)
Par conséquent

52N o 1 =5 N — iR — —

p(UV)s = EV(‘U ) — A (VAD) = —Vp — V(pgz)

Ce qui donne I’équation d’Euler

gV(ﬁ 3) + Vp + V(pgz) = A (V)A v)
20

Cas d’un écoulement irrotationnel

Si ’écoulement est irrotationnel le vecteur tourbillon Q est nul et I’équation d’Euler
prend la forme suivante

/1 -
V(Epvz +p+pgz> =0

d’ou on tire I’équation de Bernoulli
1
Epv2+p+pgz=0

qui est valable en tout point de 1’écoulement irrotationnel.
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Cas d’un écoulement rotationnel
Reprenons I’équation d’Euler sous la forme suivante
p(U V)i = —Vp — V(pgz)
Le long de la ligne de courant, dans le repére de Frenet, le vecteur de vitesse s’exprime

= ve;

Sy

ligne de courant

ds

Figure 1 : Vecteur de vitesse dans la base de Frenet
et la partie inertielle s’écrit comme suit

I (0 _, 0 _\| o .
p(v V)v = p |ve; . (&et + %en) ve; = pv&(vet)
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ce qui résulte en

de; ov_, vi_,

Jd  _, dv _, )
pu oo (ver) = puoce + pv° ——= = pu_—er + pen

ROO

ou S est I’abscisse curviligne et R est son rayon de courbure.

Apres substitution du terme inertiel dans 1’équation d’Euler et projection suivant les
directions tangentielle et normale, on obtient

( Ov  0dp”
p”as_ ds
| »*  oap
kpR_ an

ou p* représente la pression motrice.
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La projection tangentielle, c’est-a-dire le long d’une méme ligne de courant, se réécrit
comme suit

d /1

1
g(zpv2+'p+pgz)=O:>Epv2+p+pgz=0

2
Tandis que la projection normale a la ligne de courant p % représente la force centrifuge

générée de la courbure de I’écoulement.
3. Bilan de quantité de mouvement théoréme d’Euler

Le bilan de quantité de mouvement [f[ pt.dV d’un systéme permet de calculer des forces
ou des puissances mécaniques. En considérant un volume de controle imaginaire fixe délimité
par une fronti¢re 9(), le bilan s'écrit de la maniére suivante

d ]
%ﬂf pi.dV = mg + # oiids + Foyp — # B R)ds
[5J9) [5J9)

Lorsque la frontiére imaginaire fixe dQ2 du systéme peut étre considérée comme 1'union de
la frontiére d()¢ entre le fluide interne et les parois solides et de la frontiére dQ¢ entre le fluide
interne et le fluide externe, on obtient

d >
|| p-av =mg +  aitds + §h aitds + Foxe — 4 pi@iDEs — §f pi@ DS
905 90y Qs o

) ) © [2)
Terme @ : la force Fg;r que les parois solides exercent sur le fluide contenu dans le systeme

(la grandeur que 1'on cherche a calculer).

Terme @ :comme o = T — pl et la contrainte de cisaillement T est souvent négligeable par

rapport a la pression ; ce terme se simplifie en une force de pression pdS.

Terme @ : ce terme est nul car les parois sont imperméables c.a.d. la vitesse du fluide a leur
contact est nulle.

Ainsi I’expression du bilan de quantit¢ de mouvement est

d - -
Efff pu.dV =mg + Fgp + Fexy — #pr_ids— pv(v:n)ds
90 a0y
Théoreme d’Euler

Dans le cas du régime stationnaire (% [[[ pv.dv = 0), la résultante F,,, /5 des forces qui

s'appliquent sur le fluide (gravité + parois solides + pression du fluide + force extérieure) est
égale et opposée au débit de quantit¢ de mouvement entrant dans le systéme. Il s'ensuit que
I'équation précédente se simplifie et prend la forme suivante, appelée théoréme d'Euler :

#pﬁ(ﬁ’ﬁ)ds =mg + ﬁs/f + ﬁext — # pnds
an an
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4. Applications de I’équation de Bernoulli

a. Tube de Venturi

La mesure du débit volumique d'un fluide s'écoulant dans une conduite peut étre
effectuée au moyen d'une tuyere ou tube de Venturi. Ce tube de diametre intérieur D est
constitué¢ d'un convergent relié a un divergent par l'intermédiaire d'un col de diamétre d.

Figure 2 : Tube de Venturi

Deux prises de pression statique ps, ps a l'entrée du convergent et au col, sont reliées par
un tube en U contenant un liquide manométrique de masse volumique py,. Pour un débit
volumique qy du fluide en écoulement de masse volumique py, on reléve une dénivellation Ah
dans le tube en U. Apres avoir utilisé le théoréme de Bernoulli et la loi de 1’hydrostatique on
aboutit a

qy, = f(AR) ...............(devoir)

b. Tube de Pitot

Le tube de Pitot est un instrument de mesure de vitesse locale d’un gaz ou d’un liquide. Il
est constitué de deux tubes coudés concentriques dont les orifices, en communication avec le
fluide dont on veut mesurer la vitesse, sont disposés comme suit

* Le tube extérieur s'ouvre perpendiculairement 4 a I'écoulement du fluide. La pression
dans ce tube est par conséquent égale a la pression ambiante ou pression statique ;

* Le tube intérieur est paralleéle a I'écoulement du fluide, et est ouvert en son bout B,
face au flux. La pression dans ce dernier est par conséquent la pression totale, somme
de la pression statique et de la pression dynamique.

=

Figure 3 : Tube de Pitot
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Le calcul de vitesse du fluide s’effectue par application du théoréme de Bernoulli. Dans
le cas de I’air il est possible de négliger la partie potentielle "pgz" et avoir ainsi une relation
directe entre la vitesse U, et la pression dynamique p;, -ps; qu'on mesure avec le manometre.

1 2 -

c. Théoréme de Torricelli

On considére un récipient de rayon R(h) et de hauteur hy percé d’un orifice de rayon r
contenant un liquide non visqueux de masse volumique p. L’orifice B est d’abord bouché
pour remplir le récipient jusqu’a la hauteur hy,. A t=0 on libére D’orifice et le vidage

commence.
<
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Figure 4 : Schéma du vidage d’un réservoir
1 cas :

Si r est beaucoup plus petit que R(h), on constate du principe de conservation du débit
massique que la vitesse du fluide v en A est négligeable devant V vitesse du fluide en B.

Le théoréme de Bernoulli permet d'écrire que

A:t=0 P, — Py + pghy = Y%pV? v?KV?

Comme Py, = Pg = P,,,, on obtient

V = 4/ Zgho
2°M cqs :

Si r n'est pas beaucoup plus petit que R(h), la vitesse du fluide en A n'est plus
négligeable. L’écoulement étant incompressible et homogene, le débit volumique se conserve
entre la section du réservoir S, (h) = S(h) et la section de ’orifice Sz = s du tube, d’ou :

Sv=s5"V
En appliquant le théoréme de Bernoulli, a un instant t, entre les point A et B on tire que :

! 2gh
pah(t) =3 p(V? =) = V =5(h) |80

La vitesse d'écoulement du liquide varie avec h(t).
Temps de vidage
La vitesse de la surface libre repérée par h(t) est donnée par

dh(t) 2gz
v =-mg = /W

Dans le cas d’un réservoir de forme cylindrique S = cte, la hauteur h(t) de la surface
libre est
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2
h(t) = <\/h_0— %%t)

d’ou la durée de vidage est

_ E(B)Q,,—o

g\r



