Conditions d'optimalité sous contraintes

Soient f:D — R définie sur Dc R" et S < D (inclusion stricte). On considére le probleme (P)
suivant:
minimiser f(x) x € S.

S est le plus souvent décrit comme l'ensemble des points vérifiant un nombre fini d'inégalités et
d'égalités appelées contraintes:

Sz{xe R": g, (x)<0i=1,....m, h;(x)=0 1':1,...,p}.

Suivant le cas f(x), g;(x), h;(x) seront de classe C! ou CZ2.

Un point x quelconque de § est appelé solution réalisable.



Optimisation avec Contraintes



Introduction

« En économie, il est frequent que 1’on cherche a maximiser une fonction sous des
contraintes (maximiser un profit ou une utilitt compte tenu de contraintes
budgeétaires, minimiser une dépense compte tenu d’un besoin a satisfaire).

« Mathematiquement, le probleme se pose sous la forme d’une optimisation d’une
fonction f a plusieurs variables, sous la contrainte d’une autre fonction g.



Introduction

Le probleme d’optimisation avec contraintes consiste a chercher une solution admissible x
€ R? minimisant une fonction objective f(x), soumise & des contraintes de type égalité ou
Inégalité ou mixte.

Le probleme a resoudre s’écrit sous la forme :
Minimiser (f(x))

X

o (G =0 i=12,p
Oumisc 4 . {}Ij(x) < () j' — 1;2; ...... , q



Formulation mathéematigue d'un probleme d'optimisation
Un probleme d'optimisation continue se préesente habituellement sous la forme suivante :

(1) — min,
{ 1{:(;9 ey

* Levecteurx = (xq,...,x,) est appele vecteur des variables de décision du probleme;

 lafonction f : R™ — R est la fonction objectif ;

« S est généralement défini par une collection de contraintes exprimeées sous forme
d'égalités et d'inégalités, du genre S = {x € R™, g(x) < 0}, ol g = (gy, ..., gm)" €St
une fonction de R™ dans R™.



Formulation mathéematigue d'un probleme d'optimisation

Un vecteur x° est dit solution optimale du probléme (2.1) si pour tous les vecteurs x € S,

onaf(x)= f(x°.



Optimisation avec contraintes de type égalité

Le probleme d’optimisation avec contraintes de type égalité s’écrit sous la forme :

Minimiser (f(x))
Soumisea: g;(x) =0 i=12,....,p

On suppose que les fonctions g; sont continues et continliment dérivables.

Pour résoudre ce probleme, on utilise la méthode d’Euler-Lagrange (multiplicateurs de
Lagrange).
LLa méthode d’Euler-Lagrange (multiplicateurs de Lagrange)

Cette approche consiste a transformer un probleme avec contraintes en un probleme sans
contraintes.



La méethode d’Euler-Lagrange (multiplicateurs de Lagrange)

La fonction Lagrangienne notée L(X, Y, A), est déefinie "formellement™ ainsi :

L(x,y,\) = Fonction a optimiser + A( contrainte annulée),

le: L(x,y,A)=1(x,y)+Ag(x,y)—c)



Optimisation avec contraintes de type égalité

LLa méethode d’Euler-Lagrange (multiplicateurs de Lagrange)

1) Premierement, on forme la fonction de Lagrange(Lagrangien) :

L(x, ) = f(x) + Xi_; 4igi ()
L(x, ) = f(x) + 2T g(x)

ou

g1(x)
r=(r1,T9, ,x,) ER" A= (A1, Ag,- -, \) ER™ g(x) = ;

gm(T)



Optimisation avec contraintes de type égalité

LLa méethode d’Euler-Lagrange (multiplicateurs de Lagrange)

2) Deuxiement, on cherche les points critiques de la fonction Lagrangien.

Le gradient du Lagrangien L(x,A) , doit étre nul :

s (9dL(x,A) —0
dx4
V.L(x,A) =+ :
dL(x,A)
\ dxy =0
VL, 4) = 4 LD _
9y
?AL(I, .r:l) =
dL(x,A) 0

L \ a2,



Optimisation avec contraintes de type égalité

Théoréme 4.3.2 (Multiplicateurs de Lagrange). Si 2" est un point de mini-
mum relatif local (ou global) pour le probleme (4.5), alors il existe un vecteur
unique \° € R™, appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange, tel que

VL(z", \") =0& VL2, \") =0 et V,L(2",\") =0. (4.12)

Ca veut dire :

VL(x% 1% = 0 & +

(V,.L(x% 2% =0

\VaL(x°,2%) = 0

implique

(V. L=V .f+V,g=0

\ VoL =g(x) =0



Conditions nécessaires et suffisantes

L(x,2) = f(x) + ATg(x) Lafonction de Lagrange

Conditions nécessaire
=y

DV, L(x"A2) =V, f(x)+V,g(x")A*=0etg(x*) =0



V.1 Multiplicateurs de Lagrange (6)

Exemple min f(x) = xlz + x22

avec g(x) =x +2x;—1=0

VF(x) = [le | vow) - [

2x,

2x,

4x,

|

(V.L(x,1) =0 VI(x®)+ Vg (x*)A*=0
VL(x,1) =0 o« < .

\VAL(x,A) =0 gx’)=0
(X, +A*x, =0 < x, =0 ou A*=-1

()7 +2(x3)* =1=0

X, +2A%x, =0 < x,=0 ou A*=-—

1
2



V.1 Multiplicateurs de Lagrange (7)

Exemple (suite)
= Jx)=1
xf=0 et x;=i% et A*=—

ou bien

x, =0 et x, ==+1 et A*=-1

0
=> 2 minima en [ ] ] [ }
V2 ftx)=1/2

1
et 2 maxima en



Optimisation avec contraintes de type égalité
Exemple : minimiser la fonction f (x) = —x{x5
Soumisea: g(x) =2x; +2x,—8=0
1) Calcul du Lagrangien: L(x,1) = —x1x, + A (2x1 + 2x, — 8)

2) Calcul des points critiques :

g

| dL(x,A) L’équation (1) implique que : x, = 24 (4)
dxy = Xy T 24=10 L’équation (2) implique que : x; = 24 (5)
dL(x,1) En remplacant les équations (4) et (5) dans I’équation (3), on obtient :
dx, =X +24=0 4A+4A—-8=0=> A=1
dL(x,A) I1 y’a un seul point critique :

| 04 =2 26 -8=0 (x1,%2, )= (2,2,1)



Optimisation avec contraintes de type égalitée

Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x? + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou

gx,y)=2x+y
@ 1° étape : Recherche de point(s) critique(s)

e Pourtout (x,y),ona vg,y) = (2,1) # 0, on peut donc
appliquer la propriété précedente.
o Le Lagrangienest L(x,y,\) =f(x,y) + A(g(x,y)—20).

ie: L(x,y,\) =—x*+xy + \2x + y — 20).

@ (x,y,\) estun point critique de L si

(x,y,\) =0 —2X+y+22=0
e X+A=0



Optimisation avec contraintes de type égalité
Ezemple 4.3.1. Résoudre le probleme de minimisation suivant :

,

f(x) = 222 + 2% + 522 — min,
Ty — Ty + a3 =1,
\ 23’_-'1 + Iy + 53.“-3 = 0.

e

On définit la fonction de Lagrange :
L(I, /\) = 2.’1‘? + .'I:g ~+ 53“% + .}'l.l(ﬂl'l — T9 + Tg — 1) + }ng(z,ﬁ'?l + 9 + 53?3).
La condition nécessaire d’optimalité est donnée comme suit :

41+ M +2N =
200 — M1+ X2 =
1023 + A1 + DA =
1 — Ty + T3 =
2r1 + x9 + D3 =

oo oo



Optimisation avec contraintes de type égalité

Exemple 4.3.1
4x1+)~1 + 2&2 =0 ...... (1) 4X1+ 2X2 + 32’2 =0 ... (1,)
ZXZ — /11 + AZ =0 ...... (2) On additionne (1) et (2) 4X1+/11 + 2/12 =0 ... (1)
10x; — A4 + 51, =0 ...(3) > 2x,—A+A,=0 ... (2)
X1 — %X, +x3=1 ......(4) 10x3 — 4, +54, =0 ..(3)
2x1+x2+5x3=0...(5) xl_x2+x3:1 (4)
2X1 + X, + 5X3 =0 . (5)
2(2x1+x3) = =34, ...(1) 2x1tx, = —%AZ .. (19
4‘x1+/11 + 2/12 =0 .... (1) Ax.+As + 21, = 0 (1) '
2x, — A1+ A, =0 ... 2) — Zx; _111 N /122 —0 . 2) On remplace (1’) dans (5)>
103 =41 +54; =0 ... (3) 10x3 — A1 + 54, = 0 ...(3)
Xp — Xz +x3 =1 - (4) X1 — Xy +x3=1 .....(4)
le T X2t 5x3 =0 - (5) le + Xy + 5X3 =0 .. (5)




3
—5)12 + 5x3 =0

3
2x1+x2 —_ — E/lz

..(5")
. (1)

4x1+/11 + 2/12 —_ 0 ...... (1)

3
X3 — 1_0/12 (5’)

le'l'xZ — —3/12 (1,)

4‘X1+Al + 212 — 0 ...... (1)
2x2_/11 +/12:O ...... (2)
10x3 — /11 + 52,2 —_ 0 (3)

2y — A1+ 4, =0 ..... (2)
10x5 — A, + 51, = 0 ... (3)
X1 —X, +x3=1 .. (4)
2x1 +x,+5x3=0 ..(5)
3
X3 = 1—03.2 o (5’)
2x1+xy = —%Az . (17

4‘x1+/11 + 2/12 — O ...... (1)

sz_ﬂ'l +/’12:0 ...... (2)
3

X1 — X, +x3=1 ......(4)

2x1 + X, + SX3 =0 .. (5)

On substitue (5’) dans (3) S

X1 —Xy+x3=1 .......(4)
2x1 +x, +5x3=0 ..(5)
3
X3 = 1—0/12 (5’)
2x1+tx, = —%/12 .. (19
4,40 + 22, = 0 ... .. (1)
2x5 — A1+ 4, =0 ... (2)
10x3 — A, + 54, =0 ...(3)
Ay = —84, ..(3")
X1 —X, +x3=1 .. (4)
2x;1 +x, +5x3=0 ..(5)

De (1) et (3')




3

X3 = 1—()),2 (5’)
2x1+xy = —2/12 . (1)
4x1:612 ...... (1")
2x, — A+, =0 ... (2)
10x3 —A; + 54, =0 ...(3)
1, = —81, ..(3)
X1 — Xy +x3=1 (4)

le + X + 5X3 =0 (5)

De (1’) et (1”)
o

X3 = 110312 6 ..(5")
Xy = —Eﬂz —le (1,)

xlzgﬂz ...... (1"
2x, — A+ A, =0 ... (2)
10x3 — A1, + 54, =0 ...(3)
A = —82, ..(3")
X1 — Xo +x3=1 (4-)

2x1 + X9 + 5x3 =0 (5)

3 :

X3 = EAZ (5 )

2x1+x2 = _;/12 (1,)

3 n

X1= Elz ...... (1 )

2x2 - /11 + /12 — 0 ...... (2)

10x3 - Al + 512 — 0 (3)

A = -84, (39

xl — x2 + x3 == 1 . (4)

2X1 + X9 + 5x3 =0 (5)

3
X3 = 1_0,12 .. (59
9
Xy = 2 4 (1)

3 n
xﬁglz ...... (1")
2x2 — /11 + /12 =0 .... (2)
10x3 - Al + 512 — O (3)

A = -84, (39
X1 — Xy + X3 = 1 (4)

2x1 + x, + 5x3 =0 .. (5)

On substitue (1), (5’) et (1'”)
>

Dans (4)



X3 = 1—0/12 (57
9
Xy = —Eﬂz (1)
3 n
xlzilz ...... (1 )
ZXZ - Al + Az — O ...... (2)
10x3 - /11 + 5/12 — 0 (3)
Al — —38},2 (3’)

2x1 + X9 + 5x3 =0 (5)

\ 80
Doud; = ——,
63

3
X3 = 1—012 (5’)
9
Xo = —EAZ (1”,)
_E n
X1— 212 ...... (1 )
2x2 - Al + Az =0 .... (2)
10x3 - 2.1 + 5).2 =0 .. (3)
Al — —8).2 (3,)
10 ,
2x1 + x, + 5x3 =0 .. (5)




Optimisation avec contraintes de type égalité

En faisant la somme des équations (4.56), (4.57) et (4.58) et en tenant compte
de (4.60), on obtient

/\1 +8)\2 = == /\1 p—s —8)\2.

On aura alors 9 9 5
I = 5)\2,172 7/\231“% 1—0)\2

En utilisant (4.59), on déduit la valeur de A\s = (1)—2 D’out

80 5! —5 40

63 7
On trouve donc un seul vecteur z € R™ qui réalise le minimum de f sur
’ensemble des contraintes. En effet, la condition nécessaire de Lagrange est
aussi suffisante puisque la fonction considérée ici est strictement convexe. Par

conséquent,
40

*_i _ P 5 VI
#t=2=(5 -15 1),/ =



Point regulier

Le point x* € X est régulier ssi :
* gi(x")=0
« lesvecteurs Vg;(x*),i = 1, ..., p, sont linéairement indépendants.

Indépendance linéaire

Definition

Des vecteurs x!

,....x* € R" sont dits linéairement indépendants si le systeme

k
Z )\;XF =0
=1

admet une solution unique, A\; = 0 pour i =1, ..., k.



Optimisation avec contraintes : Cas genéral

On va décrire les conditions d’optimalité de ce probleme. Trois ingrédients sont
nécessaires : Le cone tangent, le cone normal, et la qualification des contraintes

Geométrie de I’ensemble réalisable
a) Direction realisable (admissible) :
d € R", d + 0, est une direction réalisable a partir de x € S s’il existe € > 0 tel que
pour toutt € |0,&[, x + td
b) cone
 Unensemble T € R" est appelé un cone si pourtoutd € TettoutAd >0,Ad €T

* L’ensemble de toutes les directions réalisables a partir de x € § forme un cone.



Le cOne tangent
Le cOne tangent joue un role clée en mathématiques appliquées, en particulier en optimisation

Le cOne tangent deécrit les directions possibles dans lesquelles on peut se déplacer a partir d’un
point tout en restant dans un ensemble S. Il est crucial pour définir :

Les conditions d’optimalité : en optimisation contrainte, il permet de caractériser les points
stationnaires.

En optimisation mathématique

Le cOne tangent est utilisé pour :

Définir les conditions de Karush — Kuhn — Tucker (KKT) : en programmation non
lineaire, les multiplicateurs de Lagrange sont liés au cOne tangent.



Contrainte active

Si pour x € S et pour j €{1,2,...,q} on a g;(x) =0, on dit que la contrainte g; est

saturée ou active en x .

Une contrainte qui n’est pas active est dite inactive.

On note I(x) I’ensemble des indices j correspondants aux contraintes actives en x :

I(x)={j €1,2,..,q}: g:(x) = 0}



Direction admissible

On dit qu’un vecteur d € R™/{0} est une direction admissible en x° € § si:

Pourj € {1,2,..,p}, d'vg;(x°) =0

Qualification des contraintes d’égalité

Soit x* € § . Si x™est régulier, alors les contraintes d’egalite g = 0 sont qualifiées au point x*
l.e..

T(x*,S)={deR"|Vj=1,..,p, d'Vg;(x*) =0}



Conditions du second ordre (condition suffisante):

2 2
?EL(iﬁ, X—c) . (?:H‘L ?J‘AL)

Vi L V3L

(V,L(x,2) =V f(x)+ Veg (x)2
VL(x,1) =+

Vi, 1) = g (x)

(Vfo +72g (L Vg (x ))
VZL(x,1) =V(VL(x,1)) & V2L(x,1) =

7.9 (x) 0



Définition du Hessien reduit :
Le Hessien réduit est donné par :
dtvi.L(x,A)d
Ou:
« V2L estle Hessien du Lagrangien par rapport a x.

* d est un vecteur dont la colonne forme une base des directions admissibles.

Que représente la matrice d ?

Le vecteur d vérifie :
Vg(x)td=0
Cela signifie que les d sont des directions qui respectent les contraintes (cad ils ne sortent pas

de la surface g(x) = 0)



Hessien réduit

Intuition
= | e Hessien classique étudie toutes les directions

= | e Hessien réduit étudie juste les directions compatibles avec les contraintes



Conditions suffisantes

L(x,2) = f(x) + AT g(x) Lafonction de Lagrange

317]

2)dtVi L (x*,2)d >0, (Vd e T(x*) © vd|dt Vg(x*) = 0)



Conditions du second ordre (condition suffisante):

Soit (x*, A*) un point critique :
v Minimum local si:

dtvi L(x*,A)d =0, (Vvd=#0|d'Vg(x*)=0<deT(x"))

v Maximum local si:

dtvi.L(x*A)d <0, (vd=0|dVg(x*)=0<deT(x"))



V. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES NON LINEAIRES
V.1 Multiplicateurs de Lagrange (11)

Exemple min f(x)= xf + x,_?
avec g(x)=x +2x;-1=0

2x, 2 (x. ) 2 0 Py 2 0
x,A) = +
4y, |Vt [0 2] [0 4]

2

2x,
Vi (x) = lzx

Vg(x) = !

o { Vof () + V2g ()2 = 0
gx’) =0

<=

X, +A%*x, =0 < x =0 ou A*=-1

x;+22.*x;=0 = x;=0 ou A¥=-—

(x)? +2(x;)* =1=0

1
2



V. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES NON LINEAIRES
V.1 Multiplicateurs de Lagrange (12)

Exemple (suite)

0 ] "+ |
et A*=-1 oubien x*= 0 ] et A¥=-1
[ 0 0
Vi, L(x* A¥%) = ] si A*=-2 oubien 0 2] si A¥=-—1

0 _ jﬁ}

< XF = |
+

&

= y'Wg(x*) =0 y=

Vg (x*) 3 0

0"
! Y2 |
=yt P2L(x* 1)y =y >0 siA*=-1 oubien=-2y; <0 siA*=-1

2
0 + |
y

Vg (x*)

] si A =-1 = y'Vg (x7) =0'=ry=[

=> 2 minima en [ ] et 2 maximaen

1
7



2. Optimisation avec contraintes de type inegalité

Le probleme d’optimisation avec contraintes de type inégalité s’écrit sous la forme :

Minimiser (f(x))
Soumisea: hj(x) =0 j=12,....,q9 (3.7)
Les contraintes d’inégalité sont de type inférieur ou égal (<). Si des contraintes de

type supérieur ou égal (=) sont présentes, 1l suffit alors de les exprimer par leur
opposé pour se ramener au cas étudié.

Pour résoudre ce probléme, on utilise la méthode de ¢ (KKT).
Cette méthode utilise ce qu’on appelle parametres de Karush-Kuhn-Tucker qui
sont les y; , pour construire une fonction Lagrangienne.
Le lagrangien s’écrit :
L(x,p) = f(x) + X, pihi(x)
L(x, 1) = f(x) + u" h(x) (3.8)



2. Optimisation avec contraintes de type inégalité

D’apres Karush-Kuhn-Tucker, si en un point x, f(x) admet un minimum local dans un
domaine admissible D defini par des relations de contraintes inégalites h;(x) < 0, Il

existe alors des parametres u; = 0 telle que la fonction de Lagrange veérifiee les
conditions suivantes :

(V,.L(x,u) =0
V,L(x,pu) <0
\VzL(x,u) =0

Ces conditions sont dites conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Lorsque le sens des
inegalites des contraintes change, le signe des p; change alors.



2. Optimisation avec contraintes de type inégalité

Nous pouvons résumer les differentes conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) dans

tableau suivant :

le

Contraintes Probléeme de minimisation Probleme de maximisation
hi(x) <0 V.L(x,u) =0 V.L(x,u) =0
V,L(x,u) <0 V,L(x,u) <0
uihi(x) =0 pihi(x) =0
ViL(x,u) =0 ViL(x,u) <0
hi(x) =0 V.L(x,u) =0 V.L(x,u) =0
V,L(x,u) =0 V,L(x,u) <0
uihi(x) =0 pihi(x) =0

V2L(x,u) < 0

V2L(x, 1) = 0

Tableau 1 :

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)



2. Optimisation avec contraintes de type inégalité
Exemple : minimiser la fonction  f(x)= 4x 45Xy
Soumise a : h(x)=x;-1< 0

Le Lagrangien s’écrit : L(x, u) = 4xZ + 5x5 + u(x; — 1)
Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker s’ écrivent :

dL(x,u) _

oy =8x; +u=20 (1)
OL(x,u) _

Pk 10x, = 0 (2)
dL(x,

éﬁ”}=x1—1£{] (3)

uh(x) =pu(x; —1)=0 4
u=0 (5)



2. Optimisation avec contraintes de type inégalité

A partir de I’équation (4)ona: u=0oux; —1=0
Siu =0 alors:

L’équation (1) donne : x; = 0 et I’équation (2) donne x, = 0, on remarque que le point (0,0)
vérifiée toutes les conditions de KKT, alors (0,0) ¢’est minimum local.

S1x; = 1 alors:

L’équation (1) donne : u; = —8 et I’équation (2) donne x, = 0, cette solution est rejetée car
la condition (5) n’est pas vérifiée.

Alors le point (0,0) est la seule solution du probleme, donc (0,0) ¢’est un minimum global.



3. Optimisation avec contraintes mixtes

Le probleme d’optimisation avec contraintes mixtes s’écrit sous la forme :

Minimiser (f(x))

gix)=0 i=1.2,.... D

Soumise a : {hj(-’r) <0 j=1,2,.... , q

Dans le cas ou 1l y’a simultanément des contraintes de type égalité et de type inégalité, alors
on introduit pour chaque contrainte un parametre qui lui correspond.

Généralement, on appelle :

- Multiplicateurs de Lagrange, les parametres A; relatifs aux contraintes égalité.
- Parametres de Karush-Kuhn-Tucker, les parametres p; relatifs aux contraintes

inégalité.



3. Optimisation avec contraintes mixtes

Pour résoudre ce probleme, on déclare premierement la fonction de Lagrange suivante

% q
L A) = F) + ) 2gi() + ) why(x)
i=1 j=1

L(x,u,4) = f(x) + A" g(x) + u"h(x) (3.11)
En faisant le changement de variable suivant z = (x, 1)
L’équation (3.11) peut étre réécrite sous la forme :
L(z,u) = H(z) + u"h(x) (3.12)
Avec: H(z) = f(x) + ATg(x)
Finalement, le probléme revient a rechercher I’optimum de la fonction H(z) soumise a des
contraintes de type inégalitéh;(x) < 0.



3. Optimisation avec contraintes mixtes

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker s’écrivent :

( V.L(z,u) =0
V., L =] 7
Z (ZJ Au) {V‘,{L(Z,‘u) — 0
y VﬂL(Z, u) <0
Hjhj(x) =0

\ ,ujij(]



3. Optimisation avec contraintes mixtes

Exemple : minimiser la fonction f(X)= X+Xx3

xX;+x,+x3=1

xi+xs+x3<1

Le Lagrangien s’écrit : L(x, u, 1) =xo+x3+ A(x; + x5 + x5 — 1)+ pu(xf + x5 + x5 — 1)

soumise a : {

Les conditions de KKT s’écrivent :

LEW 34 2ux, =0 (1)

6:.1:1
LW — 1 4 A+ 2ux, =0 (2
ax;g
oL(z,p) _ 1+ A4 2ux; =0 (3)
a.X'g
aLiﬂ}=x1+xz T —-1=0 &)

uh(x) =pu(xi+x3+x35—-1)=0 (6)
u=0 (7)



3. Optimisation avec contraintes mixtes

L’équation (6)donne: u =0 ou xf+x5+x5—1=0

(1)=> A1=0
Siu=0 =< (2)=>4A=-1 ily’acontradiction, donc solution rejetée.
3)= A=-1
A
Si x24+xZ4+x2-1=0 = (2)=>x2=—(’12;1) (8)
(A+1)
'\(3) = X3 = — Y
En remplacant I’équation (8) dans I’équation (4), on obtient :
A (A+1) (A1+1) | = 1 31 =0
2p 2p 21 U 2p

2 1
> = —ZuG+1) 9)



3. Optimisation avec contraintes mixtes

En remplacant I’équation (9) dans I’€quation (8), on va obtenir :

x1=i+i

31U 3

11
X2 =37 e (10)

11

X3 = 3 611

1 1\? 1 1)?
xf+x22+x§—1=(£+§) +2(§_£) —1=0 (1)



3. Optimisation avec contraintes mixtes

En faisant le changement de variable : y = i

On va réécrire I’équation (11) sous la forme :

(+1)2+2(1 - )2 1= 2+2 +1+2 - +1 —1=0
yT3 3 27 -y T3y TgTg T3y TRy T AT

, 4 2 1
=Yy =6 :}y=i§:>“=+_

2
: 1 .y . : e
La solution u = — ~ est rejetée (car la condition (7) n’est pas vérifiée)
: 1 . :
S1u = ~»on obtient: x; =1 et x,=x3=0 et A=-—1 cette solution est

admissible, car elle vérifiée toute les conditions de Karush-Kuhn-Tucker.
Et £(1,0,0)=0. Le minimum global.



Définition de L’ensemble S

L’ensemble admissible des points x pour les contraintes d’egalité et d’inegalite, note

S, est I’ensemble des points qui respectent les contraintes :

S={xeR/ gi(x)=0,i=1,..,P, hj(x)<0,j=1,..,m}



3. Optimisation avec contraintes mixtes

Contrainte actives-inactives

Une contrainte d'inégalité h;(x) < 0 est active en x si h;(x) = 0
Elle est inactive st h;(x) < 0



Direction admissible

On dit qu’un vecteur d € R"{0} est une direction admissible en x* € S si:
* Pourj€{1,2,..,p},dVg;(x*) =0,
 Pouri€{1,2,..,q9}, h;(x*) =0 alorsd'Vh;(x*) <0

Le cone tangent ou L’ensemble des directions possibles

Soit x* €S . Si x est regulier, alors on définit T(S,x*) (I’ensembles des directions
admissibles au point x*) comme suit:

T(S,x*) ={d € R"|d'Vh;(x*) <0,i € I(x"),d'Vg;(x*) =0,j=1,..,p}



V. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES NON LINEAIRES
V.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (3)

J(x) =/

hh>1>/1>1,

—Vh;, (x7)

admissible

AR

h =0
3(%) By (x) = 0

x minimum admissible



V.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (7)

Exemple min f(x)=(x, =1)" +x, =2

avec g(x) =x,—x,—=1=0 et h(x) =x,+x,-4<0

L (x, A, 1) =(x, -1)° +X, =2+ A(x, —x, =)+ u(x, +x, - 4)

prcerm-[5 ) ol ]

1
p 2
Zch(xaﬂ-:zu)= 0 0] KKT ]1° u*=0
2° 2(x; =) =A*+u*=0
1+ A*+u*=0

#

X, =x =1=0

x, +x,-4<0

=



V. O HIMISATIUON AYVEC CONITRAINTES NON LINEAIRELDS
V.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (8)

Exemple (suite)

A. Contrainte active: (x; +x; — 4 = 0)

1° wu*>0
2° 2(x, =) =A*+u*=0
1+A*+u*=0

x,—=x, —1=0

0

* *
X, +x,-4
* *

— 3 —
=Xy =5 X =

2 |en

A¥=1 u*=-2 => 1mpossible



V. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES NON LINEAIRES
V.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (9)

Exemple (suite)

B. Contrainte inactive: (4 = 0)
1° u*=0
2° 2(x; =1)=A*=0

1+ A*=0

X, =X, =1=0

Ll A=l RO =x+x—d=-2<0

"
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[_11] = y'7g (x) =0#y=[

Minimum local
au sens strict

b | —
(]

=yt V2L(x* 25 u)y = 27 >0 Vy=0 = x*=

-~

2 |
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Contraintes d'égalité et d’inégalite

Si K =, il s’agit d’un probleme d’optimisation sans contrainte. L’ensemble admissible est
donc un ouvert.

Sinon, I’ensemble K représente des contraintes.

Soitg;,i=1,...,petq;,j=1,...,mdes fonctions de ) dans R.

Les contraintes d’égalité sont déefinies par g;(x) = 0,i = 1,...,pet

les contraintes d’in¢galite par q; (x) < 0,i = 1,...,m.



