
1 
 

الفصل الثاني: الدوال ذات متغيرين   

Dمعرفة من  𝑓 نسمي دالة ذات متغيرين كل دالة :1 تعريف ⊆ ℝ2  نحوℝ  أي ترفق بكل ثنائية

(𝑥, 𝑦)  قيمة حقيقية𝑓(𝑥, 𝑦) .على الأكثر 

𝑓: 𝐷 → ℝ

(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦)
 

,𝑥)كل مجموعة النقاط  𝑓مجموعة تعريف الدالة  Dنسمي  :2تعريف  𝑦)  منℝ2  التي تملك صورة

Dأي  𝑓حقيقية بواسطة  = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ}. 

,𝑓(𝑥دالة ذات متغيرين حيث  𝑓لتكن  مثال: 𝑦) =
𝑥

𝑦
ℝمعرفة على  𝑓فإن   × ℝ∗. 

ℓو Dدالة حقيقية ذات متغيرين معرفة على  𝑓لتكن : 3تعريف  ∈ ℝأن  . نقول𝑓  تقبل نهايةℓ  عند

(𝑥0, 𝑦0)  إذا كان𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = ℓ. 

,𝑥0)ظة: ملاح 𝑦0)  تؤول إلى(𝑥0, 𝑦0)  يعني𝑥  يؤول إلى𝑥0  و𝑦  يؤول إلى𝑦0. 

,ℝ2  f(xدالة معرفة على  𝑓لتكن  مثال: y) = x2 + 2y  فإنlim
(x,y)→(0,1)

f(x, y) = 2 

 عمليات على النهاياتال

 ، فإن دالتان ذات متغيرين 𝑔و  𝑓لتكن 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑔(𝑥, 𝑦) 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) × 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) × 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑔(𝑥, 𝑦) 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

α 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛼 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔(𝑥, 𝑦)
=

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑔(𝑥, 𝑦)
  , 𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ 0   

 الإستمرار

Dدالة معرفة على  𝑓لتكن  ⊂ ℝ2  و(𝑎, 𝑏)  نقطة منD . 

,𝑎)مستمرة عند  𝑓نقول أن الدالة  𝑏)  إذا كان𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑎, 𝑏). 

 إذا كانت مستمرة عند جميع نقاطها. Dمستمرة على  𝑓نقول الدالة 

,𝑓(𝑥 ب ℝ2المعرفة على  𝑓مثال: لتكن الدالة  𝑦) = 𝑥𝑦  (0,0)مستمرة عند. 
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,𝑎)غير مستمرة عند  𝑓 نقول أن الدالة ملاحظة: 𝑏)  إذا كانت𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦)  غير موجودة 

. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑓(𝑎, 𝑏) وأ  

 مجموع ، جداء و قسمة دوال مستمرة هي دوال مستمرة على مجموعة تعريفها.

 المشتقات الجزئية من الرتبة الأولى

Dدالة معرفة على  𝑓لتكن تعريف:  ⊂ ℝ2  و(𝑎, 𝑏)  نقطة منD . 

,a)عند  𝑥بالنسبة ل  𝑓نسمي مشتقة جزئية من الرتبة الأولى ل  b)  النهاية𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ,𝑏)−𝑓(𝑎,𝑏)

ℎ
إذا   

𝑓𝑥 بكانت موجودة ونرمز لها 
′(𝑎, 𝑏)  أو

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏). 

,a)عند  yبالنسبة ل  fنسمي مشتقة جزئية من الرتبة الأولى ل  b)  النهاية𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑎,𝑏+ℎ)−𝑓(𝑎,𝑏)

ℎ
إذا   

𝑓𝑦 بكانت موجودة ونرمز لها 
′(𝑎, 𝑏)  أو

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏). 

𝑓𝑥ملاحظة: لحساب 
′(𝑎, 𝑏) نعتبر ،𝑦  ثابت و نشتق بالنسبة ل𝑥. 

𝑓𝑦لحساب 
′(𝑎, 𝑏) نعتبر ،𝑥  ثابت و نشتق بالنسبة ل𝑦. 

,𝑓(𝑥 ب ℝ2دالة معرفة على  𝑓مثال:  لتكن  𝑦) = 2𝑥2𝑦3 

 𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) = 4𝑥𝑦3 ،𝑓𝑦.

′ (𝑥, 𝑦) = 6𝑥2𝑦2 

 المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية

Dدالة معرفة على  𝑓لتكن  تعريف: ⊂ ℝ2  تقبل الإشتقاق من الرتبة الأولى أي ،𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦)  و

𝑓𝑦
′(𝑥, 𝑦)  موجودة فإن𝑓  تقبل الإشتقاق من الرتبة الثانية أي𝑓𝑥

′′(𝑥, 𝑦) ، 𝑓𝑦
′′(𝑥, 𝑦) ،𝑓𝑥𝑦

′′ (𝑥, 𝑦)  ،

𝑓𝑦𝑥
′′ (𝑥, 𝑦)  .موجودة 

,𝑓(𝑥 ب ℝ2دالة معرفة على  𝑓مثال: لتكن  𝑦) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦2 

 𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 + 2𝑦  ،𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦) = 4𝑥𝑦 ،𝑓𝑥
′′(𝑥, 𝑦) = 6𝑥 ،𝑓𝑦

′′(𝑥, 𝑦) = 4𝑦  ،

𝑓𝑥𝑦
′′ (𝑥, 𝑦) = 2  ،𝑓𝑦𝑥

′′ (𝑥, 𝑦) = 4𝑦. 

 النقاط الحرجة

Dدالة معرفة على  𝑓لتكن تعريف:  ⊂ ℝ2  و(𝑎, 𝑏)  نقطة منD. 

,𝑎)نقول أن  𝑏)  لنقطة حرجة 𝑓  إذا كانت𝑓𝑥
′(𝑎, 𝑏) = 𝑓𝑦و  0

′(𝑎, 𝑏) = 0. 

 Mongeخاصية 
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,𝑎)لتكن  𝑏)  لنقطة حرجة 𝑓  و لتكن𝑟 = 𝑓𝑥
′′(𝑎, 𝑏)، 𝑠 = 𝑓𝑥𝑦

′′ (𝑎, 𝑏) = 𝑓𝑦𝑥
′′ (𝑎, 𝑏)، 

 𝑡 = 𝑓𝑦
′′(𝑎, 𝑏)  فإن 

𝑟إذا كان  > 𝑡) أو  0 > 𝑠2( و  0 − 𝑟𝑡 < ,a)فإن  0 b) .نقطة حدية صغرى 

rإذا كان  < t) أو  0 < s2( و  0 − rt < ,a)فإن  0 b) .نقطة حدية عظمى 

𝑠2إذا كان  − 𝑟𝑡 > ,𝑎)فإن  0 𝑏) .نقطة سرج 

,𝒇(𝒙عين النقاط الحرجة و حدد طبيعتها للدالة  مثال: 𝒚) = 𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 − 𝟑𝒙𝐲 

  𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 3𝑦  ،𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 3𝑥 . 

}لنحل الجملة 
3𝑥2 − 3𝑦 = 0

3𝑦2 − 3𝑥 = 0
}التي تكافئ الجملة  

𝑥2 − 𝑦 = 0 … … … . (1)

𝑦2 − 𝑥 = 0 … … … . (2)
 

𝑦(:  1من المعادلة ) = 𝑥2 ( نجد 2، بالتعويض في المعادلة )𝑥4 − 𝑥 = 𝑥أي  0 = 𝑥أو  0 = 1 

𝑥إذا كان  = 𝑦فإن  0 = 𝑥و إذا كان  0 = 𝑦فإن  1 = هما  𝑓 لو منه توجد نقطتان حرجتان  1

A(0,0) ،B(1,1). 

 𝑓𝑥
′′(𝑥, 𝑦) = 6𝑥  ،𝑓𝑥𝑦

′′ (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑦𝑥
′′ (𝑥, 𝑦) = −3  ،𝑓𝑦

′′(𝑥, 𝑦) = 6𝑦 

A(0,0) :𝑠طبيعة النقطة  = −3 ،r = t = s2و منه  0 − rt =  نقطة سرج. A(0,0)و منه  9

A(1,1) :𝑠طبيعة النقطة  = −3 ،𝑟 = 𝑡 = 𝑠2و منه  6 − 𝑟𝑡 = نقطة  A(0,0)و منه  27−

 حدية صغرى.

 

 ڨمن إعداد الأستاذة: زرو

 

 

 

 

 

 

 



4 
 

 

 

 

 

 

 

 

 


