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Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercise 1 [Sous espaces vectoriels| Déterminer si les ensembles suivants sont
ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels:

Ei={(z,y,2) ER%52+y+32=0
Ezzg(x y,z) ER%z+y+32=2
Es = {(z,y,2) e R%z+y+32=0} N {(z,y, )€R3;2x—y+z:0}
Ey={(z,y,2) €eR*204+3y—52=0} U{(z,y,2) eR* 5z —y+2 =0}
Es ={P € R, [X]; P(O):P(Q)}

Ee ={P e R, [X]; P'(0) =2}
E; ={f e FR,R); f paires ou impaires}

Exercise 2 [Famille libre ou liée] Soient: v1 = (1,1,0), vo = (4,1,4) et vz =
(2,-1,4).

1. Vérifier que vy et v ne sont pas colinéaires, puis qu’il en est de méme
pour ve et vs.

2. La famille F = (v1,v9,v3) est-elle libre? Sinon, donner une relation de
dépendance linéaire.

Exercise 3 [Bases et dimension] Pour a réel donné, on considére dans R? les
vecteurs v1 = (1,0,1), va = (1,2,3),v3 = (1,1,—1) et v4 = (2a,a + 1,4).
Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.

Donner une équation du plan P engendré par vy et vs .

Pour quelles valeurs de a la famille (va,vs,vs) est-elle une base de R3?
Déterminer les coordonnées de vy dans la base B et la base canonique B..
Pour quelles valeurs de a la famille (vi,ve,v4) est-elle une base de R3?
Donner la dimension de R3.
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Exercise 4 [Applications linéaires (ker Im et rang] Soit f : R® — R3 Uapplication

linéaire définie par
f(xayVZ) = (—3$—y+278$+3y—2,—4$—y+2'z)

1. Déterminer une base de ITm (f).

2. Déterminer une base de ker(f).

3. L’application f est-elle injective? surjective?
4. Quel est le rang de f.



Exercise 5 [Supp| Déterminer si les ensembles suivants sont ou ne sont pas
des sous-espaces vectoriels:

By = {(z,y,2) e R*%2y+4z=1},
Ey =Ry [X], E3={PeRy[X];P?0) =0},
E={fecFRR); f dérivable}, E={f € FR,R); f paire}, E={f € FR,R); f impaire},

Exercise 6 [Supp|Soit E un espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que F'U G est encore un sous-espace vectoriel de E si
et seulement si F' C G ou G C F.

Exercise 7 [Supp] On considére dans R?® les vecteurs vi = (1,1,0), vy =
(4,1,4) et vz = (2,—1,4).

1. Montrer que la famille (vy,vs) est libre. Faire de méme pour (vy,vs),
puis pour (vg,v3).

2. La famille (v1,vq,v3) est-elle libre?

Exercise 8 [Supp] On considére les deux sous-espaces vectoriels de R*:
E={v=(z,y,2t) E Ry+ 2+t =0} et F={v=(v,y,2t) € R,
x+y=0etz=2t}.
1. Déterminer la dimension et une base de E et F'.
2. Trouver la dimension et une base de ENF .
3. Que peut-on dire de E + F'¢ La somme est-elle directe?

Exercise 9 [Supp] Soit f: R3 — R3 application linéaire définie par
f(l‘,y,Z) = ($72$+Zay+z>

1. Déterminer une base de Im (f).

2. Déterminer une base de ker(f).

3. L’application f est-elle injective? surjective?
4. Quel est le rang de f.

Exercise 10 On considere f : R? — R2:

f(xayvz) = ($+y,x—22)

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer l'image réciproque f~1({0}). f est-elle injective?
3. Déterminer l'image f(R®) de f. f est-elle surjective?



