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Espaces vectoriels et applications lineaires

Exercice 1

1.

E1={(z,y,2) €R® |z +y+32=0}.

C’est I'ensemble des solutions d’une équation linéaire homogene. Il con-
tient 0, et il est stable par addition et par multiplication par un scalaire.
Donc FE; est un sous-espace vectoriel.

Ey = {(z,y,2) €R® |z +y + 32 =2}

L’origine n’appartient pas & Fs puisqu’on aurait 0 = 2. Donc E5 n’est pas
un sous-espace vectoriel.

Ey={(z,y,2) ER® |z +y+32=0, 2z —y+ 2z =0}.

Intersection de deux sous-espaces (deux équations homogenes). Donc E3
est un sous-espace vectoriel.

Ey={(z,y,2) € R® | 22 4+ 3y — 5z = Oouz — y + 2z = 0}.

C’est I'union de deux sous-espaces. En général, 'union de deux sous-
espaces n’est pas un sous-espace (sauf si 'un est inclus dans Pautre). Donc
FE4 n’est pas un sous-espace vectoriel.

Es ={P € Ro[X] | P(0) = P(2)}.

La condition P(0)—P(2) = 0 est linéaire. 0 vérifie la condition. L’ensemble
est stable par addition et par scalaire. Donc Es est un sous-espace.

Es = {P € R,[X] | P'(0) = 2}.

0 n’appartient pas & Fg car 0'(0) = 0 # 2. Donc Eg n’est pas un sous-
espace.

E; ={f:R = R| festpaireouimpaire}.

La somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire n’est en général
ni paire ni impaire. Donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.



Exercice 2
On consideére les vecteurs v; = (1,1,0), vo = (4,1,4), v3 = (2,—1,4). Soient
v = (1, 1, 0)7 Vg = (4, 1, 4), V3 = (2, —1, 4)

1. Vérifier que v; et vy ne sont pas colinéaires.
Si vy et vy étaient colinéaires, il existerait un réel \ tel que

Vo = )\'Ul.
Cela donnerait le systeme suivant :
{4=X-1,1=X-1,4=X-0.

Les deux premieres équations donnent A =4 et A = 1, ce qui est une contradic-
tion. La troisieme équation donne 4 = 0, ce qui est impossible. On en conclut
que vy et vy ne sont pas colinéaires.

2. Vérifier que v; et v3 ne sont pas colinéaires.
S’ils étaient colinéaires, il existerait un réel A tel que

V3 = )\’1}2.

On obtiendrait alors :
{2 =4)\ —1=X\4=4)\

La deuxieme équation donne A = —1, mais en remplacant dans la premiere
on trouve 2 = —4, ce qui est absurde. Ainsi, aucune valeur de A ne satisfait
simultanément les trois équations.

= wvgetvgnesontpascolinéaires.

Conclusion : Les couples de vecteurs (v1, v2) et (ve, v3) ne sont pas colinéaires.
Soient

v =(1,1,0), wva=(4,1,4), wv3=(2,—1,4).
On cherche des scalaires a, 3,7 € R tels que
avy + Pug + yuz = 0.
En composantes, cela donne le systeme linéaire : Soit la famille de vecteurs
vy = (1,1,0), wve=(4,1,4), w3 =(2,—1,4).
On cherche o, 5,7 € R tels que
avy + Pug + yvz =0,
ce qui donne le systeme linéaire suivant :

{a+48+2y=0,a+8—~v=0,46+ 4y =0.



Résolution :
De la troisieme équation, on obtient

46+4v=0 = pL+y=0 = [B=-—m.
En remplacant dans la deuxieme équation :
at+f—-vy=a—v—y=a—-2y=0 = a=2.
Ainsi, la solution générale est
(o, 8,7) =7(2,-1,1), v€R.

En prenant v = 1, on obtient la relation de dépendance linéaire non triviale

2’[11 — Vg + V3 = 0.
Conclusion : La famille F' = (v, v2,v3) n’est pas libre

Exercice 3
1. Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R®.
Vérifions que la famille est libre : supposons que

avy + Bug + yvz = 0.

La seule solution est « = f = v = 0, donc la famille est libre.
Remarque : card(B) = 3 = dim(R?). Or une famille libre de cardinal égal &
la dimension de ’espace est automatiquement génératrice.

Conclusion : B est libre et génératrice, donc B est une base de R3. 2.
Equation du plan P = Vect (v, v3)
On a:
v =(1,2,3), wvw3=(1,1,-1)

Tout vecteur (z,y, z) du plan P s’écrit comme combinaison linéaire de vy et
V3

(:r:,y,z) = QU2 +6U3 = 04(1,2,3> +ﬂ(1a1a_1) = (Oé‘i‘ﬁ, 204+ﬁ, 30é—ﬁ)

ou «, 5 €R.
De la premiere composante, on obtient :

r=a+pf = a=z-p
Substituons dans la deuxieme composante :

y=2a+p8=2@-0)+p=2c—- = L=2zr-y



Puis la troisieme composante devient :
z=3a—-p=3x—-p)—-p=3c—-4=3r—4Q2zx —y) =4y — bx
Ainsi, une équation cartésienne du plan P est :
z =4y — bx ouéquivalemment bxr—4y+2z=0
, Pour quelles valeurs de a la famille (vy,v3,v4) est-elle une base de
2
. I.Jne famille de 3 vecteurs dans R® est une base si et seulement si elle est

libre, c’est-a-dire si v4 ¢ Vect(ve, v3).
L’équation du plan engendré par vy et v3 est :

S5r—4dy+2=0
Vérifions si vy = (2a,a + 1,4) appartient au plan :
5(2a) —4(a+1)+4=10a —4a — 4+ 4 =6a

Ainsi :
vy € Vect(vg,v3) <= a=0

Donc pour a # 0, vq ¢ Vect(vs, v3), et la famille (vq, v3, v4) est libre et constitue
donc une base de R3.

a#0

d’autre methodes existe toujours!!! Coordonnées de v, dans les bases B et
B.

1. Base canonique B, = (ej,eq,e3) :
vy =2ae;+ (a+1)es+4des
Donc les coordonnées dans B, sont :

(2a,a+1,4)

2. Base B = (v1,v2,v3) ¢
On cherche («, 3,7) tels que

vy = awy + Buz + Yv3
En composantes :
a(1,0,1) 4+ 8(1,2,3) +v(1,1,-1) = (2a,a + 1,4)
Ce qui donne le systeme :

{a+B8+y=2a28+v=a+1la+38—-—v=14



Résolvons :

a=2a—-0—7
(2a—=B-7)+38-7v=4 = p-y=2-a

{B-v=2-a28+y=a+1 = =1, y=a-1,a=a

Donc les coordonnées de vy dans la base B sont :

(a,8,7) = (a,1,a—1)
, Pour quelles valeurs de a la famille (vy,vs,v4) est-elle une base de
9
. I;a famille est une base si et seulement si elle est libre, c’est-a-dire si la seule
combinaison linéaire nulle est triviale :
Avy +pvg +vvg =0A=pu=v=20
Ecrivons le systeme des composantes :

{AN+up+2ar=02u+ (a+1)r=0\A+3u+4r=20
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De la deuxieme équation : u =
De la premiére équation : A =
Substituons dans la troisieme équation :

3a—1
2

1
1/—}—3(—11;L 1/>—|—41/=(3—3(1)1/=0

Doncv=0sia#1,etalors u=A=0.

Conclusion : la famille (v1,v2,v4) est une base de R3 pour

a# 1.

Dimension de R?

Par définition, la dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs
dans une base. Puisque R? posseéde des bases contenant exactement 3 vecteurs,
on a :

dim(R?) = 3



