
Les méthodes numériques pour l’optimisation avec 

contraintes
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• La fonction  est linéaire par morceaux et concave 
sur un domaine X* convexe.
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Méthodes de résolution



(x)=(w) est le sous gradient de la fonction duale  (w)

(Algorithme d’Uzawa )
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• Le pas de déplacement peut être choisi aussi comme suit:

Où z est la valeur de l’objectif  de la meilleur solution 
réalisable obtenu pour le primal (P), k est un nombre choisi 
entre  0 et 2, puis k est réduit par un facteur de 2 chaque fois 
que (wk) n’est pas améliorée après un certain nombre 
d’itérations. 
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𝑀𝑖𝑛 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4

ቐ

−8𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 4𝑥4 + 10 ≤ 0
−𝑥1 − 𝑥2 + 1 ≤ 0
−𝑥3 − 𝑥4 + 1 ≤ 0

𝑋0 = { 1,1,1,1 , 1,0,1,0 }

ቐ

max 𝑧
𝑧 ≤ 𝑓 𝑥 + 𝑢𝑔 𝑥
𝑢 ≥ 0

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈ 𝑋0 ⟹ ቐ
𝑧 ≤ 30 − 7𝑢
𝑧 ≤ 16 + 𝑢
𝑢 ≥ 0

30 − 7𝑢= 16 + 𝑢 ⇒

𝒖𝟎 =
14

8
=

𝟕

𝟒
⇒ 𝒛𝟎 =

𝟕𝟏

𝟒



𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4 +
7

4
−9𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 5𝑥4 + 12 } ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {
64

4
𝑥1 +

40

4
𝑥2 +

16

4
𝑥4 −

63

4
𝑥1 −

21

4
𝑥2 −

14

4
𝑥3 −

35

4
𝑥4 +

84

4
} ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛
1

4
𝑥1 +

19

4
𝑥2 −

14

4
𝑥3 −

19

4
𝑥4 +

84

4
⇒ 𝒙𝟏

𝟎 = 𝒙𝟐
𝟎 = 𝟎, 𝒙𝟑

𝟎 = 𝒙𝟒
𝟎 = 𝟏

⇒ 𝒛∗=
𝟓𝟏

𝟒
𝒛𝟎 > 𝒛∗ 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒆 ⇒ 𝑋1= { 1,1,1,1 , 1,0,1,0 ,(0,0,1,1)}

𝒖𝟎 =
14

8
=

𝟕

𝟒
⇒ 𝒛𝟎 =

𝟕𝟏

𝟒



𝑋1 = { 1,1,1,1 , 1,0,1,0 ,(0,0,1,1)}

𝑀𝑖𝑛 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4

ቐ

−8𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 4𝑥4 + 10 ≤ 0
−𝑥1 − 𝑥2 + 1 ≤ 0
−𝑥3 − 𝑥4 + 1 ≤ 0

⇒

𝑧 ≤ 30 − 7𝑢
𝑧 ≤ 16 + 𝑢
𝑧 ≤ 4 + 5𝑢
𝑢 ≥ 0

⇒

30 − 7𝑢= 4 + 5𝑢 ⇒

𝒖𝟏 =
26

12
=
13

6
⇒

𝒛𝟏 =
𝟖𝟗

𝟔
= 𝟏𝟒, 𝟖𝟑



𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4 +
13

6
−9𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 5𝑥4 + 12 } ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {
96

6
𝑥1 +

60

6
𝑥2 +

24

6
𝑥4 −

117

6
𝑥1 −

39

6
𝑥2 −

26

6
𝑥3 −

65

6
𝑥4 +

156

6
} ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 −
21

6
𝑥1 +

21

6
𝑥2 −

26

6
𝑥3 −

41

6
𝑥4 +

156

6
⇒ 𝒙𝟏

𝟏 = 𝟏, 𝒙𝟐
𝟏 = 𝟎, 𝒙𝟑

𝟏 = 𝒙𝟒
𝟏 = 𝟏

⇒ 𝒛∗=
𝟔𝟖

𝟔
= 𝟏𝟏, 𝟑𝟑 𝒛𝟏 > 𝒛∗ 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒆

⇒ 𝑋2= { 1,1,1,1 , 1,0,1,0 ,(0,0,1,1), (1,0,1,1)}

𝒖𝟏 =
26

12
=
13

6
= 2,16 ⇒

𝒛𝟏 =
𝟖𝟗

𝟔
= 𝟏𝟒, 𝟖𝟑



𝑀𝑖𝑛 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4

ቐ

−8𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 4𝑥4 + 10 ≤ 0
−𝑥1 − 𝑥2 + 1 ≤ 0
−𝑥3 − 𝑥4 + 1 ≤ 0

⇒

𝑧 ≤ 30 − 7𝑢
𝑧 ≤ 16 + 𝑢
𝑧 ≤ 4 + 5𝑢
𝑧 ≤ 20 − 4𝑢
𝑢 ≥ 0

⇒

20 − 4𝑢= 4 + 5𝑢 ⇒

⇒ 𝑋2= { 1,1,1,1 , 1,0,1,0 ,(0,0,1,1), (1,0,1,1)}

𝒛𝟐 =
𝟏𝟏𝟔

𝟗
= 𝟏𝟐, 𝟖𝟖

𝒖𝟐 =
𝟏𝟔

𝟗
= 𝟏, 𝟕𝟕 ⇒



𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4 +
16

9
−9𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 5𝑥4 + 12 } ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛 {
256

9
𝑥1 +

90

9
𝑥2 +

36

9
𝑥4 −

144

9
𝑥1 −

48

9
𝑥2 −

32

9
𝑥3 −

80

9
𝑥4 +

192

9
} ⇒

𝑧∗ = 𝑀𝑖𝑛
112

9
𝑥1 +

42

9
𝑥2 −

32

9
𝑥3 −

44

9
𝑥4 +

192

9
⇒ 𝒙𝟏

𝟐 = 𝒙𝟐
𝟐 = 𝟎, 𝒙𝟑

𝟐 = 𝒙𝟒
𝟐 = 𝟏

⇒ 𝒛∗=
𝟏𝟏𝟔

𝟗
= 𝟏𝟐, 𝟖𝟖 𝒛𝟐 = 𝒛∗ 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒐𝒏 𝒔𝒕𝒐𝒑

20 − 4𝑢= 4 + 5𝑢 ⇒

𝒛𝟐 =
𝟏𝟏𝟔

𝟗
= 𝟏𝟐, 𝟖𝟖

𝒖𝟐 =
𝟏𝟔

𝟗
= 𝟏, 𝟕𝟕 ⇒
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𝑀𝑖𝑛 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4

ቐ

−8𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 4𝑥4 + 10 ≤ 0
−𝑥1 − 𝑥2 + 1 ≤ 0
−𝑥3 − 𝑥4 + 1 ≤ 0

𝑝0 =
1

23
=
1

8

Itération 1

𝜆0 =

0
0
0

𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒 min 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4 min = 0, 𝑒𝑡 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑠𝑡 (0,0,1,0)

𝜆1 = 𝜆0 + 𝑝0
9
1
0

⇒ 𝜆1 =
0
0
0
+

1

8

9
1
0

=

9

8
1

8
0

𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒 min
55

8
𝑥1 +

61

8
𝑥2 −

9

8
𝑥3 −

4

8
𝑥4 +

91

8
min = 78, 𝑒𝑡 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑠𝑡 (0,0,1,1)

Itération 0

𝑝1 =
1

23+1
=

1

16



𝜆2 = 𝜆1 + 𝑝1
5
1
−1

⇒ 𝜆2 =

9

8
1

8
0

+
1

16

5
1
−1

=

23

16
3

16
−1

16

Itération 2
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