Les méthodes numériques pour I’optimisation avec
contraintes



Dualite Lagrangienne

Trouver une slution d un probleme d optimisation sous contrantes onctionnees consiste
& determiner un point optimal 2* ef des multplcateurs associs (X' ). D randss
milles d methodes peuvent tre defnes pour ls esolution des problemes o optimisation
sous contraintes ;s methodes priales ef es methodes duals. Les approches primale

g concentrent sur I determination du point #*, les multiplicatears (), ) ne servant sou
vent qu'a verifer optimalite de 2* s methodes duals quant & lles mettent accent su
a recherche d‘un muliphicateur en travailant sur un probleme d'optimisation dedut dy
probleme iniial ar dualte




Dualité Lagrangienne

1. Probleme primal, probleme dual

Probléme primal (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x)<0, h(x)=0, xe X "

) (g
ol h=|: |, g= :

My /] \bm)

X est une partie quelconque de R™. Par exemple: R”, un ensemble discret (nombres entiers
naturels par exemple), ou encore un ensemble défint par des contratntes d'ncgalite ou d'égalité

autres que g et f.
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A partir de (P) on défimit un autre probleme; l¢ probleme dual,

Probléme dual (D): maximiser H(u,v):inf{f(x)+utg(x)+v0h(x):xeX} sous s
contramnies 420

L{x,u,v)=f(x)+uog(x)+voh(x) est appelée fonction de Lagrange

B, v)= inf L, ,) est appelee fonction dule
13



Dualité Lagrangienne

e La fonction O est linéaire par morceaux et concave
sur un domaine X* convexe.

(1)
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2, Relation entre primal et dual

Théoreme de dualité (faible)
S1x st une solutton réalisable de (P) et st (u,v) est une solution réalisable de (D) alors

f(x)28(u,v)

Corollarre
St x est une solution réalisable de (P) et st (i) est une solution réalisable de (D) telles que

£(x)=6(u,v) alors x est une solution (optimale) de (P) et (u,y) est une solution (optimale) de
D)
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3. Points selles

3.1. définition

Solent x € X, u =20. (x JU LY ) est un point selle ssi:

L(x*,u,v)éL(x*,u*,v*)SL(x,u*.v*) VxeX.Vu=20

3.2, Caractérisation des points selles
( ok X ¥ %

) L(x ,u v )=mf L(x,u v )

xeX
¥ % % * S

Sorent x*eX, ) (x U,V )est un point selle ssi <2) g(x )<0, A(x )=0
3)ug,( ) 01=],...,m
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3.3, théoréme de dualite (fort)

N (x* | v*) est un point selle alors x* est une soluion (optimale) de (P) et (**) est une

sofution (optimale) de (D)

En effet x* est une solution réalisable de (P) en raison de la caracténistique 2). De plus les
caractérist 1ques ), 3) ) perme font dtablir es égalités suivantes
fl)=fla ) gl o il )-L(x*,u*,v*>-infL(x,u*,v*>=9(u*,v*)
rel
La conclusion découle du corollaire du theoréme de 1a dualité farble
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4, Relations entre optimums du dual et du primal et point selle
théoreme
Soit (i, ) une solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle alors i

existe x* une solution (optimale) de (P) telle que (x* TN ) soit un point selle.

corollaire
Soit (,7) ung solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle et s

L(x,,) admet un minimum unique X sur X alors ¥ est solution (optimale) de (P).
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5, Relation entre points selles et conditions de Kuhn et Tucker

On suppose ict A=R"

S (x* ,u* ,v*) estun point selle alors il vérifie es condtions de Kufn e Tucker.

En effef L(x,u*,v*) admet un minimum en £* ef done VL(x* ,u* ,v*)=0. Ce qui donne les
conditions de Kuhn et Tucker.



Dualité Lagrangienne

o o VR, . rlerJCzZl
Exemple:soit(P) minimiser f {17, )=, + 1 sous les contraintes 120,021

0103,19)= -1 -1y +1€0
On met les contraintes sous Ia forme < g9 (xq,%) = - <0
(1,12 -1y <0

i X=R"
La fonction de Lagrange est L{x,u)= x12 +x§ iy (-1 =3y +) g (-1 15[

La fonction duale est 6(u)=1nf {L(x,u): X€ R”}
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Explicitons I fonction ual. Pour ela cherchons un point eritque de L{x,u) (s consant)

'le—ul-uzz() J51‘ )
=
&2x2 =W -y = 0 il

-

On en dédutt: 9( ) T Tl
On remarque que (u) est ben concave (on vérfie que son hessien est défint égatif),

Le probléme dual (D) est: maximiser 6(u) sous les contraines 1 20, wy 20, 15 20
Résolvons le probléme dual. Pour cela écrivons (D) en un probléme (D) de type minimiser:
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2 2
.o u3 u1u2 u1u3
MINIMmiser 2-|-4-|-4-|— ? + ?

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:

- 1y 5008 les contraintes -y <0, —uy <0, —uz <0

M1+22'|'—— Al
W _
k=0
iy U _
<7+7—l3—0
A 20 (i=1,2,3)
/lu 0 (i=1,2,3)

Ce systéme admet une solution telle que (uy,u,u3) vérifie les contraintes de (D):
A‘l 0/12 /13 2, u2 iy = =),



Dualité Lagrangienne

Les hypotheses de qualification sont satisfaites puisque les conditions de Indépendance linéaire

sont safisfaites
Le problgme (D') verifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kufn-

Tucker sont suffisantes et le point (1,0,0) st mininm (global) donc maximum (global) pour
(D)

nf [L(x,(l,0,0)): 1eR" } est attemt par le point (xy ,xz):(%,%-). Il est unique donc clest [a

solution de (P) (les hypotheses de convexité f de supetconsistence étant vérfices on sait que la
fonction de Lagrange admet un ot selle).

Remarquons que 9(1,0,0)=%= f(%) et que x =1 =%—, i =1, uy =y =0 véritient les

conditions de Kuhn-Tucker de (P).



Saut de dualité



Saut de dualité

* I n'y apas toujours un point selle

* llyadescasou f(x*) > 6(u*,v")
ou x* solution optimale de (P) et (u*,v*) solution optimale de (D)

* Ceciarrive notamment dans les problémes (P) en variables entieres

* On parle dans ce cas de saut de dualité



Saut de dualité - Minorant

* Dans le cas de saut de dualité, la valeur du probleme dual est un
minorant de la valeur optimale de (P) et elle permet d’évaluer la
qualité de solution x « approchée » de (P)

- I ‘_ ’7

(u*,v) f(x7) f(x)



Saut de dualité - Minorant

* Dans le cas de saut de dualité, la valeur du probleme dual est un
minorant de la valeur optimale de (P) et elle permet d’évaluer la
qualité de solution x « approchée » de (P)

- B ‘_ ’7

(u*,v*) f(x") f(x)

Exemple
On a trouveé x une solution réalisable de (P) t.q. f(x) = 50

Quelle la qualité de cette solution ? ? ?



Saut de dualité - Minorant

* Dans le cas de saut de dualité la valeur du probleme dual est un
minorant de la valeur optimale de (P) et elle permet d’évaluer la
qualité de solution x « approchée » de (P)

- I ‘_ }7

a(u,v") f(x™) fx)

Exemple

On a trouvé x une solution réalisable de (P) t.q. f(x) = 50

Quelle la qualité de cette solution ?

Supposons O(u*,v*) = 47,5

Dans ce cas on voit que notre solution x n’est pas tres éloignée de l'optimum =




Meéthodes de résolution



6. Résolution du probleme dual

6.1. Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa )

6.1.1. Sous-gradient de la fonction duale

Notons: w=(i’f),ﬁ(x)=(§g;), X(w)={xeX: f(x)+wef(x)=0(w)}.

@ [3(x)=VO(w) est le sous gradient de la fonction duale 0O(w)

[o—

o Théoréme: i {w) st différentiable en w solution (optimale) du probléme dual et
v X)) dlors (x,w) estun point sell




0.1.2.  Maximisation de la fonction duale

On cherche ic1 & résoudre Ie probleme dual c'est-4-dire maximiser 12 fonction duale sous la
contraine que certatnes des variables dovent ire posttives ou nulles. La simplicité de ces
contraintes fait que Lon peut adapter lalgorithme de plus forte pente utilisé dans le cas de
[optimisation sans contraintes. La différence est qu'on uttise un sous-gradient 4 la place dy
gradient et que [on interdit les déplacements qui rendraient négatives des variables astreintes &
etre posttives ou nulles




Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

On se donne une suite de nombres réels p* > 0.

(0)
Soit w'” = (’:(0)) avec u' >0, k=0,

1) résoudre le probleme min f(x)+ W o B(x): soit " une solution.
xeX

w=w' o' Al)

Avec N L ks
k+l u:” Slurle
Ui o ]
0) sinon

si w*D = & alors STOP
sinon k=k+1 et aller en 1)



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

Les chotx possibles de p(k) son;
@ constant p" = p ¥k

Ja série ivergente p 50, Y = 4o
k

Théoréme
Dans e cas de la minimisation dune fonction quadratique f(x)=+xeAx-bex (4 définie

positive) sous des contraintes d'inégalté affines Dx~d <0 (D de rang m) et X=R", dans le cas

du choix p¥ =p ¥k, s pE}O rimuz

suite( X (k)) CONVETge Vers (x W )un pomnt selle

} (A (A) est la plus petite valeur propre de A) alors la



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

@ Le pas de déplacement peut étre choisi aussi comme suit:

(z—o0n)

8GN

Ou z est la valeur de l'objectif de la meilleur solution
réalisable obtenu pour le primal (P), 9, est un nombre choisi
entre 0 et 2, puis o, est réduit par un facteur de 2 chaque fois
que O(wk) n’est pas améliorée aprées un certain nombre
d’itérations.

p =5




Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

Exemple: appliquons l'algorithme d'Uzawa au dual du probléme minimiser f{x;,x; )= xl2 t x%
0
: X tXy 21 (0) _ _
sous les contraintes 120,17 20 en partant de ' = m avec le pas constant p=1.
gl 1) | (x5t
Onpose: g(x,%y)=| & (%, x%) |=|  —¥
g3(xp,%y) —%

itération
On minimise x* +x; —x -x, (x,%,)€R" La fonction étant convexe et soumise & aucune

contrainte, il suffit de chercher un point critique: x; = x, =+. Ce qui donne 8(0,1,1)=-1
(N ()

0 (0] |0
u(l)=(1]+ -11=13
I)|_1| |1

\" 2/ \2/



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

"/

enafon 2
o)) . .
On miimie 1 41y -35-31, (xl,xz)eRZ. Lo sthion st 5,25, Ce qui dom

l
-

2$2) — [

>
o | ——

REIREH

SvRe
B



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

(tration 3
On minise x

8

b -2y-in (y,1)eR L shtion et =1, =1, e qui domne

NN )
st dl= 1+ % : % B proetant sur K =(R ) on obtent; 1”2 8 |
HAvRY ¥



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

Iération 4
On minimise 5 +; -1~ 25,43 (1,5, )€ . La souon est 5,=3, =3, Ce aui domne

-

=
—a

. En projetant on obtient e

ot oo s

3
)




Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)
ttération 3
On minimise xf +x§ -1 -yt (xl,xz)eRZ. La sohtion est x,=x=7. Ce qui domne
_1
9(1,0,0)-7

m[o] [1 1
¥l 4= 0[4] 4| -4 | B projantonabent: )= 0 |
URIR J)

V2 Y

=i done on arte



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

Verifions que (x*,u*) = (%,%,1,0,0) est un point sell:

[ o)
* * 1 0
- les relations de complémentarités 3) sont vérifices; u v g (x )=(8J' —% =)
1
\"1
[ 0\
- 1a condition 2) (x* réalisable) est vérifice: g(x* )= —% <0
1
\"1/

- |a condition I) (¥* minimise la fonction de Lagrange Lix,u ) en ) est vérifiée par definition
de x*



Algorithme des plans sécants

6.2,  Methode des plans sécants

Le probleme dual (D) peut sécrire:
MAXIMISE! 7

(sz(x)+u'g(x)+voh(x) pour fout x € X

u2(

En effet, pour wu,v fixés, s1 z est maximum  alors

z=inf{f(x)+uog(x)+v'h(x):xeX}=9(u,v). Donc le probléme ci-dessus revient a

maximiser [ fonction duale 6(u, v) sous les conditions u20) soit au probleme dual.

Ce probleme est un probleme [méaire (en les variables z, u, v) qui comporte autant de contraimes
(en dehors des contraintes #>0) qu'il y a d'¢léments dans X (en particulier cardinal de X peut ire
infin).

S0US les contraintes |




Cest pourquor & Ja lace gz (D), o
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Algorithme des plans sécants

106 Contrlt

1

I

| —

e Verile toutes les contramn

00 Vete et on fe

B

00t e rlaation de (D) ot eulemen [ quelues
b, 51 o oluton o

s ¢'est i



Resoudre le probleme dual — Algorithme des plans secants

Le probléme dual (D) peut s’écrire:
maximiser z

z< f(x)+ueg(x)+veh(x) pourtoutxe X

sous les contraintes
=

Il y a autant de contraintes que d’éléments dans X ce qui peut étre énorme .
Mais toutes ne seront pas utiles. Donc on introduit les contraintes petit-a-petit.



Algorithme des plans sécants

algorithme:

soit X*/ contenant quelques éléments de X, k < 0.
(1) on résout le probleme maitre:
maximiser z
z< f(x)+ueg(x)+veh(x) pourtoutxe x(k)
u20

sous les contraintes {

Soit z(k) , ul® , v une solution. Pour tester si cette solution vérifie toutes les contraintes de (D),

on résout le sous-probléme: 7 = min{ flx)+ i o g(x)+ yk) o h(x )}

xeX
Si 2% <7
alors STOP (on a résolu (D))
sinon

soit x') une solution du sous-probleme

X x(0) 4 { x(k)} (on rajoute une contrainte au probléme maitre)

kek+1etalleren (1)



Algorithme des plans sécants
Exemple: appliquons [algorithme des plans sccants au dual du probléme minimiser

rgl(Jfl,JQ):—Jq -1 +1<0
k(xl,x2)6X={(x1,x2): 120, 1 20}

f (x1 ¥ ) = Jcl2 t x% 500 les contraintes <

patonsavee X ={(0,0}(1,}
(iération k=0);

Le probléme maitre est: maximiser 7 5., 7 $2-1




Algorithme des plans sécants

Z 4

0) 1,0 -y

La solution est z( =], h
Le sous-probleme est: 7 = nn?{xlz + x% -x -1+ 1} = %
Y€

La solution est xl(o) :x£0) :%. Y52 donc on rajoute au probléme maitre, la contrainte

engendrée par xl(o) :xgo) =% ie. X1V = {(0,0),(1, 1)(%%)}



Algorithme des plans sécants

itération k=1:

L.e probléme mailtre est: maximiser z S.C. - 1

0.5

=1 ,0

7 Uy =1 est une solution.

Le sous-probleme est: 7 = mm{xlz + x% —X—xt 1} :%

xeX
2 <7 donc on arréte. L’optimum du dual vaut 7 et est atteint pour u; =1.

]



Algorithme des plans sécants

Exercice 2 : Soit le probleme d’optimisation suivant :
Min (16x,+10x,+4x,)
S. C. ! 8X;+2X,+X3+4%,210
X;+X,21
X3+X, =1
x.€{0,1}
1. Résoudre ce probleme en utilisant la méthode

des plans coupant avec X°={ (1,1,1,1), (1,0, 1,0)
h

2. En utilisant la méthode des sous gradient avec
. un pas p, = 1/2+3) (k=0,1,.. .) et A9 =0




Min 16x, + 10x, + 4x, X% =1{(1,1,1,1),(1,0,1,0)}

_8x1_2x2_x3_4‘x4+10 <0
—xl—x2+1S0
_.'X,'3_x4+1$0

max z z<30—7u
z< f(x)+ug(x) pourtoutxeX’® = z=16+u
u=0 u=0

30
25 4 30_7u= 16+u =
20 1

15 ~

10 ~




30

251

20 A

15 A

10 A

0 1 2 3 4 5
u

7
z* = Min {16x; + 10x, + 4x, + 7 (—=9x; — 3x, — 2x3 — 5x, + 12)} =

64 40 16 63 21 14 35 84

z* = Min {le +Zx2 +Tx4 T T e T X3 T T X +T} =
. (1 19 14 19 84 0 0 0 0
z* = Min Zx1+7x2—7x3—jx4+7 = X1 =Xxz2 =0, X3- =x4 =1

51 0

o e 2T z° > z* alors continue = X'={(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1)}



X! ={(1,1,1,1), (1,0,1,0),(0,0,1,1)}

Min 16x1+10x2+4x4 fZS30_7u
—8x; —2x, —x3—4x,+10 <0 :><Z316+u =
e — o+ 1< 0 z<4+5u
1 2 P L u=0

—x3—x,+1<0

30—7u=4+5u =

. 26 13
T2
) z! == =14,83




30 4

251

204

15

10

26 13

0

T T T T T
1 2 3 4 5
u

1

= -2 _-216>
Y T2 T 6
21:8—69 — 14,83

13
z* = Min {16x; + 10x, + 4x, + ?(—9x1 —3x, —2x3 —5x, + 12)} =

i 96 60 24 117 39 26 65 156

Z =Mln{?x1 +?X2 +?X4—TX1—?X2—?X3—?X4+T}$
. (21 21 26 41 156 ) )

z" = Min —?xl +?x2—?x3—?x4+7 > x1 =1,x,7 =0,x3

*

68 1 . .
= z*=—=11,33 2z~ > z" alors continue

6

= X*={(1,1,1,1), (1,0,1,0),(0,0,1,1), (1,0,1,1)}



= X*={(1,1,1,1), (1,0,1,0),(0,0,1,1), (1,0,1,1)}

Min 16x1+10x2+4x4 (ZS 30— 7u
<1l6+u
—8x; — 2%, —x3 —4x, +10 < £=
8x4 Xy — X3 x4 +10 <0 ) <4450 N
—x1—x,+1=<0
3. 4 = L u>0
30 - 20—4u=4+5u =

, 16
u =?=1,77=>

72 =% — 12, 88




30 20— 4u=4+5u =

25 A

, 16
u =?=1,77=>

15 A

10 A

72 =% — 12, 88

16
z* = Min {16x; + 10x, + 4x, + ?(—9351 —3x, —2x3 —5x, +12)} =

256 90 36 144 48 32 80 192

z" = Min {Txl +?X2 +?x4 —Txl —?XZ —?x:; —?XAL +T} =
. (112 42 32 44 192 . .
z" = Min Txl +?x2—?x3—?x4+7 > X1°=x°=0,x3°=x3=1

1
> z'=——=12,88 z%? = z* alors on stop



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)
Min 16x; + 10x, + 4x,

—8x1 — 2x, —x3—4x,+10 <0
—x1—x,+1=<0
—x3—x,+1<0

Iltération 0

, 11 O 8
PP=72377% =\,

calcule min 16x; + 10x, + 4x,

min = 0, et la solution est (0,0,1,0)

2
8
0 9

9 1 1

1 20 4 0 (1 1—(o)x=(1)=|=

2 =20+p (0):/1 (O)+8(O) 3

Itération 1

11
P™=%3+1 7~ 16

55 61 9 4 o1 min = 78, et la solution est (0,0,1,1)

calcule mingx1 +§x2 — g% ~gXa +§



Algorithme de sous-gradient (Algorithme d’Uzawa)

(@ Nool N el N}
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> |
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5
/12=/11+p1<_11) - A2 =

ltération 2




