
\

Minimisation avec contraintes

ons'i,ntéressed,anscechapi'treauproblèmed"opti'mr'sati'onaueccontrai'ntes'dont

on aa présenter sa forme générale, théorèmes d"ert'stence et d"unzci'té et les condi'-

ti,ons d'oPti'malzté.

2.L Formulation du Problème

tul soi,t f : lR' -+ iR. on appelle problème d'e mzni'mi'sati'on auec contrai'ntes

le problème sui'uant ' ( r/ ^\I min /(z)'
(P) 

1

[r e C' C c R''

où C est,I,ensemble d,es contra,intes, C d,omai'ne non u,ide et fermé de R'".

Le problème (P) s'écri't auss'i sous la forme générale su'iuante :

(t

I min .f (r)'
I

(P) I h,(r): o' 'j: l' "''P'
I

[or(') <o' i--r'"''Q'

c Les foncti,ons ï,lLt,i:T,p et gi,i:T,q rtéfin'ies de c r;uns R sont d'e classecl''



Minimisation aaec contra,intes

Les condi,ti,ons h6(r):0, ,i: I,p,gi@) 10, j :fi etu € lR, sont appelées
contra,intes du problème (p).

Définitions

l3l
c On appelle solution réalisable ou ad,missi,ble tout uecteur r uérifiant les contraùûes

du probléme (P).

L'ensemble C : {r e: h6(r) :O,Vd : T_p et gj(r) < 0,V7 : fi} est oppelé
ensemble des soluti,ons réali,sables ou admi,ssi,bles. .

o on appelle solut'ion opt'imale d,u problèm" (P) (ou mznimurn gtobal) uneiolution
réal'isable n" qu'i mi,n'imi,se f(r) sur l'ensemble de toutes les solutzons réali,sables,
c.ù,.d :

yreC, T@.)Sf@).
o On di't qu'un po'int r* est un opt'i'mum (mini,mum) local d,e f si,, et seulement s,i,, i,l

eriste un uo'isinagev(r.) de r* tel que r* soit un mdn global d,e J surv(r-) :

Vn e V(r.) n C, f @.) < f(").

o un m'in'ùmum est di,t stri,ct s,i res inégalités d,ans les d,éfi,ni,ti,ons précéd,entes sont
strictes.

o Si' pour r Ç. C et pour j e {I,2,...,q} on a gi@) : 0, on d,it que la contra,inte gi
est saturée ou actiue en r.
[Ine contrai,ntte qui, n'est pas act'iue est d,ite i,nact'iue. On note I(r) l,ensemble d,es

'indi,ces j corvespondants aur contra,i,ntes acti,ues en x) :

I(r) : {j e {1,2,...,q} : gj(r)- 0}.

c un uecteur d est une d,i,rect'ion d,e d,escente s',il eri,ste r ter que :

f (r +td) < f (r), r e [0, r].
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Mi,ni,mi,s at'i,on aa ec contra,intes

Soi,t f : IR' -+R. C q R". r €C
d est une direction adrnissr,bLe sz 1À' > 0 tel que : :x* Àd e C, V 0S À < À

Exemple 2.1.1. Cons'idérons le problème c'i-dessous :

(Po)

min.f(r,g),

glr,y): (z* 1)'+(A -'2)', - 4 < 0,

ez(r,y) --a+lr+{<0,
|z(n,y)r:A+r-3(0,
(r, y) e IR2.

1. consid,érons les d,,irecti,ons* : ( ,t) 
et d1 :

(uoi,r Fi,gure 2.1)

(;)(;) et le por,nt ro :

3.

Quelles sont les contra,intes o,cti'ues en, ro ?

n@0):9r(1,2) : (1 +t)2+ (2_ 2), - 4-0, g estactùte

gz(r0) : 9z(r,2) : -z+ Ë * 1 + [ : 0, 92 est acti,ue

gs(ro): ga(1, 2) : Z+ 1 - 3 : 0, gs est actiue

I(ro) : I(r,2): {1,2,3}
ds est-elle une direction adm,'issible pou"r .f en, ro ?

II faut auozr (Ygi@n),do) S 0.Vj : I,3 car gt,gzet fi son,t actzues.

vg,@,, : (:,::;]) + vs,,, ,r : (l)
_\2(, -/ / \o/
/g\ /q\

Vgz@,r) :[_', I*Ygr(t.'2): (t, I\-'l \-1l
vss(r,r, : f1) =+Ve3(1.r) : ft)

\'/ \'/

(;)
:_4{o

28
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5

4

3

7

û

-1
-3 *1-2

x

FrcunB 2.1 - Domaine des solutions réalisables
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Minim'i,s at'ùon aa ec contrai,ntes

:*<0
a-

(Vgs(1,2),dol :

Donc d,s est une directi,on admissi,ble pour f en r0.

j. d1 est-elle une d'irecti,on admi,ss'ible pour .f en n0 ?

(Vg,(l,Z),dr) :(t o) [n):n=o\ /\0/
Donc d1 n'est pas une dwecti,on adm,issible pour f en r0

2.2 Résultats d'existence et d'unicité

Théorème 2.2.L. [3] (Eri,stence)

Supposons que f est continue, que C est un sous-ensemble fermé. non ui,de de IR'

et que l'une des condi,t'ions su'iuantes est satisfa,ite :

1. Soi,t C est borné;

2. Soi,t f est coerciue.

Alors le problème (P) ad,met au mo,ins une soluti,on.

Preuve 2.2.1,. [3] Soi,t (r,,)",ex une su,item'i,nim'isante dans T(C) x e d'élém,ent d,e

C telle que l'imn-+*f (r") : i,nf f (C) comme C est fermé' et borné, i,l eri,ste une

sous su'ite etra'ite (*"(")) qui, conuerge uers LLn r* € C cette sui,te erraite uéri,fie :

ro@) ) tr* et f @"O) -+ i,nforçf(A) o, f est cont'inue, d'où par Uni,ci,té d,e la

li,mite,i,lsui,tÏ(r.):infuecf(y) auecr* €C etf réal'isesonm'in'imunsurC.J

Théorème 2.2.2. (Eri,stence et uni,cité)[3]

Soi't f une fonct'ion cont'inue et stri,ctement conuere et so'it C est, un sous-ensemble

non u'ide, conl)e:xe et fermé de IR'.

Si, C est borné ou s'i, f est coerciue, alors i,l eriste un uni,que r* € C soluti,on d,e

(P).



Mini,mis at i,on au ec contra,inte s

Preuve 2-2.2. [sJ supposons que f ad,mette au mo,ins un m,inimunx m, et soi,trt * nz dans C réalzsant, ce m,inimum : f (n1) : T(rr) : rrl par stTict conueyité d,e
la fonct'ion f on a alors :

"rr1 
*z.2, 1,r\î).;(r@ù+ f(r)):7n

cec'i contredi,t le fai,t que rn et le m,inzmum d,onc nr : x)2: r*. !

2.3 Conditions d,optimalité du 1u" ordre

2'3.1 conditions d'optimalité du 1." oràru générares
Théorème 2.3.L. (Cond,iti,on nécessa,ire du 1u, ord,re)[11
si, f est une foncti,on gâteaur d,i,fférenti,abre et s,i c est un conuere et rerméde JR,,
alors toute solut'ion n" ,u problème (p) uéri,fie ra propri,été suiaante :

Vr e C, (y f (*.),r _ r.) ) 0.

Preuve 2.8.1. Soi,ent tr* ,LLnte solution du problème (p) et r e C,

yn€C, T@.)=f@).
I . -lr\C est conuere, ators ç.G ?Lil4_f1z*t ) S - f,")

r* +t(n - :x*) e C, yt e [0, 11.

Donc

,/ V" e C, f (r. *t(n _ u.)) _ f (r.) > 0.

D'où

VrÇC,Vte [0,4,Wr,.
Alors 

t -

vr e. c, vr e [o, r], ,lË 
f @ +4'- g-)) - f (r) , s

Par conséquent,

Yn€C, (Vf@\, n-r*))0.

(2.r)

+ /t- F)

alors :

ff)
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Mi,nim'i,s ati,on au ec contrainte s

Théorème 2.3.2. [3](C.N.S. d,u l"', ord,re dans le cas conuere)

soi,ent f une fonction conuere et gô,teaur dzfférentiable et c est un conaere et

fermé de IR'. Soit.r* un élément quelconque de C '

La cond,i,ii,ons (2.1) est nécessa,ire et suffisante pou't' que:x* soi,t soluti,on du problème

(P)

Preuve 2.3.2. [3] La cond,i,ti,on est nécessai,re (uoi,r Théorème 2'3'1)' Il reste à'

montrer qutelle est suffisante.

Soi,t r* un éIément de C, corTùn1e f est conuere, alors :

Vr € C, T@) > T@.) + (V/(r.) ,* - **)

Pu,i,sque(V/(".), n-x:*) 2 0, alorsYr € C, f @) > ,f (r.)' D'où r* est une sôIution

du problème (P).

[8] Lorsqu'on

forme su'iuante :

0, que d,es contrai'ntes d,'égali'té, le problème (P) se ré'dui't à la

t-=\*."tP7

Théorème 2.3.3. ITJ(C N'

On suppose que :

C ontraint es en' ég alité )

. f ,ht, pour i,:T,p, sont de classe C1 d"ansk ;

o Le problème (P.) admet une solutzon r* ;

o Les p uecteurs de R" , vhr1r.;, Yh2(r.),...,vho(r*)sont l'i,néai'rement i'ndépen-

dants (et donc P < n).

Alors i,l eri,step réels Ài, À;,. ' '. À; tels qtt"e

2.3.2 Conditions d'optimalité du 1"" ordre, cas en égalitê

p

V/(r-) +tÀjvha(r-) :s.
i:L

[-'" T@)r

l:':i;9
du lu' ordre

(P")

/r r\



Mi,ni,mi,s ation aa ec contrai,ntes

Preuve 2.3.3. [3] Analogue à, celle du théorème de Karush-Kuhn-Tucker qu,i sera

d,émontré par la sui,te.

Définition 2.3.L. [3] (Multi,pli,cateurs de Lagrange)

Les réels Ài, À;,. . . , À; duthéorème 2.2.3 sont appelés multi,pli,cateurs de Lagrange.

Exemple 2.3.I. cas IR2

{*rnf@,y):*a ? ë. f
onueutrésourdre, ln6,u):4r2+a2 -.4:Q 4 (r\.o\ €l-- lt+f

t.
[(r,v) e re2

Le Lagrang'i,en pour ce problèm est . ,

L(r,A, À) : f (r,A) + 
^h(r,A), 

VÀ e IR

L(r,A, À) : rg * À(4n2 + A' - 4)

Le système à réàoud,re pour trouuer les poi,nts critiques est d,onc

VL(,,A,À):, - 

{

ôdr.y, )) _ o

atk?,i,xt _ n

N1'0,^)) :-.--ôÀ :'

fv+s,rz:o* 
1 " i-2Ày:g

lnr*y2- 4:o

f,:-r^, fu:-sr( -2^a):r6À2a lrO=1":-2Àu *1"--2Àa . +jr:
l+r2+s2-4:o l+n2+s2-4:o ln""

c si, a:0:
(,: o

\ alors pas d,e soluti,on dans ce

|.n(o)'+(o),:ol4
o 

^92 
À - +â (car 1- 16À2 :0) :

[,:-z(+àù:*îy ^1,:+ia
l+",+ az:4 * 

ln,**rr,*r,:n

- 16)2) : g

-2Àa

+a'-4:o



r1
Jr:+lu .lr:+|u+{ - +
[r':2 [a:tJ2

dansceco,sonobt'ientlcond,id,atr(t/2lZ,t/ù; (/212,_\/r);Gt/212,rt); ?rt12,_r/r)
Le tableau su'iuant permet d,e d,étermi,ner la nature d,es poi,nts critiques :

Mi,ni,mi,sati,on auec contra,i,ntes

(ro,go) rÇ,'tzl r$,-ot r{,nt (+,-\/r)
f (ro, ao) 1 -1 -a 1

,/2 2les deun points c,it'iques (#,- Jz) , e+,t/i) sont d,es points m,in,im'u'.22

Exemple 2.3.2. cas lR3

I ur" f (*r.,rr,rr) : zrl + rl + +r!
I

on aeut résourd,re, { 
h(rt':x2':x3) : rt * 2nz - rs :6

I hr(*r,rz,rz) :2rt - Znz * 3rs: 12
I

l(rt,rz,rs) e IR3

les condi,tions de Lugrange :

2

V f (rr, r.2, :h) + D Àivh t(r1, r2,r:) : 0.
z:'L

À1, À2 € IR.

/\/\

l::',1 .^,(; J.^,f i') : filttl\u*/ \-'l \ '/ \
(*t+2rz-r3-6) :[.
(2rt-2rr+Zrs_ 12):g.

Àr, Àz € IR'
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Mini,mi,sation aaec contra,intes

- Si )r:0 et)2-0 alors:

- Si À, f 0 et À2:0 alors :

4rt + Àr:0
2*r+ 2À1 : g

8rs-Àr:0
rtl2rz-13-6:0

àr(ol, #,#) : * + 2 " #- :! - # * a non réatisabte.

À1 l0 et Àz * 0 alors On pose la matrice su,iaant4)

2 -l 0

-2 3 0

001
202
08-1

L1-==

t^
lEo : 3a

9.5

-2lt: :Ï" v.b

^1 
-+!- v.â,

In"*2À2:s
I

,S? )1 : 0 et À2 f 0 alors , |.2" - 
2À2: g

ftt'-3À2:3
I

h,(#,#, !f ) : # +, - #:' #-:' -Ë i;;:: ;:r,"*".

_48nt-û

rz: #
tz: fr
Àr:=P-za

0

0

2

-2
3
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Mini,rni,sation auec contra,intes

h :5.044

:XZ :1.I9

rs:1.43

Àr: -7.52

Àz: -6.32
h(5.044,1.19,1.43) :b.044|-zx 1,19- L.43:6 réalzsable alors h1 est acti,ue.

h2(5.044,1.19, 1.43) :2xb.044-2x 1.19+3 x 1.43 :12 réalzsable alorshc est

act'iue.

la ualeur de la foncti,on f au po'int (b.044,LIg,1.43) est i
f $.044,1.19,1.43) :2 x 5.0442 + 1.192 * 4 x 1.432 :60.4g

2.3.3 Conditions d'optimalité du 1." ordre, cas en égalité et
en inégalité

[3] considérgns un problème d,'optimi,sati,on sou,s forme sénérale :

,r,{

min f(r),
h6(r):0,'i:1,...,p
g.i@)So, j:r,..., 

Ç

I € iR?).

Théorème 2.3-4. [s] ( condit'ions d'optimalité non quali,fi"ées )
On suppose que f , hn pouri:T,p et gi pour j:T,q sont de classeCr. So,it n*
une solut'ion de (P).

Alors,il eniste 1. : (Ài. Ài, 4) € Rp, #* : (pi. t-L;,. .. , t4) e R! el pô e R+
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Mini,mis at ion au ec contrai,nt es

tels que :

a

a

a

o

vj e {0,1,...,Ç},: pi 2O;
ho(*.) :0 pour i,:T,p et gi@.) < 0

Yj e {I,...,q} : p; sj(r.) :0;
yo

rfiV f (r")+ I Àiy h6(r.)+ f uly s1@) : s.

pour j -

(2.3a)

(2.3b)

(2.3c)

(2.3d)

Preuve 2'3'4. La preuue cons'iste à remplacer le problème (p) auec contra,intes
par la su,i,te de problèmes sans contra,intes :

(
, o, ) min fp(r) : f@) t ka(r),
vlc/ \

[eeR"
où ct : lR' -+ lR est une fonct'ion d,e pénali,sati,on d,es contraintes et k > 0. a est
choi's'ie de façon à auo'ir (P) et (Pe) équiualents (c.ù.d,. ayant les mêmes soluttons).

Pour tout enti,er k, cons,id,érons le problème :

(
lmin f,,@),(Pù\ /'.\ /

lr e B(r.. p).

T*(r) : f (*) + IDto,A)J, * *flr,.t")], + ll* - **llr, (2.4)
'i:L - j=7

auec gf (r) : mar(0, gi@D et B(r., p) est une boule Jermée (compact) centrée en
r* et de raAon p > 0.

Remarque 2.3.1. Les foncti,on li sont d,e classe Cr, alors (gï)2 est d,i,fférenti,able
et

d(gî)',^., nd7o,, -,\:x) :'2-=(I\s! (r\'a:x dr
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Mi,n'imi,s ation aaec contrai,ntes

o Le problème (Pr) " au moins une solution 11,

[3J En effet, fs est contin,ue, elle atteint d,onc son mini,mum sur le compact

B(r. , p).

o La suite (26) converge vers r*

[3.] La suite (rp) est d,ans le compact B(*", p) et on peut en ertrai,re ,tlne sous-

su'ite, noté (np), qu,i conuerge aers r e B(r., p).

Comme f*("ù < fr@-) : f @\ ( *oo car 11, est le mi,mnimum d,e f1, sur
B(**,p), nous auons alors , .

Pq

\ln,{*o\'* f ir; er)1, =?lrct - f (rù - lt,*- ,.ll,l e s)
l:I i.:t /<; '"

lf @.) - f @ù - ll"r - ,.llrl étant borné, d,onc

Vi,: 7,p, _I1; ho(rn) : hi(r) : g,

vi : r,q, -Iru sf @n) : sî(i) :0.
Alors fr est une solut'ion réali,sable.

D'autre part :

T@n) + llrr - :r.ll' < TÂrù < f(*.)
car !lni(r1,))'+ tffn;O;12 > 0 (c,est,trne som,me d,e carrés).

., 
-1

Comme r* est une solut'ion du problème (p), alors

f@)+llfr-r.ll'1T@) < f (r).

Donc ll, - ,.ll' : O. Par conséquent, fr : 7*.

ce rai,sonnement peut être fait pour toute uareur d,'ad,hérence d,e la sui,te (r1").

Donc la sui,te (rp) conuerge uers r*.

et
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Minimi,sati'on aaec contraintes

o Condition d'optimalité pour (Pa)

[S] Comme (rù conaerge uers r*, elle est dans B(r*, p) à parti,r d'un certai'n

rang et d,onc 11, est un mi,ni,mum local (sans contrai,ntés) d" fu. Par conséquent,

Y fr@ù :0 Pour k assez grand, c'à"d'

pA
vf (rn)+ kt[hi(n1,)Yh,i(r1,)] + kLtgI@ùvgi@n)l*Z(rp - r*) :0' (2'6)

;-1

Posons

p3: h, ^f 
: bl$, pouri,:T,p 

"1 
u!:g#ù,pour j :1,q.

La relat'i,on (2.6) deuient :

pQq

ptv f @ k) + t tÀf v h,(r *)l+ t t/,f v s i (r ù) + 
fr(r n - r* ) : 0'

i:I J: L

(2.7)

commeleuecteur (Àf,.. .,Àf;,u3,u,r.,...,118) €Rlr tlR+ xlR.q esf denorme 1, on

peutenertrai,reunesous-sui'teconuergenteuers(À!,...,À8,p3,pL,"',p|n)l0et

passer à,Ia li,mi'te dans (2.7). Alors, on o,url' :

pq

pôv r@") + ttÏv ho(r.)l+ ttp;vgi(r.)l : 0 (2.8)

i- 1

car toutes les fonctions cons'idérées sont cont'inues et'Sp) I' Notons que

pî >O,vi :6,q'

o Relation (2.3c)

[3]Srgi@)<0,alorsgi@n)<0àparti'rd''uncertai'nrang"lUI:0'Par
conséquent, en passant ù la I'imite Fi :0'

Remarque 2.3.2. [3] Quelques renxarques i'mportantes :

1. Les réets \i et p'| sont les multzpli'cateurs de Lagrange'



Mi,ni.mi,s ati,on au ec contra,i,ntes

2. La relat'ion (2.3b) est une relati,on de réalzsabi,li,té, c.à.d". que tout point r uéeri.fiant

(2.3b) est une solution réal'isable.

La relat'ion (2 3c) est une relati,on de complémentari,té.

Les cond'it'ions du théorème (2.3d) sont di,tes non quali,fiées car le réel p,f, peut être

nul et on n'o, pas de rense,ignements sur le m'inimum d,e f pui,squ,elle n,apparatt

nulle part, dans la relati,on d'opttmal'ité. Donc il est i,mportant d"e d,onner d,es cond,'i-

t'ions qu'i permettent d'assurer que pâ so,it non nu,l.

De telles condi'ti,ons sont dites condi.t'ions de quali,fication ou d,e régulari,té. Lors-

qu'elles sont uéri,fi,ées le problèrne est d,i,t qualzfié. ' ' 

-

Définition 2.3.2. [S](Poi,nt r'éguli,er ou cond,i,tiort d,e qualificati,ort l)
On di't qu'un élément r* € IR' est régulzer'pour les contra,intes hi pour i,: r,p et

gi Pour i :T,q 
'

s'i,l est réal'isable : ha(r.) :0 pour i :Tp et gi@-) I 0 pour j : I,-q

s'i les uecteurs Yhi(r*) pour i, : W sont h,néai,rement i,nd,épend,ants

et si, on peut trouuer une d,'irection d e R \ {0 } tel que

\Yh6(r-),d) :0, i,:T,p et (Vgi@.),d) < 0, Vj :7,q.

On dit aussi' que r* uérifie la condition d,e quatification de Mangasari,an,Fromoutitz

que nous noterons (2.3.2).

La condi'ti,on (2.3.3) su'iuante est plus forte que Ia condi,tion (2.s.2).

Définition 2.3.3. [3](Condzt'ion de quati,ficati,on p)

on di't qu'un éIément r* € IR.' est régul,i,er pour les contra,intes h,; pouri.: l,p et

gi Pour i :T,q 
'

s'i,l est réali,sable,

et s'i les uecteurs Vhi(r"),Vg.i@.) pour i
i,ndépendants

: 7,P et j : fi sont I'inéai,rement

a

+.

a

a

a

a

a
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Exemple 2.3.3. consi,dérons Ie problème :

le poi,nt (0,0) n'est pas acti,ue

f est un fonct'ion continue et stncternent conuere.

/_,\ /,\ / "\ /o\
vh(r,ù: | .' l, yslr,ù: I'.l,rnr@,a): { -^t 

l ,yss(r,a): ( |

._\ i / \'/
la fami,Ile {Yh(r,A), Vg{r,A), Ygz(r,y), Ygz(r,y)} sont I'ibres.

Théorème 2.3.5. [3] (Conditi,ons de Karush- Kuhn- Tucker)

On suppose que f ,hi pour i --Te et gi pour j : I4 sont d,e classe Cr. Soit r*
une soluti,on de (P)

On suppose que r" est un po,int reguli,er pour les contrai,ntes h,i, ,i:Tp et gj, j :
T,q

Alors'il eriste À. : (Ài, 
^;,. 

. ., À;) € lRp et LL* 
: (lri, l-L;,.. . , pî) €Fe\ tels que :

mi,n f (r,A) : 4r2 * 5A' T 6ny - 6r - 6y

a-r+*:o
r+11-1<0
z)0
y>0

(r, y) e IR2

. Vj €{1,...,Q},pi>o;

. hi(r*):0 pour i,:7,p et gi(r.) 10 pour j : I,q;

Vj e {i,...,q} : pjsl@.) : g1

pq
c y f(r.)+ t Àiyhi(n.)+ t uly s,(r.) : s.

;-1

Preuve 2.3.5. on montre que sous les hgpothèses de régularité (g.s.z),

donné dans le théorème (2.3d) est non nuL

On a (Ài, À;,... , 
^;, 

pô, tri, tti, , t";) 10. on slrppose Que 1t(,: e

sons auss'i que pi: 0, Vj € /(r.).

(2.ea)

(2.eb)

(2.ec)

(2 ed)

le réel pf,

et su,ppo-
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Mi,ni,mi,s ati'on au ec contrainte s

D

Alors Ie uecteur À. : ()i, À;,... , 
^;) 

+ 0, on a alors t)îVhc(r*):0' Ce

résultat contred,i,t L'i'nd,épend,o,nces li,néai're d'es Yha(r.),i' : 7g'

Donc i,l eri,ste jo e I(r.) tel que Pir l tl'

Nous auons, en prenant la d'i'recti,on d" donnée Ttar (2'3'2) :

0 : t Ài (vha (2. ), d) + L, ,î(Vgi (r. ), d) < t",;,(Y gio(r- ), d) < 0'
;-1't=r

d' où la contradzcti,on.

L'ensemble d,es contrai,ntes (2.9a)-(2 gd) sont appelées cond'iti'ons de Karush-Kuhn-

Tucker, notées K.K.T.

Définition 2.3.4. (Lagrangi,en)

on appelle lagrangi,en d,u problème (P) la forrctzon rtéfirti,e de IR' x iR'p x IR'q dans

pqIR par ' 
,(r.À, t) : r(r)+ t Àih"(r)+ t pigi(r).

i.:r j:r

Remarque 2.3.3. La relati,on (2.9d) s'écrzt

V,L(r* , À*, P*) : 0,

où v * d,ési,gne le grad,i,ent d,u lagrangi,en par rapport à la premi,ère uari'able.

Dans le cas conuere, nous al)ons le résultat su'iuant : '

Thêorème 2.3.6. (C.N.S. dans Ie cas conuere)

On suppose que f ,ha pour i : 7,P et gi pour i :T,q sont de classe Cr et que f et

gj, j : Ig sont conueres et hi,i: Iip sortt affirt'es. Ort suppose aussi que n* est

un poi,nt réguli'er. Alors,

(r* est soluti,on de (P) )+ (tes cond,i,ti,ons (2.9a)-(2.9d) sont sati,sfai'tes)'

preuve 2.1.6. [S] On montre que si, les cond,i,tr,ons (2.9a)-(2.9d) sont sati,sfaztes

alors r* est une solut'ion du problème (P)'
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Mi,nimis ation au ec contrainte s

De (2.9b), on dédui't que r* est réali,sable. Comme toutes les fonctions son,t conaeres,

alors Ie lagrang'ien est conuere po,r rappor-t à la uariabl.e r et la cond,,ition (Z.gd,)

est équ'iualente à d'ire que tr" est un m,inimum de L(r , À* , p* ) . on obtient d,onc :

Vz € IR" : L(r* , À* , F") I L(.r,À*, /_r*)

Si, r e. C, alors hi(r) : 0 et g1(") S 0 d,e sor-te Ete

Pqq

\4n'ç") + I Lr;sj(r): I tr;sj(r) < o,
à:1 ;- |

pui,sque p; >0 d'après (2.9a).

De plus auec Ia relation de complémentarité (p.gc), on uo,it que

L(**,À*,lr*):f(r.).

Fi,nalement, on obti,ent

f (*-): L(rr,À*,/r*) < L(r,À*,li): f (r.) < f (r),

Ce qu'i preuue qtre r* est solution d,u problème (p).

Exemple 2.3.4. On ueut résourdre :

On écri,t les contra'intes sous la forme générale :

mi,n f (r,U) : 4r2 i 5A2 * 6ny - 6r - 69 * 3

r+a < I

r)0
y>0

(r, y) e IR2

min f (r,U) : 4r2 * 5A2 -t 6ry - 6r - 6y * 3

r+A-1<0
r)0
g>0

(2, s) e lR2
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Mi,ni.mi,sation aaec contra,intes

les contràint

80

60

,to

2A'

o:
â^

fonctionL50

L.25

r-oo

0.75

i O.5O

$.25

o.oo

-"û.25

*û-50

0.5

FrcuRp 2.2 - la fonction / et les contraintes gd

-o.5 1.5t.0

*-0
&copampn dç KK! .

ona

lri rf*,y) + i utv st(r,a) : o

) 
i:l

ll.;,ir,,uz,us 
) 0

luuno(r,A):0, i:TF

(t**os-o\ /-\ / \ / \l.^ t+u,f ll.,,f'l**[o l:o\tor*ar-a) \r/ \o/ \_t/
'ltrIr'tl2r1,tS ) 0

q(n+9-1) :0
u2(-r) : g

uz(-a) : o
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Mi,nimi,s at'i,on auec contra'i'ntes

o Sr Ut:0 et llz:0 et us: Q

(^ (.-_ e
f8z+6y:0
1 ;;";;" -"6 - o 

*' 
1 ; : ; 

réat'lsabte

\" 11

d,'après le théorème d,e Wei,erstrass le pt({1,*) ,tt m'ini,mum global'

.'ttL:ur:0 etu2) 0=+r :0 etA: &. etu2: # a0 refuse'

o s'iut:1112:0 etus > 0=+ A:0 etn:fl etq: + < 0 retu'se'

.'u,2:?rs : 0 etuy>O + r - 2, et a : * etu4 : # a 0 refuse'

o s'iu1> 0 etu2)Oetus:0 è A:L etr:0 etur: -4<0 etrl2:'t'L:.: -4 ( 0

refuse. o ,

c s'iu1>0 etu3)\et1)z:0+r*! ety:0 etul:'tt3- -2<0 refuse:

c s'iuy : 0 et uz ) \et us > 0 + U : 0 et ï : {) et u'2 -'tl'3 : -6 < 0 et

'tL2 :'t-L! - -4 < 0 reJuse

o s,iu1>0 etu2)\et u3 ) 0 )uz- -us etIt1:6 etn:A:0 etrefuse.

2.4 Conditions d'optimalité du second ordre

Les conrJ,itions d,'opt'imalité d,u prem'ier ord,re permettent d,e d,éterm'iner les bons

cond,,id,ats à, la soluti,on d,e (P). Les Condi.ti,ons d'opti'mali,té du second ordre uont

permettre d,ans un premi,ers temps de restrei,ndre encore le nombre de candi'dats.

Thêorème 2.4.t. [9](Condi,ti,on né'cessa'i're du second ordre)

On suppose qlLe f , ho, i: \,p'et g.i, i : W sortt d'e clo,sse' C2, que r" est un

mi,n'imum d,e f sur C et que la con'diti,on (CQI) est uér"ifiée.

Alors,il eri,steÀ. : (Ài, 
^i,..., 4) € IRp ef p* : 0tî, l.L;,. . . , ttî) eF(q te'ls que :

o Les relati,ons (2.9a)-(2.9d) d'e K.K.T. sont sati,sfai,tes

c Pour toute d,i,recti,on d, € R'\ {0} u{ri'fiant.:

(2.10)

/\
| (vh(r-), d) : o, pour \: r,p;
tl
{ (voi(2.), d) : o, po\t'r i € -Ir(r.);
t'
[ (vor(r.), d) < 0, oouh,,!,, € I(r-) \ rn(,.);
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Mi,ni,mis ati,on aa ec contraintes

ori*(*.): U e{7,2,...,q} : gi(r*):0 et u}>0}, on a

(H,*L(r*, À*, lf)d,d) > 0, (2.11)

H,*L(r*, À., /r.) : Hr@) + ! ÀîHn,(".) + lulHn,@.)
i:l j:\

d,és'igne la seconde déri,uée de L au poi'nt (z*, )., p.).

Dêfinition 2.4.L. [3] (Contra'intes fortement actmes)

L'ensemble I+(r*) est I'ensemble des contrai,ntes forternent act'iues.

Lorsque I*(*") : I(r*), c.à'.d,. gi@-): 0 <+ pi > \'on di't qu''il g''a stri'cte

complémentari,té.

Le résultat suiuant d,onne une cond,ition suffisante d,u second' ord're.

Théorème 2.4.2. [3](Condi'tion sffisante dtt" second ordre)

On suppose que f ,ht, 'i : 7,p et gj, i :fi sont de classe C2. Soi't z* € IR'

uéffiant les cond'iti,orts de K.K.T. auec les multiplicateu'rs de Lagrange \*, li*.
Si, la matri,ce hessi,enne d,u lagrang'ien au poi'nt (r*, À*, p*), Vl,L(r., )*, p*),

est défi,ni,e posi,ti,ue sur le sous-espa'ce

,: {d € R" \ {0} , < Yh;(r.),d):0, i:I,P et <Yg1@.),d):0,i € /"('.)}

alors r* est un m'in'imum stri,ct de f sur C.

46


