Chapitre

Minimisation avec contraintes

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme d’optimisation avec contraintes,dont
on va présenter sa forme générale, théorémes d sezistence et d’unicité et les condi-

tions d’optimalité.

21 TFormulation du probléme

[3] Soit f : R* = R. On appelle probleme de minimasation avec contraintes

le probleme suivant :
min f(x),
reC,CCR"

ois C est l'ensemble des contraintes, C domaine non vide et fermé de R™.

Le probleme (P) s’écrit aussi sous la forme générale suwwante :

min f(x),
(P) hi(z) =0, i=1,...,D,

gilz) 0 d=1s 2%

Les fonctions f,hi,i=1,p €t g;;J = 1, q définies de C dans R sont de classe Cl;



Minimisation avec contraintes

Les conditions hi(z) = 0, i = 1,p, g;(z) < 0, J=1gq etz € R" sont appelées

contraintes du probléeme (P).

Définitions

13/
On appelle solution réalisable ou admissible tout vecteur T vérifiant les contrainies
du probléme (P).
L'ensemble C = {z €: hi(z) = 0,Yi = T,p et g;(r) < 0,Vj = T,q} est appelé
ensemble des solutions réalisables ou admissibles.
On appelle solution optimale du probléme (P) (ou minimum global) une solution
réalisable * qui minimise f(x) sur Uensemble de toutes les solutions réalisables,

ciad ¢

Yeel, f="') < o).

On dit qu’un point z* est un optimum (minimum,) local de [ s1, et seulement si, il

existe un voisinage V(z*) de z* tel que z* soit un min global de f sur V(z*)

Vee V() 0o fla*) € fiz).

Un minimum est dit strict si les imégalités dans les définitions précédentes sont

strictes.

3% pour z € C et pour j € {1,2,..., q} on a g;(z) =0, on dit que la contrainte gj

est saturée ou active en .

Une contrainte qui n'est pas active est dite wactive. On note I(z) l'ensemble des

indices j correspondants auz contraintes actives en &

Iz)={j€{1,2,....q} : g;(x) = 0}.
Un vecteur d est une direction de descente sl existe T tel que :

el < flz), ve& (R
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Minimisation avec contraintes

e Soit f:R" >R, CCR*, z€(C
d est une direction admissible si 3\ > 0 tel que : z + \d € g, o i<y

Exemple 2.1.1. Considérons le probleme ci-dessous :

93(z,y) =y +1 -3 <0,
(z,y) € R?
. ol —1 .
1. considérons les directions dy = et di = et le point x° =
0 0 2

(voir Figure 2.1)

2. Quelles sont les contraintes actives en 0 7
91(2°) =g1(1,2) = (1 + 1)+ (2-2)2 =4 =0, g, est active
92(2°) = g2(1,2) = =2+ 2 x 1+ I =0, g, est active
93(2°) = g5(1,2) =24+ 1 -3 =0, gs est active
Tt =1, 2)=41,2.3}

3. dy est-elle une direction admissible pour f en x° ¢

Il faut avoir (Vg;(z°),do) < 0,Vj = 1,3 car g, goet g3 sont actives.

2(x +1 4
Vai(z,y) = ( ) = Vagi(1,2) =

2(y —2) 0

3 3
Vaga(z,y) = 51 = Vgo(1.2) = 51

1 1
Vgs(z,y) = ; = Vygs(1,2) = ;

(Va1(1,2), do) =(—1 o) ;l =—4<0
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FIGURE 2.1 — Domaine des solutions réalisables
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Minimisation avec contraintes

(Vga(1,2),do) = (—1 o) =t

1
(Vgs(1,2),do) = (41 0) = ~-1<0
Donc dy est une direction admissible pour f en z°.

. dy est-elle une direction admissible pour f en z° ¢
4
(Vg1(1,2),d1) = (1 0 = 0]
(o),

Donc dy n'est pas une direction admissible pour f en z°

2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.2.1. [3/(Ezistence)

Supposons que f est continue, que C est un sous-ensemble fermé non vide de R™
et que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

. Soit C est borné;

. Soit f est coercive.

Alors le probleme (P) admet au moins une solution.

Preuve 2.2.1. [8] Soit (@, )nen une suite minimisante dans f(C) i.e d’élément de
C telle que limy_s oo f(xn) = inff(C) comme C est fermé et borné, il existe une
sous suite etraite (x,(n)) qui converge vers un z* € C cette suite exraite vérifie :
Tom) — T° et f(Tom)) = infyecf(y) or f est continue, d’ou par Unicité de la

limite, il suit f(z*) = infyecf(y) avec z* € C et f réalise son minimun sur C.00

Théoréme 2.2.2. (Ezistence et unicité)/3]
Soit f une fonction continue et strictement conveze et soit C est un sous-ensemble
non vide, conveze et fermé de R™.

51 C est borné ou si f est coercive, alors il existe un unique = € C solution de

(P).
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Minimisation avec contraintes b

Preuve 2.2.2. [3] supposons que f admette au moins un minimum m et soit
T1 # x3 dans C réalisant ce minimum - f(z1) = f(z2) = m par strict converité de

la fonction f on a alors :

1

) = g(f($1)+f($2)) == 97

$1+$2

e

cect contredit le fait que m et le minimum donc z; =5 = z*. [J

2.3 Conditions d’optimalité du 1¢ ordre

2.3.1 Conditions d’optimalité du 1°* ordre générales

Théoréme 2.3.1. (Condition nécessaire dy 1° ordre)[1]
51 f est une fonction gateaux différentiable et si C est un conveze et fermé de R™,

alors toute solution z* du, probleme (P) vérifie la PTopriété suivante :
Ve e OV, r— 230 (2.1)

Preuve 2.3.1. Soient z* une solution dy probleme (P) et x € C, alors

VeeC, f(z*) < flx), N 0 g>
C est conveze, alors ol 7_L+(4-f’)7‘¥> Ll ﬂp//ﬂ T de %/M | )
- +Hz~a) EC, V] > A , ff%ﬁ “\‘%PT/’)B%
Sy
o V2 EC, fz*+tz - 2%) - f(z*) > 0.
D’ou

VzeC, Ve o1, L&+ ‘t‘r e it Y
Alors
Vz € C, Vte[0,1], lim w i)

t—0+ [

Par conséguent,

Vz € C, (Vf(z"), =z B0
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Minimisation avec contraintes

Théoréme 2.3.2. [3/(C.N.S. du 1¢" ordre dans le cas conveze)

Soient f une fonction conveze et gateaur différentiable et C est un conveze et
fermé de R™. Soit x* un élément quelconque de C.

La conditions (2.1) est nécessaire et suffisante pour que x* soit solution du probléme

(P)-

Preuve 2.3.2. [3] La condition est nécessaire (voir Théoreme 2.8.1). Il reste a
montrer qu’elle est suffisante.

Soit =* un élément de C, comme f est conveze, alors :
Vz € C, f(z)> flz*) +(Vf(z),z —27).

Puisque (V f(z*),z—z*) > 0, alors Vz € C, f(z) = f(z*). D’ou z* est une solution
du probleme (P).

2.3.2 Conditions d’optimalité du 1°* ordre, cas en égalité

[8] Lorsqu’on a que des contraintes d’égalité, le probleme (P) se réduit a la

forme sutvante :

min f(z) )

(Pe) hz(iE) = 0/ L‘—.‘:,)ﬂ/,_.‘./?/

r € R%
Théoréme 2.3.3. [3](C.N. du 1°" ordre - Contraintes en’égalité )
On suppose que :
f,hi pour i = 1,p, sont de classe C* dans R" ;
Le probleme (P.) admet une solution =~ ;

Les p vecteurs de R™ : Vhy(z*), Vhy(z"), ... , Vh,(z*)sont linéairement indépen-
dants (et doncp <n).

Alors il existe p réels A1, A3, .. .. A, tels que
p
V@) + > NVhi(a®) =0. (2.2)
i=1
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Preuve 2.3.3. [3] Analogue a celle du théoreme de Karush-Kuhn-Tucker qui sera

démontré par la suite.

Définition 2.3.1. [8/(Multiplicateurs de Lagrange)
Lesrdelb A7, Ay oo, A, du théoreme 2.2.8 sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
Exemple 2.3.1. cas R?

min f(z,y) = zy % F‘ (%
On veut résourdre : h(z,y) =4z + 9> -4 =10 e (1\\0\ € ' 4((

(z,y) € R?
Le Lagrangien pour ce problem est

L(z,y,A) = f(z,y) + Ar(z,y), YAER

L(z,y,\) =zy+ \4z® +9° - 4)

Le systéme a résoudre pour trouver les points critiques est donc

(O x,y, \)
| XT:O y+8iz =0
Oz, v, \)
VL(z,y,A) =0= 3y =0 =qz+2\y=0
M.y, Y) 2 ¥+ 2 —4=0
L O\
y = —8\zx y = —8A(=2)\y) = 16)\%y y(1—16X2) =0
= YT ==2)\y = S z="1Ny : =\ T==2)\y
dr? +92 -4=0 42 + 942 -4 =0 4’ + 3> - 4=0

alors pas de solution dans ce cas
40002+ (02 =0#4

® Sid=+1 (car 1 —16)2=0) :

T =—2(+1y) = +1y - T =tzy

42 + 4% =4 A4ty +y2 =4
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Minimisation avec contraintes

=gy e iy
2 ™ 2
y? =2 y==v2

dans ce cas on obtient 4 condidats (v2/2,v/2) ; V272, ~+/2) (—v2/2,V/2) ; (=v2/2, —/2)

Le tableau suivant permet de déterminer la nature des points critiques :

—

@w) | 5V | 7~V | (2D | (E2 —va
(f(ﬂfo,yo) 1 -1 = 1
%

2

\/5) sont des points minimaur.

2
les deuz points critiques (—\QC -Vv2), (-

Exemple 2.3.2. cas R3
”

Min f(z1, 23, 13) = 223 + 23 + 422
hl .I'l,.TQ,CCg) =T + 2.1’2 — T3 = 6
On veut résourdre : ¢ (
hg(.’]ﬁl, J,‘Q,.Tg) = 2.’]71 = 2.T2 i 3.’173 =7

| (%1, 22, 23) € R®
les conditions de Lagrange :

2
er(xl, Zg, Tg) i Z /\thi(.’L’l., Zg, ng) ==

=1

A1, A2 €R

( .
4z, il 2 0
2a0it +A ] 2 M sl =19

J 825 = 3 0

(.’I,'l == 2.7]2 T3 ()) —:

(221 — 229 + 323 — 12)e=0.

\)\1,/\2 e R.
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Minimisation avec contraintes

— St A =0 et Ay =0 alors : 22, =0 = Qzy,=0

By =10 T30
F{00,0)=0+2x0-=0=0 # 6 non réalisable.

(4331—’-/\1:0 (Ilng—S
2I2+2/\1:0 JIQ—%
— St A1 #0 et Ay =0 alors : < == He
8.%‘3—)\120 I3:£
k.271‘*‘2.’232*1’3—6:0 \/\12 9?54
hi(5s, &, =) = o+ 2 x o= 2T £ 6 non réalisable.
s - e 8
4$1+2/\2—0 1’1—25
2332—2/\2:0 122;96
— Si A1 =0 et \y #0 alors : . —
? 8.7)3 — 3/\2 =) I3 = %
\21‘1—2]I2+3$3—12:0 \)\22_2*26
h(g 3B =84+2x S8 — 38 = =180 4 6 non realisable.

— AL #0 et Ay # 0 alors On pose la matrice suivantg_ :

B3 =1 10 0 Ty 6
2 =2 181000 Ty 12
4 10 i §1 - @ o | =1 0
072 0 <2 =25 0
¢ 0 & 1'% hy 0
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.

71 = 5.044
Zo— g9
\z3 =143
A = —17.52
A2 = —6.32

h1(5.044, 1.19,1.43) = 5.044 + 2 x 1.19 — 1.43 = 6 réalisable alors hi est active.
h2(5.044,1.19,1.43) = 2 x 5.044 — 2 x 1.19+ 3 x 1.43 = 12 réalisable alors hy est

active.
la valeur de la fonction f au point (5.044, 119, 1.43) est :
f(5.044,1.19, 1.43) = 2 x 5.044% + 1.192 + 4 x 1.432 = 60.48

2.3.3 Conditions d’optimalité du 1° ordre, cas en égalité et
en inégalité

[8] Considérons un probleme d’optimisation sous forme générale :

(min fim),

iy =20 =%,..., p
(P) S e

9i(x) <0, j=1,.... q

r € R™,

Théoréme 2.3.4. [3/(Conditions d’optimalité non qualifiées)
On suppose que f, h; pour i = 1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C . Soit z* |
une solution de (P). |

Alors Wiemiste X* = (X%, X3, .., Ak Y, w* =7, ue, ... py) € RY et pus € Ry
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tels que :
e Vje{0,1,...,q},: W > 0; (2.3a)
® hi(z") =0 pouri=Tp et g;(z*) <0 pour j= 1,¢; (2.3b)
o Vie{l,...,q} : u!gi(z*)=0; (2.3¢c)
o WVf(z +Z/\ Vhi(z +Zu7vg7 =0. (2.3d)

Preuve 2.3.4. La preuve consiste g remplacer le probleme (P) avec contraintes

par la suite de problémes sans contraintes -

min fi(z) = f(z) + ka(z),

Tz € R"”

(Pe)

ot a : R™ — R est une fonction de pénalisation des contraintes et k > (. « est

choisie de fagon & avoir (P) et (P,) équivalents (c.a.d. ayant les mémes solutions).

Pour tout entier k, considérons le probléme :

(P min fi(z),
e Bls®. pl

W) = 1@+ 5 SR+ Y @+l -, (24

avec g7 (z) = max 0,9;(z)) et B(xz*, p) est une boule fermée compact) centrée en
gj g]

z* et de rayon p'> 0.

Remarque 2.3.1. Les fonction g; sont de classe C*, alors (g;")? est différentiable

et
d(g;r)Q = dgs +
Tz (z) = QE(-T)Q,- (z).
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Minimisation avec contraintes

e Le probléme (P;) a au moins une solution z,

[8] En effet, fi est continue, elle atteint donc son minimum sur le compact
Bt p):
e La suite (z;) converge vers z*

[3] La suite (xy) est dans le compact B(z™,p) et on peut en extraire une sous-

suite, noté (zx), qui converge vers & € B(z*, p).

Comme fi(zx) < fu(z*) = f(z*) < 400 car z), est le mimnimum de fr sur

B(z*, p), nous avons alors

D @l + 3l @l < £ [f@%) - flo0) — o —2"IP]. (25)

Vi=1,p, lim hy(zx) = hi(Z) =0

k—+oo

)

et

Vi=1Lg, lmgtla)=g@=0

k—+co
Alors T est une solution réalisable.

D’autre part :

Fze) + llze = 27|° < filze) < flz7)
q9
car §[hi(zi)]? + & Zl[g;*(y*k)]z > 0 (c’est une somme de carrés).
7:

Comme z* est une solution du probleme (P), alors
fiE) + | & - P < fle*) < fl@).

Donc ||Z — z*||* = 0. Par conséquent, & = z*.
Ce raisonnement peut étre fait pour toute valeur d’adhérence de la suite (zy ).

Donc la suite (xy) converge vers z*.
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e Condition d’optimalité pour (FP%)

[8] Comme () converge vers =*, elle est dans B(z*,p) a partir d’un certain
rang et donc T est un minimum local (sans contraintes) de fr. Par conséquent,

V fi(zx) = 0 pour k assez grand, c.a.d.

f(zk) +kz (zx)Vhi(zk)] +ng] 2x)Vg;(ze)] + 2(zk — %) = 0. (2.6)

J=1
Posons
‘ p ‘ q ‘ 15
Se= (14K 3t + K Y _la; (@)))
=1 i
=2 W= khg(:"), pouri=1,p et pf = ngS(k £ pour j =1, 4.
La relatzon (2.6) devient :
P q 9
sV (@) Z{/\fvhi(lk)] -+ Z[MI;Vg_j(.T,k)] - Sk(.rk S =1, (2.7)
i=1 j=1
Comme le vecteur (N5, ... N b b ... uf) € RE. x Ry x RY est de norme 1, on
1 D 0 1 q o
peut en extraire une sous-suite convergente vers (MY, ..., N pkopk, o ug) #0 et
passer a la limite dans (2.7). Alors, on aura :
P q
(2%) + 3 i Vhi(a)] + D[4 Vg;(a7)) =0 (2.8)
i=1 j=1

car toutes les fonctions considérées sont continues et'S, > 1. Notons que

pi>0,vj=0,q

¢ Relation (2.3c)

[8] Si g;(z*) < 0, alors g;(xx) < 0 & partir d’un certain rang €t pf = 0. Par

conséquent, en passant a la limite i = 0.

Remarque 2.3.2. [8] Quelques remarques importantes :

1. Les réels \; et w; sont les multiplicateurs de Lagrange.
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. La relation (2.8b) est une relation de réalisabilité, c.a.d. que tout point x véerifiant

(2.3b) est une solution réalisable.
. La relation (2.3c) est une relation de complémentarité.

. Les conditions du théoréme (2.3d) sont dites non qualifiées car le réel Lo peut étre
nul et on n'a pas de renseignements sur le minimum de f puisqu’elle n’apparait
nulle part dans la relation d’optimalité. Donc il est important de donner des condi-

tions qui permettent d’assurer que u* soit mon nul.
2%

De telles conditions sont dites conditions de qualification ou de régularité. Lors-

qu’elles sont vérifices le probleme est dit qualifié.

Définition 2.3.2. [3/(Point régulier ou condition de qualification 1)

On dit qu’un élément z* € R™ est régulier pour les contraintes fi, pouri="1p et
g; pour j =1,q :
§'il est réalisable : hi(z*) = 0 pouri=T,p et g;(z*) <0 pour j =1, q

si les vecteurs Vh;(z*) pour i = 1,p sont linéairement indépendants

et si on peut trouver une direction d € R\ {0} tel que
(Vhi(z*),d) =0, i =T,p et (Vg;(z*),d) <0, Vj =1, 4.

On dit aussi que =* vérifie la condition de qualification de Mangasarian-Fromowitz
que nous noterons (2.3.2).

La condition (2.5.8) suivante est plus forte que la condition (2.3.2).

Définition 2.3.3. [3/(Condition de qualification 2)

On dit qu’un élément x* € R™ est régulier pour les contraintes h; pouri=1,p et
g pour j =T,q -

s’il est réalisable,

et si les vecteurs Vhi(z*),Vg;(z*) pour i = 1.p et j = 1,q sont linéairement

indépendants
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;

min f(z,y) = 4z2 + 5y + 6zy — 67 — by
y—:c+1—31=0

z+y—-1<0
Exemple 2.3.3. considérons le probleme :

le point (0,0) n’est pas active
f est un fonction continue et strictement convexe.

—1 i -1 0
Vh(l’,y) o 1 ) VQ1(I,Q) = 1 ) ng(%@/) = 0 ) v93(z>y) = 1

la famille {Vh(z,y), Vai(z,y), Vaa(z,y), Vgs(z,y)} sont libres.

Théoréme 2.3.5. [8/(Conditions de Karush-Kuhn- Tucker)

On suppose que f,h; pour i =1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C. Soit z*
une solution de (P).

On suppose que x* est un point régulier pour les contraintes hi, i=1,p et 95, J=
Lo

Alors il eziste \* = (A}, A3,..., A5) €RP et ™ = (uf, 3, ..., ;) € RE tels que :

e Vje{l,...,q}, uj 2 0; ' (2.9a)

o hi(z*) =0 pouri=1,p et g;(z*) <0 pourj=1,gq; (2.9b)

e Vie{l,...,q}: pujgi(z*) =0; (2.9¢)
P q

o VF(@")+Y NVhi(z")+ > uiVg(z*) =0. (2.9d)
i=1 j=1

Preuve 2.3.5. On montre que sous les hypothéses de régularité (2.8.2), le réel 3

donné dans le théoréeme (2.3d) est non nul.
Of @ (A5 AByoer Nos oy By [ilyvsns py) # 0. On suppose que pui = 0 et suppo-

sons aussi que p; =0, Vj € I(z*).
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P
Alors le vecteur X* = (A5, Ajy..., A3) # 0, on a alors S ANiVhi(z*) = 0. Ce
i=1
résultat contredit indépendances linéaire des Vhi(z*), i = 1,p.
Donc il eziste jo € I(z*) tel que w;, # 0.

Nous avons, en prenant la direction d donnée par (2.8.2) :
p q
0= X (Vhi(z"),d) + 3 1(Vgi(a7),d) < 415, (Vai(a™), d) <0,
i=1 j=1

d’ot la contradiction.
I’ensemble des contraintes (2.9a)-(2.9d) sont appelées conditions de Karush-Kuhn-
Tucker, notées K. K.T.

Définition 2.3.4. (Lagrangien)
On appelle lagrangien du probleme (P) la fonction définie de R™ x RP x R dans
R par :

p q
Lz A p) = F@) + D Mha(z) + D i5(a).
' =1 j=1
Remarque 2.3.3. La relation (2.9d) s’écrit
Vo L(z* X pw™) =0,

ot V, désigne le gradient du lagrangien par rapport a la premiére variable.

Dans le cas conveze, nous avons le résultat suwant :

Théoréme 2.3.6. (C.N.S. dans le cas conveze)
On suppose que f,h; pouri=1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C* et que f et
g;,7 = 1,q sont convezes et h;,i = 1,p sont affines. On suppose aussi que T est

un point régulier. Alors,
(z* est solution de (P) ) < (les conditions (2.9a)-(2.9d) sont satisfaites).

Preuve 2.3.6. [3/ On montre que si les conditions (2. 9a)-(2.9d) sont satisfaites

alors z* est une solution du probléme (P).
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De (2.9b), on déduit que z* est réalisable. Comme toutes les fonctions sont convezes,
alors le lagrangien est convere par rapport a la variable = et la condition (2.9d)

est équivalente a dire que =* est un minimum de L(x, \*, ©w*). On obtient donc :
Ve € R™: L(z", X, u*) < L(z, \*, u*)

Stz € C, alors hi(z) =0 et g;(x) <0 de sorte que

p q q
D M)+ wgix) =Y wig@) <0,
i=1 j=1 =i

putsque p; > 0 d’aprés (2.9a).

De plus avec la relation de complémentarité (2.9¢), on voit que
L(z*, A% u7) = f(z7),
Finalement, on obtient
f&") = L{z7, X", 1) < L(z, X", p7) = f(z7) < f(z).
Ce qui preuve que z* est solution du probléme (P).
r771@"/1 f(z,y) = 42 + 5y% + 62y — 62 — 6y + 3

Tty =1

Exemple 2.3.4. On veut résourdre : { =
y=0

| (@,y) eR?

/

min f(z,y) = 42% 4+ 5y% + 62y — 62 — 6y + 3
Teeyg=151

On écrit les contraintes sous la forme générale : { >0

y=>0

| (#,y) e R?
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les contraint

fonction
1.50 - s
< 7
1.25 4 : L as
1.00 4 3
e
o] 8 N C: ensembie
. des solution
> 0.50 realisable
0.25 4 F
N
‘\\
—-0.25 4 \
\\
—0.50 4 "
-0.5 0.0 0.5 1.0 L5

FIGURE 2.2 - la fonction f et les contraintes Ji

Qémzde KKT .

on a s N
Viz,y)+ ; uiVgi(z,y) =0

\ U1, Ug, Uz > 0

ugi(z,y) =0, i=13
\

( 8z + 6y — 6 1 = 0
Uy -+ Ug + Us =1
10y +6x — 6 1 0 -1

’U,]_,UQ,’U,?,ZO
=
u(z+y—-1)=0

Ug(—z) =0

\Ua(“y) ={
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Minimisation avec contraintes

siug=0etuy=0etus=0

8z +6y=0 p=3
=t Y réalisable
y pr
3
JE]

10y + 6z —6=0 &

d’apres le théoréme de Weierstrass le pt(% ) est minimum global.

w=us=0ctus>0=>z=0ety=2 et ug =2 <0 refuse.
siuy=up=0¢cetuz3>0=>y=0 eta::% et71,3:’73<0 refuse.

sy =g =1 etul>0:>a:=§ etyz% etu/lz%f<() refuse.

SZ"Uq>O€t'LL2>06tU,3:O:>y:1€t.T:O€tU,1:—4<06tU,2:U1:'4<0

refuse.

siug >0etug>0etug=0=>z=1lety=0cetu = uz = —2 < 0 refuse:

siug =0etug >0etug >0=>y=0¢tz =0cetu =u3= -6 < 0 et
uy = up = —4 < 0 refuse.

siug >0 etug>0etus>0=uy=—uzetu; =6 gt x =9y=0 et refuse,

2.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Les conditions d’optimalité du premier ordre permettent de déterminer les bons
condidats o la solution de (P). Les Conditions d’optimalité du second ordre vont

permettre dans un premiers temps de restreindre encore le nombre de candidats.
Théoréme 2.4.1. [9](Condition nécessaire du second ordre)

On suppose que f, h;, i = 1,p et g, j = 1.q sont de classe C*, que x* est un
minimum de f sur C et que la condition (CQ1) est vérifiée.

Alors il existe \* = (N, A5,..., A;) eRP et pu* = (,u{, s
Les relations (2.9a)-(2.9d) de K.K.T. sont satisfaites
Pour toute direction d € R\ {0} vérifiant :

Vhle*),d) =0, our\'\z, =1.m
(Vhi(z*),d) p 1
(Vg;(z*),d) =0, pourje€ I™(z"); (2.10)

(Vg;(z*),d) <0, pourj€ I(z*)\ I (z");
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ou IT(z*) ={j€{1,2,...,q} : gj(z*) =0 et p; >0}, on a
L B0, A @ sy = 1, (2.11)

avec

p q
HpL(z®, X p*) = Hp(z) + > M Hp (%) + D w5 Hy,(27)
i=1 Jj=1
désigne la seconde dérivée de L au point (z*, N*, u*).

Définition 2.4.1. [3](Contraintes fortement actives)

L’ensemble I (z*) est l’ensemble des contraintes fortement actives.

Lorsque IT(z*) = I(z*), c.a.d. g;(z*) = 0 & uj > 0 on dit qu'il y’a stricte
complémentarité.

Le résultat suivant donne une condition suffisante du second ordre.

Théoréme 2.4.2. [3](Condition suffisante du second ordre)

On suppose que f,hi, i = 1,p et gj, j = 1,q sont de classe C*. Soit z* € R"
vérifiant les conditions de KK T. avec les multiplicateurs de Lagrange A*, u*.

Si la matrice hessienne du lagrangien au point (x*, \*, p*), V2 L(z*, X", p’),

est définie positive sur le sous-espace
r={deR"\ {0} : < Vhi(z*),d) =0, i=T,p et < Vg;(z"),d) = 0,5 € I"(z")}

alors x* est un minimum strict de f sur C.
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