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1-4/ Applications linéaires 

1-4-1/ Définition 9 : Soient E  et 'E  deux espaces vectoriels sur le même K  et f  une application de 

E  dans 'E . On dit que f  est une application linéaire si : 

              (1) Evuvfufvuf  ,),()()(   

              (2) KEvvfvf   ,),()(   

N-B : - l’ensemble des applications linéaires de E  dans 'E  est noté )',( EEL . 

          - Une application linéaire EEf :  est appelée endomorphisme. 

          - '0)0( EEf   (car homomorphisme de groupes). 

Exemples : 

(1)     
vv

EEIdE



:
    EId  est linéaire dite application identité de E . 

(2)    
')(

][][:

PPDP

XRXRD




    D  est linéaire dite dérivation d’un polynôme. 

(3)    Soit Ev 00   )( 0 Ev  . On définit l’application 

        

0

:

vvv

EEg




    g  n’est pas linéaire car EE vg 0)0( 0  . 

1-4-2/ Image et noyau : 

a-) Image d »une application linéaire : Soit 
)(

':

xfyx

EEf




 une application linéaire.  

)(Ef  est un sous espace vectoriel de 'E , appelé image de f  est noté fIm . 

 )(:/')(Im xfyExExff   

Remarque : On a par définition de l’image directe )(Ef  : 

                  f  est surjective ssi 'Im Ef   

b-) Noyau d’une application linéaire : Soit 
)(

':

xfyx

EEf




 une application linéaire.  

Le noyau de f  noté Kerf  est l’ensemble des éléments de E  dont l’image est '0E . 

 '0)(/ ExfExKerf   

N-B :  

(*) Le noyau est l’image réciproque du vecteur nul de l’espace d’arrivée : )0( '

1

EfKerf   . 

(*) Kerf  est un sev de E . 

Exemple :         
)3,2(),,(),,(

: 23

zyxzyxfzyx

RRf




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Calculer Kerf  et fIm . 

Ker(f)= ? 

On a  )0,0(),,(/),,( 3  zyxfRzyxKerf  
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)0,0()3,2()0,0(),,(  

Donc  RzzzKerf  /),3,0( . 

Im(f)= ? 

 )','(),,(:),,(/),,(Im 32 yxzyxfRzyxRzyxff  . 

Fixons 2)','( Ryx  . 









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'2
),,()','(

yzy

xx
zyxfyx  

On peut prendre par exemple 0,',
2

'
 zyy

x
x . 

Conclusion pour n’importe quel 2)','( Ryx   on a 2Im)','()0,',
2

'
( Rfyxy

x
f   et f  est 

surjective. 

c-) Théorème : Soient E , F  deux evK   et f  une application linéaire de E  dans F  alors : 

                         f  est injective    Ef 0ker   

d-) Théorème : Soit ),( FELf   et  nvvv ,........, 21  une famille de vecteurs de E . 

(1) Si f  est injective et la famille nvvv ,........, 21  est libre dans E  alors la famille 

 )(..,),........(),( 21 nvfvfvf  est libre dans F . 

(2) Si f  est surjective et la famille nvvv ,........, 21 est génératrice de E  alors 

 )(..,),........(),( 21 nvfvfvf  est génératrice de F . 

N-B : En particulier si f  est bijective, l’image d’une base de E  est une base de F . 

e-) Théorème du rang :  

Soient E  un espace vectoriel de dimension finie, F  un espace vectoriel quelconque et ),( FELf  . 

Les espaces Kerf  et fIm  sont de dimensions finies et ces dimensions vérifient : 

                 ffE Imdimkerdimdim    

N-B : )(Imdim frgf   

Deux ev de dimensions finies E  et F  sur un même K  sont isomorphes )( FE   s’ils ont même 

dimension. 

Exemple : Soit evKE  . E  est isomorphe à nEK n  dim  

Remarque importante : 

Si ),( FELf   alors )dim,(dim)( FEMinfrg   
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Exercice : 

Soit f  l’application linéaire définie par : 

            
)2,42(),(),(

: 22

yxyxyxfyx

RRf




 

Déterminer Kerf  et fIm . Calculer leurs dimensions. f  est-elle bijective ? 

Solution : 

(*) ?Kerf  

 )0,0(),(/),( 2  yxfRyxKerf    








yx

yx

2

042
yx 2  

   RyRyRyRyyKerf  /)1,2(/),2( 22  

Donc Kerf  est engendré par le vecteur ff  1kerdim)0,0()1,2(  n’est pas injective. 

(*) ?Im f  

 2),/()2,42(Im Ryxyxyxf   

On a )2,4()1,2()2,42(  yxyxyx  avec 2),( Ryx  . 

Ainsi fIm  est engendré par deux vecteurs qui ne sont pas libres : 

 1Imdim)1,2(2)2,4( f  f  n’est pas surjective. 

D’après le théorème du rang : ffE Imdimkerdimdim   

112dimdim)(Imdim  KerfEfrgf   

f  n’est pas bijective, car elle n’est ni injective ni surjective. 

 

 

 

                      

 

 

 

 

 

 

    


