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Chapitre 2

Théorèmes Généraux d’analyse

fonctionnelle

2.1 Théorème de Hahn-Banach

2.1.1 Forme analytique

Soit E un espace vectoriel sur R. Le théorème de Hahn-Banach permet de prolonger une

forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel de E en une forme linéaire sur E tout

entier, en gardant un contrôle quand il y en avait un sur la forme de départ.

Théorème 2.1.1. Soit p : E → R une application vérifiant

p(λx) = λp(x), ∀x ∈ E, ∀λ > 0 (2.1)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E. (2.2)

Soit d’autre part, G un sous espace vectoriel de E et soit g : G → R une application

linéaire telle que

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G.

Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g i.e.

g(x) = f(x), ∀x ∈ G.

et telle que

f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ E.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Avant de faire la preuve, nous rappelons quelques notions de la théorie des ensembles

ordonnés.

Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre notée ≤. Soit Q un sous-ensemble de P .

- On dit que Q est totalement ordonné si pour tout couple a, b de Q on a au moins l’une

des relations a ≤ b ou b ≤ a.

- On dit que c ∈ P est un majorant de Q si pour tout a ∈ Q l’on a a ≤ c.

- On dit que m ∈ P est un élément maximal de P si pour tout x ∈ P tel que m ≤ x on a

nécessairement x = m.

-On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un

majorant.

Lemme 2.1.2. (Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide, admet un élément

maximal.

Preuve. On définit l’ensemble P comme suit

P =
{
h /h : D(h) → R, h lineaire etD(h) s.e.v. deE

G ⊂ D(h), h prolonge g et h(x) ≤ p(x),∀x ∈ D(h)
}
.

Il est clair que P n’est pas vide car g ∈ P . On munit P de la relation d’ordre suivante

(h1 ≤ h2) ⇔ (D(h1) ⊂ D(h2) et h2 prolonge h1 i.e. h1(x) = h2(x), ∀x ∈ D(h1).

Soit Q ⊂ P un sous-ensemble de P totalement ordonné. On note Q = (hi)i∈I . On définit

D(h) = ∪i∈ID(hi) et h(x) = hi(x),∀x ∈ D(hi).

On s’assure d’abord que h est bien définie. En effet, soit x ∈ D(h) telle que x ∈ D(hj) et

x ∈ D(hk), j ̸= k. D’après la définition de h

h(x) = hj(x) et h(x) = hk(x).

Comme hj, hk ∈ Q qui est totalement ordonné i.e. hj ≤ hk ou hk ≤ hj. Supposons que

hj ≤ hk alors

D(hj) ⊂ D(hk) et hj(y) = hk(y),∀y ∈ D(hj).

D’où x ∈ D(hj) ⊂ D(hk) et hj(x) = hk(x), Donc h est bien définie.

Vérifions que h appartenant à P .
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2.1. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

1) D(h) s.e.v. de E

2) G ⊂ D(h)

3) h est linéaire, en effet, soient x, y ∈ D(h), α, β ∈ R. Alors il existe j, k tels que x ∈ D(hj)

et y ∈ D(hk). Supposons que hj ≤ hk .

D(hj) ⊂ D(hk) ⇒ x ∈ D(hk) ⇒ αx ∈ D(hk) ⇒ αx+ βy ∈ D(hk)

Donc, h(αx+ βy) = hk(αx+ βy) = αhk(x) + βhk(y) = αh(x) + βh(y).

4) h prolonge g, en effet, soit x ∈ G ⊂ D(hi) on a hi prolonge g, ∀i ∈ I donc

hi(x) = g(x) ∀i ∈ I,

d’où h(x) = g(x),∀x ∈ G.

5) Soit x ∈ D(h), il existe i ∈ I tel que x ∈ D(hi) donc

h(x) = hi(x) ≤ p(x).

On a donc démontré que h ∈ P .

Vérifions que P est inductif i.e. tout sous-ensemble de P totalement ordonné admet un

majorant. Soit j ∈ I, il est clair que D(hj) ⊂ ∪i∈ID(hi) = D(h) Soit x ∈ D(hj), hj(x) =

h(x) Donc hj ≤ h, et donc h est un majorant de Q. En appliquant le lemme de Zorn, on

déduit que P admet un élément maximal qu’on notera f .

f ∈ P ⇒ f prolonge g et f(x) ≤ p(x),∀x ∈ D(f).

Pour conclure, on va montrer que D(f) = E. Raisonnons par l’absurde et supposons

que D(f) ̸= E i.e. ∃x0 ∈ E et x0 /∈ D(f). Posons D(h) = D(f) + R{x0} s.e.v. de E

G ⊂ D(f) ⊂ D(h) donc G ⊂ D(h). Soit y ∈ D(h), y = x+ tx0 tel que x ∈ D(f) et t ∈ R.

Si h est linéaire sur D(h) on aura h(y) = h(x+ tx0) = h(x) + th(x0) = f(x) + th(x0).

Pour que h soit dans P il suffit de choisir h(x0) tel que

h(x+ tx0) ≤ p(x+ tx0), ∀x ∈ D(f),∀t ∈ R

⇔

{
h(t(x

t
+ x0)) ≤ p(t(x

t
+ x0)),∀x ∈ D(f),∀t > 0

h(−t( x
−t

− x0) ≤ p(−t( x
−t

− x0)),∀x ∈ D(f),∀t < 0

⇔

{
t(h(x

t
) + h(x0)) ≤ tp(x

t
+ x0), ∀x ∈ D(f),∀t > 0

−th( x
−t
)− h(x0)) ≤ −t(p( x

−t
− x0)),∀x ∈ D(f), ∀t < 0

⇔

{
f(z) + h(x0) ≤ p(z + x0),∀z ∈ D(f),

f(z′)− h(x0)) ≤ p(z′ − x0)),∀z′ ∈ D(f).
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Il suffit de choisir

f(z′)− p(z′ − x0) ≤ h(x0) ≤ (−f(z) + p(z + x0)),∀z, z′ ∈ D(f)

sup
z′∈D(f)

f(z′)− p(z′ − x0) ≤ h(x0) ≤ inf
z∈D(f)

(−f(z) + p(z + x0)),

Pour tout z, z′ ∈ D(f) on a

f(z) + f(z′) = f(z + z′) ≤ p(z + z′ + x0 − x0) ≤ p(z + x0) + p(z′ − x0)

⇒ f(z′)− p(z′ − x0) ≤ −f(z) + p(z + x0)

Donc le choix de h(x0) est possible. On a ainsi construit une fonction h ∈ P telle que

h ̸= f et D(f) ⊂ D(h) et h prolonge f i.e f ≤ h ce qui contredit le fait que f est l’élément

maximal de E. Donc D(f) = E et f est le prolongement voulu de g.

Notation 2.1.3. On désigne par E ′ le dual de E, i.e. l’espace de formes linéaires conti-

nues sur E et muni de la norme dual

∥f∥E′ = sup
x∈E,∥x∥≤1

|f(x)|

En particulier si l’espace est normé et la forme linéaire est continue, on peut la prolonger

en une forme linéaire continue sur tout l’espace, et en gardant la même norme.

Corollaire 2.1.4. Soient E un e.v. n. sur R. G un s-e.v. de E. Si g est une forme linéaire

et continue sur G (g ∈ G′), alors il existe une forme linéaire continue f qui prolonge g

dans E, et tel que

∥f∥E′ = ∥g∥G′

Preuve. On va appliquer le Théorème de Hahn-Banach avec p(x) = ∥g∥∥x∥.
Comme g ∈ G′, on a pour tous x, y ∈ E, λ > 0

g(x) ≤ |g(x)| ≤ ∥g∥∥x∥ = p(x)

D’autre part,

p(λx) = ∥g∥∥λx∥ = λ∥g∥∥x∥ = λp(x).

p(x+ y) = ∥g∥∥x+ y∥ ≤ ∥g∥(∥x∥+ ∥y∥) = p(x) + p(y)
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2.1. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

Les hypothèses du théorème H-B sont vérifiées, on déduit qu’il existe f linéaire qui pro-

longe g à E et on a

f(x) ≤ p(x) = ∥g∥∥x∥, ∀x ∈ E

donc, il existe c = ∥g∥ telle que

f(x) ≤ c∥x∥,∀x ∈ E

D’où la continuité de f sur E. de plus,

∥f∥ ≤ ∥g∥(car∥f∥ = inf{c > 0, |f(x)| ≤ c∥x∥}).

D’autre part, f prolonge g i.e. f(x) = g(x), ∀x ∈ G ⇒ |f(x)| = |g(x)| ≤ ∥f∥∥x∥,∀x ∈ G,

et par définition de ∥g∥ on obtient

∥g∥ ≤ ∥f∥.

Par conséquent, ∥f∥ = ∥g∥.

Corollaire 2.1.5. Soient E un e.v.n. sur R, x0 ∈ E, x0 ̸= 0. Alors, ∃f ∈ E ′ avec ∥f∥ = 1

et f(x0) = ∥x0∥.

Preuve. Soit G le s-e.v. défini par G = R{x0}. On définit l’application g de R{x0} dans

R par

g(λx0) = λ∥x0∥.

On va montrer que g est linéaire et continue sur G. Soient x, y ∈ G, α, β ∈ R. il existe

λ1, λ2 ∈ R tels que x = λ1x0 et y = λ2x0.

g(αx+ βy) = g(αλ1x0 + βλ2x0)

= g((αλ1 + βλ2)x0)

= (αλ1 + βλ2)∥x0∥

= αλ1∥x0∥+ βλ2∥x0∥

Soit x = λx0 ∈ G, λ ∈ R

|g(x)| = |λ∥x0∥| = |λ|∥x0∥ = ∥λx0∥ = ∥x∥
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

D’où la continuité de g, et on a

∥g∥ = sup
x∈G,x ̸=0

|g(x)|
∥x∥

= sup
x∈G,x ̸=0

∥x∥
∥x∥

= 1

Donc ∥g∥ = 1. En appliquant le corollaire 2.1.4, il existe f ∈ E ′ tel que ∥f∥ = ∥g∥ = 1.

Corollaire 2.1.6. Pour tout x0 ∈ E, il existe f0 ∈ E ′ tel que

∥f0∥ = ∥x0∥ et < f0, x0 >= ∥x0∥2.

Preuve. TD

Corollaire 2.1.7. Pour tout x ∈ E, on a

∥x∥ = sup
f∈E′,∥f∥≤1

| < f, x > | = max
f∈E′,∥f∥≤1

| < f, x > |

Preuve. Supposons que x ̸= 0, il est clair que

sup
f∈E′,∥f∥≤1

| < f, x > | ≤ ∥x∥

D’autre part, d’après le Corollaire 2.1.5, il existe f0 ∈ E ′ tel que ∥f0∥ = 1 et | < f0, x >

| = ∥x∥. Comme

| < f0, x > | ≤ sup
f∈E′,∥f∥≤1

| < f, x > |

alors

∥x∥ ≤ sup
f∈E′,∥f∥≤1

| < f, x > |

D’où l’égalité.
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2.1. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

2.1.2 Forme géométrique du théorème de Hahn-Banach

Soit E un e.v.n.

Définition 2.1.8. Un hyperplan est un ensemble de la forme

H = {x ∈ E, f(x) = α}

tel que f est une forme linéaire sur E, non identiquement nulle et α ∈ R. On dit que H

est l’hyperplan d’équation [f = α].

Proposition 2.1.9. L’hyperplan H d’équation [f = α] est fermé si et seulement si f est

continue.

Définition 2.1.10. Soient A ⊂ E et B ⊂ E. On dit que l’hyperplan H d’équation [f = α]

sépare A et B au sens large si l’on a

f(x) ≤ α ∀x ∈ A et f(x) ≥ α ∀x ∈ B.

On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe ε > 0 tel que

f(x) ≤ α− ε ∀x ∈ A et f(x) ≥ α + ε ∀x ∈ B.

Géométriquement, la séparation exprime que A et B se situent de part et d’autre H.

Lemme 2.1.11. Jauge d’un convexe. Soit C ⊂ E un convexe ouvert avec 0 ∈ C. Pour

tout x ∈ E. On pose

p(x) = inf{α > 0;α−1x ∈ C}.

p est appelé la jauge de C.

Alors p vérifie (2.1) et (2.2) et

∃M, 0 ≤ p(x) ≤ M∥x∥, ∀x ∈ E (2.3)

C = {x ∈ E; p(x) < 1}. (2.4)
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Preuve

Lemme 2.1.12. Soit C ⊂ E un convexe ouvert non vide et soit x0 ∈ E avec x0 /∈ C.

Alors il existe f ∈ E ′ tel que f(x) < f(x0) ∀x ∈ C. En particulier l’hyperplan d’équation

[f = f(x0)] sépare {x0} et C au sens large.

Preuve. Soit x ∈ C, par translation on trouve que 0 ∈ C, On introduit la jauge de C,

notée p. On considère G = R{x0} et la forme linéaire g de G définie par

g(tx0) = t, t ∈ R.

On montre que g(x) ≤ p(x),∀x ∈ G. Soit x ∈ G, x = tx0, t ∈ R.

Si t < 0, l’inégalité est satisfaite car p(x) > 0.

Si t > 0, d’après (2.4), x0 n’est pas dans C donc p(x0) ≥ 1, d’où g(x) = t ≤ tp(x0) = p(x).

D’après le théorème de Hahn-Banach ; il existe f forme linéaire qui prolonge g dans E, et

tel que

f(x) ≤ p(x), x ∈ E.

De (2.3), f est continue et on a f(x0) = 1, pour x ∈ C,

f(x) ≤ p(x) < 1 = f(x0).

Théorème 2.1.13. Première forme géométrique. Soient A et B deux sous-ensembles

non vides de E et disjoints. On suppose que A est convexe et ouvert. Alors, il existe

un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Preuve. Posons C = A−B.

1) C ̸= ∅ car A ̸= ∅ et B ̸= ∅.
2) C est ouvert, en effet, C = A−B, on peut écrire C = ∪y∈BA− {y}.
3) C est convexe car A et B sont convexes.

4) 0 /∈ C, en effet, supposons 0 ∈ C alors ∃a ∈ A, ∃b ∈ B tel que a− b = 0, donc a = b,

contradiction car A ∩B = ∅.
D’après le lemme 2.1.12, il existe f dans E ′ tel que

f(x) < f(0) = 0 ⇒ f(a− b) < 0,∀a ∈ A, ∀b ∈ B

Alors

f(a) < f(b), ∀a ∈ A,∀b ∈ B.
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2.1. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

Fixons α ∈ R avec

sup
a∈A

f(a) ≤ α ≤ inf
b∈B

f(b)

et donc l’hyperplan d’équation [f = α] (qui est fermé d’après la proposition 2.1.9) sépare

A et B au sens large.

Théorème 2.1.14. Deuxième forme géométrique Soient A ⊂ E et B ⊂ E deux

ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que A est fermé et que B est compact.

Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Preuve. Soit ε > 0, on pose

Aε = A+B(0, ε) et Bε = B +B(0, ε)

Montrons d’abord que Aε et Bε vérifient les hypothèses du théorème 2.1.13.

1) Aε et Bε sont non vides (car A,B,B(0, ε) sont non vides)

2) Aε et Bε sont ouverts (car B(0, ε) est ouvert)

3) Aε et Bε sont convexes (somme de deux convexes).

4) Aε et Bε sont disjoints, i.e. ∃ε > 0, Aε ∩Bε = ∅. Supposons que

∀ε > 0, Aε ∩Bε ̸= ∅

⇒ ∀ε > 0,∃xε ∈ Aε ∩Bε, xε = a+ z = b+ z′, a ∈ A, b ∈ B, z, z′ ∈ B(0, ε)

⇒ ∀ε > 0,∃a ∈ A,∃b ∈ B, ∃z, z′ ∈ B(0, ε), a− b = z − z′,

⇒ ∀ε > 0,∃a ∈ A,∃b ∈ B, ∃z, z′ ∈ B(0, ε), ∥a− b∥ = ∥z − z′∥ < 2ε

⇒ ∀n ∈ N,∃an ∈ A,∃bn ∈ B, ∥an − bn∥ <
1

2n

Comme B est compact, on peut extraire une sous-suite (bk(n)) qui converge dans B. Soit

b := lim bk(n).

∥ak(n) − b∥ ≤ ∥ak(n) − bk(n)∥+ ∥bk(n) − b∥

≤ 1

2k(n)
+ ∥bk(n) − b∥

Passant à la limte quand n → ∞, ∥ak(n)−b∥ → 0. donc lim ak(n) = b. Comme A est fermé,

b ∈ A, contradiction avec le fait A ∩B = ∅.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

En appliquant le Théorème 2.1.13, on déduit l’existence d’un hyperplan fermé d’équation

[f = α] qui sépare Aε et Bε au sens large

f(x′) ≤ α, ∀x′ ∈ Aε et f(y′) ≥ α, ∀y′ ∈ Bε

f(x+ εz) ≤ α, ;∀x ∈ A,∀z ∈ B(0, 1) (2.5)

f(y − εz′) ≥ α ;∀y ∈ B, ∀z′ ∈ B(0, 1) (2.6)

(2.5) ⇒ f(x) + εf(z) ≤ α, ;∀x ∈ A, ∀z ∈ B(0, 1)

⇒ f(z) ≤ 1

ε
(α− f(x)), ;∀x ∈ A,∀z ∈ B(0, 1)

⇒ sup
∥z∥≤1

f(z) ≤ 1

ε
(α− f(x)), ;∀x ∈ A,

⇒ ∥f∥ ≤ 1

ε
(α− f(x)), ;∀x ∈ A,

⇒ f(x) + ε∥f∥ ≤ α, ;∀x ∈ A,

d’autre part,

(2.6) ⇒ f(y)− εf(z′) ≥ α, ;∀y ∈ B, ∀z′ ∈ B(0, 1)

⇒ f(z′) ≤ 1

ε
(−α + f(y)), ;∀y ∈ B, ∀z ∈ B(0, 1)

⇒ sup
∥z′∥≤1

f(z′) ≤ 1

ε
(−α− f(y)), ;∀y ∈ B,

⇒ ∥f∥ ≤ 1

ε
(−α + f(x)), ;∀y ∈ B,

⇒ α + ε∥f∥ ≤ f(y), ;∀y ∈ B.

Donc, il existe ε′ = ε∥f∥ > 0, ; f(x) ≤ α− ε′ et f(y) ≥ α + ε′.

On conclut que A et B sont séparé au sens strict par l’hyperplan fermé d’équation [f = α].

2.2 Théorème de Banach-Steinhaus

Tout d’abord, rappelons le lemme de Baire.
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2.2. THÉORÈME DE BANACH-STEINHAUS

Lemme 2.2.1. Soit X un espace métrique complet. Soit (Xn)n≥1 une suite de fermés de

X. On suppose que

∀n ≥ 1,
◦
Xn = ∅

Alors
◦
⌢

∪∞
n=1Xn = ∅.

Le lemme de Baire est en général utilisé sous la forme suivante : Soit X un espace métrique

complet non vide. Soit (Xn)n≥1 une suite de fermés telle que

∪∞
n=1Xn = E.

Alors, il existe n0 tel que
◦

Xn0 ̸= ∅.

Théorème 2.2.2. Soient E,F deux espaces de Banach. Soit (Ti)i∈I une famille d’opéra-

teurs linéaires et continus de E dans F . On suppose que

sup
i∈I

∥Tix∥ < ∞, ∀x ∈ E.

Alors

sup
i∈I

∥Ti∥ < ∞.

Autrement dit, il existe une constante c telle que

∥Tix∥ ≤ c∥x∥, ∀x ∈ E, ∀i ∈ I.

Preuve. On définit la suite des ensembles (Xn)n≥1 par

∀n ≥ 1, Xn = {x ∈ E; ∥Tix∥ ≤ n,∀i ∈ I}

On montre que Xn est fermé.

Xn = {x ∈ E, Tix ∈ B′
F (0, n)∀i ∈ I}

= ∩i∈I{x ∈ E, Tix ∈ B′
F (0, n)}

= ∩i∈IT
−1
i (B′

F (0, n))
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Comme T−1
i (B′

F (0, n)) est fermé (l’image réciproque de fermé par une application conti-

nue), Xn est fermé (car c’est l’intersection de fermé).

On montre que ∪∞
n=1Xn = E. Il est clair que ∪∞

n=1Xn ⊂ E. Soit x ∈ E, on a

∥Tix∥ < ∞

Posons α = supi∈I ∥Tix∥. Soit m > 1 tel que α < m, alors

∀i ∈ I, ∥Tix∥ ≤ α < m ⇒ x ∈ Xm ⊂ ∪∞
n=1Xn.

Donc E ⊂ ∪∞
n=1Xn. D’après le lemme de Baire, ∃n0 ≥ 1 tel que

◦
Xn0 ̸= ∅. i.e. ∃x0 ∈

◦
Xn0

⇒ r > 0, B(x0, r) ⊂ Xn0

Soit z ∈ B(0, 1), x0 + rz ∈ B(x0, r).

∀z ∈ B(0, 1), ∥Ti(x0 + rz)∥ ≤ n0

⇒∀z ∈ B(0, 1), r∥Tiz∥ − ∥Tix0∥ ≤ n0

⇒∀z ∈ B(0, 1), ∥Tiz∥ ≤ 1

r
(n0 + ∥Tix0∥)

⇒∀z ∈ B(0, 1), ∥Tiz∥ ≤ 1

r
(n0 + α)

⇒∥Ti∥ = sup
z∈B(0,1)

∥Tiz∥ ≤ 1

r
(n0 + α)

on déduit que il existe C = 1
r
(n0 + α) > 0 tel que supi∈I ∥Ti∥ ≤ C < ∞.

Corollaire 2.2.3. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (Tn)n≥1 une suite d’opéra-

teurs linéaires continus de E dans F . Pour tout x ∈ E, (Tnx)n≥1 converge quand n → ∞
vers une limite Tx. Alors on a

i) supn≥1 ∥Tn∥ < ∞
ii) T ∈ L(E,F ).

ii) ∥T∥L(E,F ) ≤ lim inf
n→∞

∥Tn∥L(E,F )

Preuve. On définit l’opérateur

T : E → F

x 7→ Tx = lim
n→∞

Tnx

16
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i) Pour tout x ∈ E, la suite (Tnx) converge dans F , donc elle est bornée i.e.

sup
n≥1

∥Tnx∥ < ∞

D’après le théorème de Banach-Steinhauss

sup
n≥1

∥Tn∥ < ∞

2) voir l’exo 2 série 1.

iii) Soit x dans E, on a pour tout n ≥ 1

∥Tnx∥ ≤ ∥Tn∥∥x∥

Comme (Tn)n est borné (d’après i)), lim inf
n→∞

∥Tn∥ existe. Il en résulte

∥Tx∥ = lim
n→∞

∥Tnx∥ ≤ lim inf
n→∞

∥Tn∥∥x∥

et donc
∥Tx∥
∥x∥

≤ lim inf
n→∞

∥Tn∥, ∀x ∈ E

D’où iii).

2.3 Théorème de l’application ouverte

Théorème 2.3.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire

continu et surjectif de E sur F . Alors ∃c > 0 tel que

BF (0, c) ⊂ T (BE(0, 1)) (2.7)

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.

Première étape : On commence par montrer la propiété suivante : Soit T un opérateur

linéaire surjectif de E sur F . Alors,

∃c > 0, B(0, 2c) ⊂ T (B(0, 1)) (2.8)

17
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On pose Xn = nT (B(0, 1)) = nT (B(0, 1)), ∀n ∈ N∗, alors Xn est fermé ∀n ≥ 1. Soit

y ∈ F , puisque T est surjectif, il existe x ∈ E tel que y = Tx. Soit n ∈ N, tel que

∥x∥ < n ⇒ ∥x
n
∥ < 1 ⇒ x

n
∈ B(0, 1)

⇒ T (
x

n
) ∈ T (B(0, 1))

⇒ 1

n
Tx ∈ T (B(0, 1))

⇒ y = Tx ∈ nT (B(0, 1)) ⊂ Xn ⊂ ∪nXn.

D’où F = ∪Xn. En appliquant le lemme de Baire ∃n0 ≥ 1,
◦
Xn0 ̸= ∅. Or

◦
Xn0 = n0int(T (B(0, 1))) = n0int(T (B(0, 1)))

D’où Int(B(0, 1)) n’est pas vide, i.e. il existe y0 dans int(T (B(0, 1))) et donc

∃r > 0, B(y0, r) ⊂ T (B(0, 1))

Comme T (B(0, 1)) est symétrique on aura aussi −y0 dans T (B(0, 1)) et donc

{−y0} ⊂ T (B(0, 1)) ⇒ {−y0}+B(y0, r) ⊂ T (B(0, 1)) + T (B(0, 1)) = 2T (B(0, 1))

⇒ B(0, r) ⊂ 2T (B(0, 1))

⇒ B(0,
r

2
) ⊂ T (B(0, 1))

il existe c = r
4
, tel que B(0, 2c) ⊂ T (B(0, 1)).

Deuxième étape : On montre la proprièté suivante : Soit T un opérateur linéaire continue

qui vérifie (2.8) alors on a

B(0, c) ⊂ T (B(0, 1)). (2.9)

Soit y ∈ B(0, c) i.e. ∥y∥ < c et donc ∥2y∥ < 2c ce qui signifie que 2y ∈ B(0, 2c) D’après

(2.8), on voit que 2y ∈ T (B(0, 1)) et donc

∀ε > 0, B(2y, ε) ∩ T (B(0, 1)) ̸= ∅

⇒ ∀ε > 0,∃yε ∈ B(2y, ε)etyε ∈ T (B(0, 1))

⇒ ∀ε > 0,∃yε ∈ F, tel que ∥2y − yε∥ < εetyε ∈ T (B(0, 1))

⇒ ∀ε > 0,∃xε ∈ B(0, 1) tel que yε = Txε et ∥2y − yε∥ < ε

⇒ ∀ε,∃xε ∈ B(0, 1) tel que ∥y − T (
xε

2
)∥ <

ε

2

⇒ ∀ε > 0,∃xε ∈ Etel que ∥xε∥ < 1 et ∥y − T (
xε

2
)∥ ≤ ε

2
(2.10)
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Posant zε =
xε

2
on obtient

∀ε > 0,∃zε ∈ E tel que ∥zε∥ <
1

2
et ∥y − Tzε∥ <

ε

2

Pour ε = c, il existe z1 ∈ E tel que ∥z1∥ < 1
2

et ∥y − Tz1∥ < c
2

Si on pose y′ = 2y − 2Tz1

on aura ∥y′∥ < c. On applique le même procédé sur y′ on obtient

∀ε > 0,∃xε ∈ Etel que ∥xε∥ < 1 et ∥y′ − T (
xε

2
)∥ ≤ ε

2

∀ε > 0, ∃z′ε ∈ E tel que ∥z′ε∥ <
1

2
et ∥y′ − Tz′ε∥ <

ε

2

Pour ε = C, il existe z′ ∈ E tel que ∥z′∥ < 1
2

et ∥y′ −T (z′)∥ < c
2

Reprenons la quantité y′

∃z′ ∈ E, ∥z′∥ <
1

2
et ∥2y − T (2z1)− Tz′∥ <

c

2

On pose z2 =
z′

2
on aura

∃z2 ∈ E, ∥z2∥ <
1

22
et ∥y − T (z1 + z2)∥ <

c

22

On construit par récurrence une suite (zn)n≥1 tel que ∥zn∥ < 1
2n

et ∥y− T (z1 + z2 + · · ·+
zn)∥ < c

2n
. Posant xn = z1 + z2 + · · ·+ zn. d’où

∀n ≥ 1, ∥y − Txn∥ <
c

2n

Passant à la limite

0 ≤ lim
n→∞

∥y − Txn∥ < lim
n→∞

c

2n
= 0

Alors (Txn)n converge vers y dans F.

Montrons que (xn)n est une suite de Cauchy. Soient p, q ∈ N∗, p > q

∥xp − xq∥ = ∥
p∑

k=q+1

zk∥ ≤
p∑

k=q+1

∥zk∥

<

p∑
k=q+1

1

2k

=
1

2q+1

1− 1
2p−q

1− 1
2

=
1

2q
(1− 1

2p−q
)

<
1

2q
q→∞→ 0.
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D’où ∥xp − xq∥ → 0 et donc (xn)n est de Cauchy dans E. Soit x = limn→∞ xn

xnn → ∞ → x dans E ⇒ Txnn → ∞ → Tx dans F

On déduit que y = Tx. Il reste à démontrer que ∥x∥ < 1.

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

n∑
k=1

zk =
∑
k≥1

zk

Passant à la norme, on aura

∥x∥ = ∥
∑
k≥1

zk∥ ≤
∑
k≥1

∥zk∥

<
∑
k≥1

1

2k

< lim
n→∞

n∑
k=1

1

2k

= lim
n→∞

1

2

1− 1
2n

1− 1
2

= lim
n→∞

(1− 1

2n
)

= 1

Donc ∥x∥ < 1 et y = Tx. D’où y ∈ T (B(0, 1)).

Remarque 2.3.2. La proprièté (2.7) entraîne que T transforme tout ouvert de E en un

ouvert de F (T est une application ouverte). En effet, Soit O un ouvert de E. Montrons

que T (O) est ouvert dans F . Soit y0 ∈ T (O) i.e. ∃x0 ∈ O tel que y0 = Tx0. Puisque O

est ouvert

∃r > 0, B(x0, r) ⊂ O ⇒ ∃r > 0, {x0}+B(0, r) ⊂ O

⇒ T ({x0}+B(0, r)) ⊂ T (O)

⇒ {Tx0}+ T (B(0, r)) ⊂ T (0)

D’autre part, B(0, c) ⊂ T (B(0, 1)) et donc B(0, rc) ⊂ T (B(0, r)) ceci donne

{Tx0}+B(0, rc) ⊂ {Tx0}+ T (B(0, r)) ⊂ T (0)

Donc il existe r′ = rc tel que B(y0, r
′) ⊂ T (O).
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Remarque 2.3.3. Soit E un e.v. muni de deux normes ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2. On suppose E

muni de deux normes est un espace de Banach. Alors les deux normes sont équivalentes.

Corollaire 2.3.4. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire

continu et bijectif de E dans F . Alors T−1 est continu.

2.4 Théorème du graphe fermé

Définition 2.4.1. Soit T : E → F une application quelconque. Le graphe de F est le

sous ensemble de E × F défini par

G(T ) = {(x, tx), x ∈ E}.

Proposition 2.4.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit T : E → F un

opérateur continu. Alors, G(T ) est fermé

Preuve. TD

Théorème 2.4.3. Soit E et F deux espaces de Banach et T : E → F un opérateur

linéaire. Alors on a T est continu si et seulement si G(T ) est fermé.

Preuve. De la proposition précédente on a si T est continu, G(T ) est fermé. On va donc

montrer l’implication inverse. Tout d’abord on a G(T ) est un e.v.n de E × F car T est

linéaire, et Comme G(T ) est fermé il est donc complet car EtimesF est complet, muni de

la norme

∥(x, Tx)∥G(T ) = ∥x∥E + ∥Tx∥F

Soit l’application

φ : E → G(T )

x 7→ φ(x) = (x, Tx).

φ est linéaire car T l’est. φ est bijectif, en effet,

Soit Y dans G(T ) i.e. ∃x ∈ E tel que Y = (x, Tx) = φ(x).

Soit φ(x) = 0 ⇒ (x, Tx) = 0 ⇒ x = 0 et Tx = 0 d’où x = 0. donc kerφ = {0}.
Par ailleur, on a pour tout x ∈ E

∥φ(x)∥ = ∥x∥+ ∥Tx∥ ≥ ∥x∥
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Alors φ−1 est continu (voir l’exo 6 TD1). Par conséquent, φ−1 est linéaire continu et

bijectif de E dans G(T ) qui sont de Banach alors d’après le corollaire de l’application

ouverte φ est continu i.e il existe C > 0 tel que

∥φ(x) = ∥x∥+ ∥Tx∥ ≤ c∥x∥

D’où la continuité de T .

2.5 Théorème d’Ascoli ou Ascoli-Arzela

Rappel : Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement compacte si son

adhérence est une partie compacte de X. Ceci revient à dire que toute suite d’éléments

de A admet une sous-suite qui converge dans X.

Théorème 2.5.1. Soit K un espace métrique compact. Soit H un sous-espace borné de

C(K). On suppose que H est uniformément equicontinu i.e.

∀ε > 0,∃δ > 0, d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε, ∀f ∈ H.

Alors, H est relativement compact.
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Chapitre 3

Topologie faible, topologie faible*,

espace reflexif

3.1 Topologie faible σ(E,E ′)

3.1.1 Construction et définition

Soit E un espace de Banach. Soit f ∈ E ′. On désigne par φf : E → R l’application

φf (x) =< f, x >. Lorsque f décrit E ′, on obtient une famille (φf )f∈E′ d’application de E

dans R.

Définition 3.1.1. La topologie faible σ(E,E ′) sur E et la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications σ(E,E ′).

Proposition 3.1.2. La topologie σ(E,E ′) est séparé

Preuve. Soient x1, x2 ∈ E, x1 ̸= x2. On cherche à construire O1,O2 ouvert pour la

topologie σ(E,E ′) tel que x1 ∈ O1, x2 ∈ O2 et O1 ∩ O2 = ∅. D’après la deuxième forme

géométrique de théorème de Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé séparant {x1} et

{x2} au sens strict. Donc ∃f ∈ E ′, α ∈ R

< f, x1 >< α << f, x2 > .

On pose

O1 = {x ∈ E,< f, x >< α} = φ−1
f (]−∞, α[)
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O2 = {x ∈ E,< f, x >> α} = φ−1
f (]α,+∞[)

Il est clair que O1 ∩ O2 = ∅, x1 ∈ O1 et x2 ∈ O2.

Proposition 3.1.3. Soit x0 ∈ E, on obtient une base de voisinage de x0 pour la topologie

σ(E,E ′) en considérant tous les ensemble de la forme

V = {x ∈ E, | < fi, x− x0 > | < ε}

où I est fini, fi ∈ E ′, ε > 0.

Remarque 3.1.4. Etant donné un point x0 ∈ E, on obtient une base de voisinage de x0

pour la topologie T en considérons les ensembles de la forme ∩f−1(U) tel que U est un

voisinage de f(x0) dans R.

B = {∩finif
−1(U), f ∈ E ′, U ∈ Tu}.

Proposition 3.1.5. En dimension finie, la topologie faible coincide avec la topologie forte.

Preuve.

propriété.

1) La topologie faible est moins fine que la topologie forte.

tous les ouverts faibles sont des ouverts forts.

2) En dimension infinie, la boule unité ouverte B(0, 1) est d’interieur vide pour la topologie

faible.

3) Les fermés faibles sont des fermés forts.

4) Soit C un convexe de E. Alors, C est fermé pour la topologie forte si et seulement si

C est fermé pour la topologie faible.

3.2 Convergence faible

On rappelle la notion de convergence pour un espace topologique.

Définition : Soit (E, τ) un espace topologique, x ∈ E, et (xn)n∈N une suite d’éléments

de E. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers x si pour tout voisinage V de x, il existe

N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , xn ∈ V :

∀V ∈ V(x), ∃N ∈ N,∀n ≥ N, xn ∈ V.
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Proposition : Une suite (xn) converge vers x ∈ E en sens de la topologie faible σ(E,E ′)

si chaque suite (f(xn)) converge vers f(x) pour tout f ∈ E ′.

Démonstration :

⇒ Si xn → x, alors grâce à la continuité de f , on a f(xn) → f(x).

⇐ On suppose que f(xn) → f(x) et on montre que xn → x :

— Soit V un voisinage de x, i.e., V ∈ B(x) et x ∈ V .

— D’après la remarque 1.3, on a :

V =
⋂
i∈I

f−1(Ui), I fini, f ∈ E ′, Ui ∈ τR.

— On a ∀i ∈ I, x ∈ f−1(Ui) ⇐⇒ ∀i ∈ I, f(x) ∈ Ui.

— Comme f(xn) → f(x), alors :

∀i ∈ I,∃Ni ∈ N, ∀n ≥ Ni, f(xn) ∈ Ui.

— En posant N = max(Ni), on a :

∀n ≥ N, xn ∈
⋂
i∈I

f−1(Ui) = V.

D’où xn → x.

Notation :

— Étant donné une suite (xn) de E, on désigne par xn
σ−→ x la convergence de xn

vers x pour la topologie faible σ(E,E ′).

— Afin d’éviter la confusion, on précisera souvent.

— En cas d’ambiguïté, on insistera en disant xn → x fortement pour signifier que

∥xn − x∥ → 0.

Proposition : Soit (xn) une suite de E. On a :

1. Si xn → x fortement, alors xn → x faiblement pour σ(E,E ′).

2. Si xn → x faiblement pour σ(E,E ′), alors (xn) est bornée.

3. Si xn → x faiblement pour σ(E,E ′) et ∥xn∥ → lim inf ∥xn∥, alors xn → x fortement

pour σ(E,E ′).

4. Si xn → x faiblement pour σ(E,E ′) dans E ′, i.e., fn → f faiblement dans E ′,

alors :

⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.
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Démonstration :

(i) Résulte de la proposition précédente et de la définition de la topologie faible

τ(E,E ′). ( en prennant φf au lieu de f)

(ii) Supposons que xn → x fortement, i.e., ∥xn − x∥ → 0. Montrons que xn converge

faiblement vers x i.e < f, xn >→< f, x >, ∀finE ′.
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