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Chapitre 1

Opérateurs bornés



Chapitre 2

Théorémes Généraux d’analyse

fonctionnelle

2.1 Théoréme de Hahn-Banach

2.1.1 Forme analytique

Soit F un espace vectoriel sur R. Le théoréme de Hahn-Banach permet de prolonger une
forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel de E en une forme linéaire sur £ tout

entier, en gardant un controle quand il y en avait un sur la forme de départ.
Théoréme 2.1.1. Soit p: E — R une application vérifiant
p(Az) = Ap(z), Vexe E, VA>0 (2.1)
p(z+y) <plx)+ply), Vz,yek. (2.2)

Soit d’autre part, G un sous espace vectoriel de E et soit g : G — R une application

linéaire telle que

g(z) <p(z), Vred.

Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g i.e.
g(x) = f(z), Vzedi.

et telle que
f(z) <plz), VaeE.



CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Avant de faire la preuve, nous rappelons quelques notions de la théorie des ensembles
ordonnés.

Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre notée <. Soit () un sous-ensemble de P.
- On dit que @ est totalement ordonné si pour tout couple a,b de () on a au moins I'une
des relations a < b ou b < a.

- On dit que ¢ € P est un majorant de () si pour tout a € Q) 'on a a < c.

- On dit que m € P est un élément maximal de P si pour tout = € P tel que m < x on a
nécessairement r = m.

-On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un

majorant.

Lemme 2.1.2. (Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide, admet un élément

maximal.
Preuve. On définit 'ensemble P comme suit
P = {h /h: D(h) — R, hlineaireet D(h)s.e.v.de E
G C D(h), hprolonge get h(z) < p(x),Vx € D(h)}

Il est clair que P n’est pas vide car g € P. On munit P de la relation d’ordre suivante
(h1 < hg) < (D(hy) C D(hg) et hy prolonge hy i.e. hy(x) = ho(z), VYa € D(hy).
Soit () C P un sous-ensemble de P totalement ordonné. On note Q) = (h;);er. On définit
D(h) = Uijer D(h;) et h(x) = hi(z),Vo € D(h;).

On s’assure d’abord que h est bien définie. En effet, soit z € D(h) telle que x € D(h;) et
x € D(hg), j # k. D’apreés la définition de h

h(xz) = hj(x) et h(z) = hgp(x).

Comme hj, hy € @ qui est totalement ordonné i.e. h; < hy ou hy < hj. Supposons que
hj < hy, alors

D(h;) € D(hy) et hi(y) = hi(y),Vy € D(h;).
D’ou x € D(h;) C D(hy) et hj(z) = hi(x), Donc h est bien définie.

Vérifions que h appartenant a P.



2.1. THEOREME DE HAHN-BANACH

1) D(h) s.e.v. de E
2) G C D(h)
3) h est linéaire, en effet, soient z,y € D(h), o, B € R. Alors il existe j, k tels que z € D(h;)
et y € D(hy). Supposons que h; < hy, .
D(h;) C D(hy) = = € D(h;) = ax € D(hy) = ax + fy € D(hy)

Done, h(az + By) = hi(ax + By) = ahy(x) + Bhi(y) = ah(z) + Bh(y).
4) h prolonge g, en effet, soit x € G C D(h;) on a h; prolonge g, Vi € I donc

hi(x) = g(x) Vi € I,

d’ou h(z) = g(x),Vz € G.
5) Soit x € D(h), il existe i € I tel que x € D(h;) donc

W) = hi(z) < p(x).
On a donc démontré que h € P.
Vérifions que P est inductif i.e. tout sous-ensemble de P totalement ordonné admet un
majorant. Soit j € I, il est clair que D(h;) C UjerD(h;) = D(h) Soit x € D(h;), h;(z) =
h(x) Donc h; < h, et donc h est un majorant de (). En appliquant le lemme de Zorn, on

déduit que P admet un élément maximal qu’on notera f.
f € P = fprolonge g et f(z) < p(z),Vo e D(f).

Pour conclure, on va montrer que D(f) = FE. Raisonnons par l’absurde et supposons
que D(f) # E ie. Jxg € E et xy ¢ D(f). Posons D(h) = D(f) + R{zo} s.ev. de E
G C D(f) € D(h) donc G C D(h). Soit y € D(h), y = x +txy tel que x € D(f) et t € R.
Si h est linéaire sur D(h) on aura h(y) = h(x + tzg) = h(x) + th(zg) = f(z) + th(zo).
Pour que h soit dans P il suffit de choisir h(zg) tel que

h(x + tzg) < p(x + tzg), Yo € D(f),Vt € R
( < p(t(E + 20)), Yz € D(f), ¥t > 0
h(=t(& —x0) < p(—t(H —x0)), Vo € D(f),Vt <0
( tp(§ + x0), Vo € D(f),Vt >0
—t(p(& — x0)), Vo € D(f),Vt <0

)
)

- { F(z) + h(zo) < pz+x0),Vz € D(f),
< p(2 —)), V2 € D(f).



CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Il suffit de choisir
f(Z') = p(z" = 20) < h(0) < (=f(2) + p(2 + 20)),Vz,2" € D(f)

sup f(2') — p(2' — o) < h(zo) < inf (—f(2) +p(z + 20)),
2’eD(f) z€D(f)

Pour tout z,2" € D(f) on a
f(2)+ f() = f(z+2) <p(z+ 2"+ 20 — w0) < p(2 + 20) + (2" — 20)

= f(2) = p(2 —x0) < —f(2) + p(z + x0)

Donc le choix de h(zg) est possible. On a ainsi construit une fonction h € P telle que
h # fet D(f) C D(h) et h prolonge f i.e f < h ce qui contredit le fait que f est I’élément
maximal de E. Donc D(f) = E et f est le prolongement voulu de g.

Notation 2.1.3. On désigne par E' le dual de E, i.e. l’espace de formes linéaires conti-

nues sur E et munt de la norme dual

[l = sup[f(z)]

zel,||z]|<1
En particulier si ’espace est normé et la forme linéaire est continue, on peut la prolonger

en une forme linéaire continue sur tout ’espace, et en gardant la méme norme.

Corollaire 2.1.4. Soient E un e.v. n. sur R. G un s-e.v. de E. St g est une forme linéaire
et continue sur G (g € G'), alors il existe une forme linéaire continue f qui prolonge g

dans E, et tel que
1f1ler = llgller

Preuve. On va appliquer le Théoréme de Hahn-Banach avec p(x) = ||g]|||z|-

Comme g € G’, on a pour tous z,y € E, A\ >0

g9(z) < lg(@)] < lgllllz|| = p(z)

D’autre part,
p(Ax) = llglllIAz]] = Alglllz]l = Ap(x).

p(x +y) = llgllllz + yll < gl (=l + llyll) = p() + p(y)



2.1. THEOREME DE HAHN-BANACH

Les hypothéses du théoréme H-B sont vérifiées, on déduit qu’il existe f linéaire qui pro-
longe g & E et on a
f(x) <p(x) = |gllllz]], VzeFE

dong, il existe ¢ = ||g|| telle que
f(x) <cllzf, Ve € E
D’ou la continuité de f sur E. de plus,

LI < llgll(car (| fI| = inf{c >0, |f(z)] < cllz]}).

D'autre part, f prolonge g i.c. f(z) = g(x), vz € G = | f(2)] = lg(@)] < | Flllall, ¥ € G,
et par définition de ||g|| on obtient

lgll < [L£1-

Par conséquent, ||f]| = |g|-

Corollaire 2.1.5. Soient E un e.v.n. sur R, zo € E, x9 # 0. Alors, Af € E" avec ||f|| =1
et f(zo) = |[zol-

Preuve. Soit G le s-e.v. défini par G = R{x¢}. On définit Iapplication g de R{zq} dans
R par
9(Azo) = Allzoll

On va montrer que g est linéaire et continue sur G. Soient x,y € G, a, € R. il existe

A1, A € R tels que x = Az et y = \axp.

glax + By) = g(arizg + SAaxo)
= g((a@A1 + BA2)zo)
= (@A + BA2)||zo]|
= aif|zol| + BAz[|zol

Soit x =Arg € G, A €R

l9(@) = [Moll] = [Alllzoll = IAzoll = ]
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D’ou la continuité de ¢, et on a

o(a) E
T T o
2 el 2 el

Donc ||g]| = 1. En appliquant le corollaire 2.1.4, il existe f € E’ tel que ||f|| = |lg]| = 1.

Corollaire 2.1.6. Pour tout xq € E, il existe fo € E' tel que

1foll = [lzoll et < fo, 20 >= [|lzo]*.
Preuve. TD

Corollaire 2.1.7. Pour tout x € E, on a

z||= su <f,r>|= max |<f,x>
| feE’,HI;IIg' fro>l= max [<fz>]

Preuve. Supposons que z # 0, il est clair que

sup | < fox > | < |z
FeE|IflI<1
D’autre part, d’aprés le Corollaire 2.1.5, il existe fo € E’ tel que ||fol| =1 et | < fo,z >

| = [|z]]. Comme

|<for>|< s |<fir>]
FEE | fIIL1

alors

x| < sup [ < fox>|
rer|fl<t

D’ou I’égalité.

10



2.1. THEOREME DE HAHN-BANACH

2.1.2 Forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach
Soit E un e.v.n.
Définition 2.1.8. Un hyperplan est un ensemble de la forme

H={xze€Fl f(x)=a}

tel que f est une forme linéaire sur E, non identiqguement nulle et o € R. On dit que H

est Uhyperplan d’équation [f = .

Proposition 2.1.9. L’hyperplan H d’équation [f = o] est fermé si et seulement si f est

continue.

Définition 2.1.10. Soient A C E et B C E. On dit que Uhyperplan H d’équation [f = a

sépare A et B au sens large si l'on a
flx)<aVreA et f(xr)>aVreB.
On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe € > 0 tel que
flz)<a—ecVzeA et f(x)>a+eVeeB.

Géométriqguement, la séparation exprime que A et B se situent de part et d’autre H.

Lemme 2.1.11. Jauge d’un convexe. Soit C C E un conveze ouvert avec O € C. Pour

tout x € E. On pose
p(z) = inf{a > 0;a 'z € C}.
p est appelé la jauge de C.
Alors p vérifie (2.1) et (2.2) et
M, 0<p(z)<Mlz|, Vz€FE (2.3)
C={zecFE;, pl) <1} (2.4)

11



CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Preuve

Lemme 2.1.12. Soit C C E un convexe ouvert non vide et soit xog € E avec xy ¢ C.
Alors il existe f € E' tel que f(x) < f(xg) Yx € C. En particulier I’hyperplan d’équation
[f = f(xo)] sépare {xo} et C au sens large.

Preuve. Soit x € C, par translation on trouve que 0 € C, On introduit la jauge de C,

notée p. On considére G = R{zy} et la forme linéaire g de G définie par
g(tzg) =t, teR.

On montre que g(z) < p(x),Vx € G. Soit x € G, x = txy, t € R.
Sit < 0, I'inégalité est satisfaite car p(z) > 0.
Sit > 0, d’aprés (2.4), xg n’est pas dans C' donc p(zg) > 1, dou g(z) =t < tp(xg) = p(x).
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach ; il existe f forme linéaire qui prolonge g dans E, et
tel que

flz) <plx), zek.

De (2.3), f est continue et on a f(x¢) = 1, pour x € C,

f(x) < p(z) <1 = f(xo).

Théoréme 2.1.13. Premiére forme géométrique. Soient A et B deux sous-ensembles
non vides de E et disjoints. On suppose que A est convexe et ouvert. Alors, il existe

un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Preuve. Posons C' = A — B.

1) C#Dcar A#Det B#0.

2) C est ouvert, en effet, C = A — B, on peut écrire C' = UyepA — {y}.

3) C est convexe car A et B sont convexes.

4) 0 ¢ C, en effet, supposons 0 € C alors Ja € A, 3b € B tel que a — b = 0, donc a = b,
contradiction car AN B = ).

D’aprés le lemme 2.1.12, il existe f dans E’ tel que

f(x) < f(0)=0= f(a—0b) <0,Vac A,Vbe B

Alors
fla) < f(b), Vae AVbe B.

12



2.1. THEOREME DE HAHN-BANACH

Fixons o € R avec
sup f(a) < a < inf f(b)

acA T beB
et donc I'hyperplan d’équation [f = «] (qui est fermé d’aprés la proposition 2.1.9) sépare

A et B au sens large.

Théoréme 2.1.14. Deuxiéme forme géométrique Soient A C F et B C E deux
ensembles convezes, non vides, disjoints. On suppose que A est fermé et que B est compact.

Alors 1l existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Preuve. Soit € > 0, on pose
A. = A+ B(0,e) et B.= B+ B(0,¢)

Montrons d’abord que A, et B, vérifient les hypothéses du théoréme 2.1.13.
1) A. et B. sont non vides (car A, B, B(0, ) sont non vides)
2) A, et B. sont ouverts (car B(0,¢) est ouvert)
3) Ac et B. sont convexes (somme de deux convexes).
)

4) A, et B, sont disjoints, i.e. 3¢ > 0, A. N B, = (). Supposons que

Ve >0,A.NB. #10

=Ve>0,dz. € A.NB,x.=a+z=0b+2, ac€Abe B,z 2 € B(0,¢)
=Ve>0,da€ A, b€ B,3z,2' € B(0,e),a—b=2z— 2,

=Ve>0,Ja€ A,3b€ B,3z,2 € B(0,¢),|la—b| = ||z — 2| < 2¢

1
= Vn € N,3a, € A,3b, € B,||a, — b,|| < o
n

Comme B est compact, on peut extraire une sous-suite (by(,)) qui converge dans 5. Soit

b= lim by

larmy — Ol < llarm) — b | + [[br) — Dl

1
< —— brny — b
< 5y * Noxen =0

Passant a la limte quand n — oo, ||axm) —b|| = 0. donc lim ay(,) = b. Comme A est fermé,

b € A, contradiction avec le fait AN B = (.

13



CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

En appliquant le Théoréme 2.1.13, on déduit 'existence d’un hyperplan fermé d’équation

[f = a] qui sépare A, et B. au sens large

fl@) <a,vVr'e A, et f(y)>a,Vy € B.

flx+ez)<a, ;Vexe AVze B(0,1) (2.5)
fly—e2') >a;Vye B,V e B(0,1) (2.6)

(2.5) = f(x) +ef(z) < a, ;Vx e A Vz € B(0,1)

= () < Z(a— (@), Ve € A ¥z € BO,1)
1

su z) < —

- ||z\\£1f( )< 3

= /Il < (o~ F@), Ve € 4,

(o= f(x)), ;Yo € A,

= f(z)+e||f|l < a, ;Y € A,
d’autre part,

(2.6) = f(y) —ef(¢)) =2 o, ;Vy € B,V2 € B(0,1)

= f(z') < =(—a+ f(y)), ;Vy € B,Vz € B(0,1)

™ | =

= sup f(2) < S(—a— @), Yy € B,

I271<1 £
1
= [ f| < g(—oHrf(w)), Yy € B,

= a+e|fll < fly), ;Vy € B.

Donc, il existe ¢’ =¢||f|| > 0, ; f(z) <a—¢&" et f(y) > a+¢.

On conclut que A et B sont séparé au sens strict par I'hyperplan fermé d’équation [f = «].

2.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Tout d’abord, rappelons le lemme de Baire.

14



2.2. THEOREME DE BANACH-STEINHAUS

Lemme 2.2.1. Soit X un espace métrique complet. Soit (X, )n>1 une suite de fermés de
X. On suppose que
Vn>1, X,=10

Alors

o

Unti X = 0.

Le lemme de Baire est en général utilisé sous la forme suivante : Soit X un espace métrique

complet non vide. Soit (X,,),>1 une suite de fermés telle que

Ure X, = F.

n=1
Alors, il existe ng tel que X,,, # 0.

Théoréme 2.2.2. Soient E, F deuz espaces de Banach. Soit (T;);cr une famille d’opéra-

teurs linéaires et continus de E dans F. On suppose que

sup | Tiz|| < o0, Vz € E.
el

Alors
sup || Ti|| < oo.

iel
Autrement dit, il existe une constanteec telle que
|Tiz|| < c|lz|, VYxeE, Viel.
Preuve. On définit la suite des ensembles (X,,),>1 par
Vn>1, X,={xe€E;|Tix| <n,Viel}

On montre que X, est fermé.

X, ={x€ E,Tix € Bp(0,n)Vi € I}
= Nier{z € E,Tixz € Bp(0,n)}
= Nier T} (By(0,n))

15
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Comme T; *(B/.(0,n)) est fermé (I'image réciproque de fermé par une application conti-
nue), X, est fermé (car c’est I'intersection de fermé).

On montre que U2, X, = E. Il est clair que U2, X,, C E. Soit € E, on a
I Ti]| < o0
Posons a = sup,¢; || Tix||. Soit m > 1 tel que v < m, alors
Viel, |Tiz|<a<m=zeX, U X,
Donc E C U2 X,,. D’aprés le lemme de Baire, dng > 1 tel que Xon0 # (. ie Jxg € Xon0
=1 >0,B(xg,r) C Xy,

Soit z € B(0,1), xg +rz € B(xg, 7).

Vz € B(0,1), ||Ti(zo+7r2)|| < no
=Vz € B(0,1), r||T:z|| — ||Tixol| < no
vz € BO,1), [T < ~(mo + | T
Sz e B(0,1), ||Tiz]| < %(ng +a)
SIT = sup ||Tz]l < (o + )

2€B(0,1) r

on déduit que il existe C' = 2(ng + a) > 0 tel que sup,; [|T;|| < C < oco.

Corollaire 2.2.3. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T,,),>1 une suite d’opéra-
teurs linéaires continus de E dans F. Pour tout x € E, (T,,x),>1 converge quand n — oo
vers une limite Tx. Alors on a

i) supp,> [ Th| < oo

it) T € L(E,F).

i) || T nie,r) < hgiogf”Tn”L(E,F)
Preuve. On définit 'opérateur

T:F—=F

r— Txr = limT,x

n—oo

16



2.3. THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE

i) Pour tout x € E, la suite (7,,z) converge dans F', donc elle est bornée i.e.
sup || T,.x|| < oo
n>1
D’aprés le théoréme de Banach-Steinhauss
sup || 1] < o0
n>1

2) voir I'exo 2 série 1.

iii) Soit « dans E, on a pour tout n > 1
[ Toel] < T[]l
Comme (7},), est borné (d’apreés 1)), hﬂg}fHTnH existe. Il en résulte
T = lim | To] < lim in |75 ]

et donc

H” ||H < l1m1nf||T I, VxeeFE

D’oit iii).
2.3 Théoréme de ’application ouverte

Théoréme 2.3.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire

continu et surjectif de E sur F. Alors dc > 0 tel que
Br(0,¢) € T(B(0,1)) (2.7)

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.
Premiére étape : On commence par montrer la propiété suivante : Soit 7" un opérateur

linéaire surjectif de F sur F. Alors,

3 > 0, B(0,2¢) c T(B(0,1)) (2.8)

17
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On pose X, = nT(B(0,1)) = nT(B(0,1)), Vn € N*, alors X,, est fermé ¥n > 1. Soit
y € F, puisque T est surjectif, il existe x € E tel que y = Tx. Soit n € N, tel que

lall <n= 1= <1= = € BO,1)
= T( ) € T(B(0,1))
= %Tx € T'(B(0,1))
=y=TrenT(B(0,1)) C X, CU,X,.
D’ott F' = UX,,. En appliquant le lemme de Baire Ing > 1, )O(no # (). Or
Xy = noint(T(B(0, 1)) = noint(T(B(0,1)))
D’ou Int(B(0,1)) n’est pas vide, i.e. il existe yo dans int(7T(B(0,1))) et donc
Jr >0, B(yo,r) C T(B(0,1))
Comme T'(B(0,1)) est symétrique on aura aussi —yo dans T(B(0, 1)) et donc
{=y0} C T(B(0,1)) = {~yo} + Blyo,r) € T(B(0,1)) + T(B(0, 1)) = 2T(B(0,1))
= B(0,r) Cc 2T(B(0,1))
= B(0,7) € T(B(0,1))

il existe ¢ = %, tel que B(0,2c) C T(B(0,1)).
Deuxiéme étape : On montre la propriété suivante : Soit 7" un opérateur linéaire continue

qui vérifie (2.8) alors on a
B(0,¢) C T(B(0,1)). (2.9)

Soit y € B(0,¢) i.e. |ly|| < c et donc ||2y|| < 2¢ ce qui signifie que 2y € B(0,2c¢) D’aprés
(2.8), on voit que 2y € T(B(0,1)) et donc

Ve > 0, B(2y,¢) N T(B(0,1)) # 0

= Ve > 0,3y. € B(2y,¢e)ety. € T(B(0,1))

= Ve > 0,3y. € F, tel que |2y — y.|| < eety. € T(B(0,1))

= Ve > 0,3z, € B(0,1) tel quey. = Tz et ||2y -yl <e

= Ve, Jx. € B(0,1) tel que ||y — T( |l <

= Ve > 0,3z, € Etel que ||z.| < 1et ||y — T(i)u < (2.10)

DO ™
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2.3. THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE

Posant 2. = % on obtient
1 €
Ve > 0,3z, € Etel que||z| < §et lly — Tz < 5

Pour € = ¢, il existe z; € E tel que ||z1]| < 3 et ||y — Tz || < £ Sion pose y’ =2y — 2Tz

on aura ||y|| < c¢. On applique le méme procédé sur 3’ on obtient

Ve > 0,3z, € Etelque ||z.|| < 1et ||y — T(%)H <

DN ™

1
Ve > 0,3zL € Ftel que ||zL]| < §€t |y — T2 < %
Pour e = C, il existe 2’ € E tel que ||2']| < 5 et ||y —T(2')|| < £ Reprenons la quantité y’

1
3 € B, ||7]| < get|l2y - T(2=) - T2| < g
On pose 2z = %/ on aura
1 c
dzp € B, ||22]| < 2 et ||y — T(z1 + 29)|| < %)
On construit par récurrence une suite (z,),>1 tel que ||z,|] < 55 et |y = T(z1 4+ 22+ - - +

Zn)|| < 5. Posant x, = 21 + 23 + - - - + z,. d’o1
c
Vn>1, |ly—Tz,| < on

Passant & la limite

c
0< lim ||y —Tz,| < lim — =0
n—oo n—oo

on
Alors (T'x,,), converge vers y dans F.

Montrons que (z,), est une suite de Cauchy. Soient p,q € N*, p > ¢

P p
lzp =gl =1 D =l < D Nl

k=q+1 k=q+1
S
<2 ok
k=q+1
1
_ 1 l-55
- 1
20+ 1 -1
1 1
- E(l B 2p—q)

1 goo00
< 5; — 0.
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

D’ou ||z, — x4]| = 0 et donc (z,,), est de Cauchy dans E. Soit x = lim,,_, @,
T, — 00 — x dans £ = Tx,n— 00 — Tx dans F

On déduit que y = Tx. Il reste & démontrer que ||z|| < 1.

n
r = lim z, = lim g 2 = g 2k

k>1

Passant a la norme, on aura

Izl =11zl < D Nzl

k>1 k>1

1
<:§£:§E

k>1

N~ L
<dmd o

11— 4
= lim — 21
n—oo 2 1—-5

1

n—o00 2

=1
Donc ||z|| < 1ety=Txz. D'ouy € T(B(0,1)).

Remarque 2.3.2. La propriété (2.7) entraine que T transforme tout ouvert de E en un
ouvert de F' (T est une application ouverte). En effet, Soit O un ouwvert de E. Montrons
que T(O) est ouvert dans F. Soit yy € T(O) i.e. Ixg € O tel que yy = Txy. Puisque O

est ouvert

Ir >0, B(xg,7) C O = Ir > 0,{x} + B(0,7) C O
= T({xo} + B(0,7)) C T(O)
= {Txo} + T(B(0,r)) C T(0)

D’autre part, B(0,c¢) C T(B(0,1)) et donc B(0,r¢c) C T(B(0,r)) ceci donne
{Txzo} + B(0,7¢) C {Txzo} + T(B(0,7)) C T(0)

Donc il eziste r' = rc tel que B(yo,r") C T(O).
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2.4, THEOREME DU GRAPHE FERME

Remarque 2.3.3. Soit E un e.v. muni de deux normes || - ||y et || - |l2. On suppose E

muni de deux normes est un espace de Banach. Alors les deux normes sont équivalentes.

Corollaire 2.3.4. Soient E et F' deuz espaces de Banach et T un opérateur linéaire

continu et bijectif de E dans F. Alors T~ est continu.

2.4 Théoréme du graphe fermé

Définition 2.4.1. Soit T' : E — F une application quelconque. Le graphe de F' est le

sous ensemble de 2 x F défini par
G(T) ={(z,tx), z€ E}.

Proposition 2.4.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit T : E — F un

opérateur continu. Alors, G(T) est fermé
Preuve. TD

Théoréme 2.4.3. Soit E et I' deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur

linéaire. Alors on a T est continu si et seulement si G(T') est fermé.

Preuve. De la proposition précédente on a si T" est continu, G(7T') est fermé. On va donc
montrer 'implication inverse. Tout d’abord on a G(T') est un e.v.n de E x F car T est
linéaire, et Comme G(T') est fermé il est donc complet car FyimesF' est complet, muni de
la norme

(@, T2) e = llzlle + [Tl
Soit I’application
p: E— G(T)
x— p(x) = (z,Tx).

@ est linéaire car T' 'est. ¢ est bijectif, en effet,
Soit Y dans G(T') i.e. x € E tel que Y = (z,Tz) = ¢(z).
Soit () =0= (z,72) =0=2=0et Tv =0 d’ott = 0. donc kery = {0}.

Par ailleur, on a pour tout z € E

le(@)|| = [le]l + [[Tz]] = ||z
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Alors ¢! est continu (voir 'exo 6 TD1). Par conséquent, p~ ! est linéaire continu et
bijectif de E dans G(T) qui sont de Banach alors d’aprés le corollaire de I'application

ouverte ¢ est continu i.e il existe C' > 0 tel que
l(x) = [lz]l + T[] < cf|=]]

D’ou la continuité de T.

2.5 Théoréme d’Ascoli ou Ascoli-Arzela

Rappel : Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement compacte si son
adhérence est une partie compacte de X. Ceci revient a dire que toute suite d’éléments

de A admet une sous-suite qui converge dans X.

Théoréme 2.5.1. Soit K un espace métrique compact. Soit H un sous-espace borné de

C(K). On suppose que H est uniformément equicontinu i.e.
Ve > 0,30 > 0,d(xy,20) < § = |f(x1) — f(zo)| <&, Vf € H.

Alors, H est relativement compact.
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Chapitre 3

Topologie faible, topologie faible*,

espace reflexif

3.1 Topologie faible o(F, E’)

3.1.1 Construction et définition

Soit £ un espace de Banach. Soit f € E’. On désigne par ¢y : E — R 'application
f(z) =< f,x >. Lorsque f décrit £’, on obtient une famille (¢y)rep d’application de £
dans R.

Définition 3.1.1. La topologie faible o(E, E') sur E et la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications o(E, E").
Proposition 3.1.2. La topologie o(E, E") est séparé

Preuve. Soient x,29 € FE,x; # 5. On cherche & construire O, Oy ouvert pour la
topologie o(E, E') tel que x1 € O1, 25 € Oy et O1 N Oy = (). D’apreés la deuxiéme forme
géométrique de théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé séparant {z;} et

{z2} au sens strict. Donc 3f € ', € R
< fixi><a<< fixg>.

On pose
0= (s € B,< f.r ><a) = ¢7'(] - 0.0
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Oy ={z € E < fx>>a}=¢; (Ja,+])
Il est clair que O; N Oy =0, 21 € O; et 29 € O,.
Proposition 3.1.3. Soit xy € E, on obtient une base de voisinage de xo pour la topologie
o(E, E") en considérant tous les ensemble de la forme
V={ze€E|<fi,r—x0>|<ce}
ou I est fini, f; € E', ¢ > 0.
Remarque 3.1.4. Etant donné un point xo € E, on obtient une base de voisinage de xg

pour la topologie T en considérons les ensembles de la forme Nf~1(U) tel que U est un

voisinage de f(xg) dans R.
B = {ﬁfim-f_l(U), f c E,7 U e 7;}
Proposition 3.1.5. En dimension finie, la topologie faible coincide avec la topologie forte.

Preuve.

propriété.

1) La topologie faible est moins fine que la topologie forte.

tous les ouverts faibles sont des ouverts forts.

2) En dimension infinie, la boule unité ouverte B(0, 1) est d’interieur vide pour la topologie
faible.

3) Les fermés faibles sont des fermés forts.

4) Soit C' un convexe de F. Alors, C' est fermé pour la topologie forte si et seulement si

C est fermé pour la topologie faible.

3.2 Convergence faible

On rappelle la notion de convergence pour un espace topologique.

Définition : Soit (£, 7) un espace topologique, = € E, et (x,),en une suite d’éléments
de E. On dit que la suite (x,),en converge vers x si pour tout voisinage V' de x, il existe

N € N tel que pour tout n > N, z, € V :

vV e V(x),3N e NVn > N, x, € V.
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3.2. CONVERGENCE FAIBLE

Proposition : Une suite (z,,) converge vers z € E en sens de la topologie faible o(FE, E’)

si chaque suite (f(z,)) converge vers f(z) pour tout f € E'.

Démonstration :
= Six, — z, alors grace a la continuité de f, on a f(z,) — f(x).
< On suppose que f(x,) = f(z) et on montre que x,, — = :
— Soit V' un voisinage de z, i.e., V € B(z) et x € V.
— D’aprés la remarque 1.3, on a :
V=\f'(Uy), Ifini, feFE, U €.
iel
— OnaVviel,zve f1(U;) < Viel, f(x)eU,.
— Comme f(x,) — f(x), alors :
Vie I,3N; e NVn > N,;, f(z,) € Us.
— En posant N = max(N;), on a :
V>N, z, € fHU) =V
iel
Dol z,, — =.
Notation :
— FEtant donné une suite (z,) de E, on désigne par z, sz la convergence de x,
vers x pour la topologie faible o(E, E").
— Afin d’éviter la confusion, on précisera souvent.
— En cas d’ambiguité, on insistera en disant z,, — x fortement pour signifier que
|z, — x| — 0.
Proposition : Soit (z,,) une suite de £. On a :
1. Siz,, — « fortement, alors z,, — z faiblement pour o(E, E').
2. Si x, — « faiblement pour o(F, E’), alors (x,) est bornée.
3. Siz, — x faiblement pour o(F, E') et ||z,| — liminf ||z,]|, alors x,, — « fortement
pour o(E, E').
4. Si z,, — x faiblement pour o(E, E’) dans E', i.e., f, — f faiblement dans E’,

alors :

(forn) — (f, 7).
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Démonstration :
(i) Résulte de la proposition précédente et de la définition de la topologie faible
7(E,E'). ( en prennant ¢ au lieu de f)
(ii) Supposons que z,, — x fortement, i.e., ||z, — z|| — 0. Montrons que x,, converge

faiblement vers z i.e < f,z, >—=< f,z >, VfinFE'
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