Equations aux dérivées partielles d’évolution
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Position du probléme

Les equations différentielles sont des outils mathématiques importants et largement utilisées pour
modéliser differents phénomeénes d’évolutions en mécanique, chimie, informatique, etc. On appelle équa-
tion différentielle d’ordre n toute équation reliant une fonction u(-), dont la variable est t, et ses dérivées
successives ‘fj'kTi’ que I'on note également u(®) 1 < k < n (pour k =1 : a(-) == ‘j—‘;(-)). Cette équation
peut &tre mise sous la forme suivante

F(t uu, u@ u(”)) =0.

On considére I'équation différentielle sur R, a coefficients constants, suivante

(1.1)

u(t) =Bu(t), t>0
u(0) =up € R.

L'équation différentielle admit une seule solution sur R donnée par u(t) = ePtyy. Maintenant, on passe
3 une dimension supérieure, en considérant le systéme d’équations différentielles

ur(t)
u(t) = Au(t), t>0 _ ) u(t)
{ uEO)) — (G)IR” - avec A € M,(R) est une matrice carrée et u(t) = 5 (1.2)
un(t)
Il est bien connu que la solution de (1.2) se donne par u(t) := e'*ug ol

o
Ak
A_ al . .
et = E k! est la matrice exponentielle de A.
k=0

o<
. L. k . ,
Notons que pour toute matrice A € M,(R), la série ) % converge vers une matrice que I'on note e
k=0
(voir I'exemple 4.4 ol A est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach E). Selon les expressions

des solutions obtenues ci-dessus concernant les equations différentielles (1.1) et (1.2), on peut formuler
la solution dans une expression plus générale de la forme u(t) = G(t)up ot (G(t))r>0 est une famille
d’opérateurs dépendant de t. De plus, on peut vérifier aisément que

G0)=1 et G(t+5s)=G(t)G(s). (I estI'application identité). (1.3)
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En allant plus loin, on se met dans un espace de Banach E et on considére le probléme, dit de Cauchy
abstrait

u(t)y =Au(t), t>0
{ u(0) =ug € E. (1.4)

o A : D(A) C E — E est une opérateur, souvent, non-borné et D(A) est le domaine de A. La
question est donc : Existe-il une famille d'opérateurs (G(t)):>o vérifiant (1.3) telle que I'application
u(t) := G(t)ug, t > 0 soit une solution du probléme abstrait (1.4). ..........ocoiiiiiiiiiiis e



Chapitre 2

Préeliminaires

2.1 Opérateur linéaires bornés et non-bornés

Soient E et F deux espaces normés sur le corps K = R ou C, munis respectivement des normes || - ||
et || - |lr. En I'absence de risque d’ambiguité, on notera simplement || - || pour désigner indifferemment
ces normes.

Soit A: E — F un opérateur linéaire, c’est-a-dire vérifiant

A(Ax + py) = Mx + uAy, pour tous x,y € E et A\, u € K.
L'opérateur A est dit continu ou borné si et seulement si
dc > 0: ||Ax|| < cl|x]|, Vx € E.

On note L(E, F) I'espace vectoriel de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F. Cet espace est
muni de la norme
[Allzce.Fy = inf{c > 0 ¢ ||Ax]| < cllx]|, Vx € E}

On note également que (L(E,F),| - llze,F)) est un espace de Banach. Lorsque £ = F, on écrit
simplement L(E) au lieu de L(E, F). De méme, lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité, la norme [|Allz £ F)
sera notée simplement || A]|.

Le résultat suivant fournit plusieurs expressions équivalentes pour la norme d'un opérateur A €

L(E,F):
A
WX _ g ax) = sup (14X

Al = =
xeervior X pxg<t Ix||=1

Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire, défini sur son domaine D(A), qui est un sous-espace
vectoriel (a linear subspace) de £. On dit que A est borné si Ax reste borné lorsque x € D(A), autrement
dit, il existe une constante ¢ > 0 telle que

[AX[ < clixll,  Vx € D(A).

Dans le cas contraire, I'opérateur A est dit non borné (unbounded). Dans certains ouvrages, tout
opérateur A défini sur un domaine D(A) strictement inclus dans E, c’est-a-dire D(A) G E, est automati-
quement qualifié de non borné. Toutefois, cette convention n'est pas adoptée par la grande majorité des
spécialistes en théorie des opérateurs.

Il convient de souligner que, pour les opérateurs non bornés, le choix du domaine joue un role fon-
damental. A titre d'exemple, le fait qu'un opérateur est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
dépend fortement du domaine de cet opérateur.Cela explique I'importance de cette notion dans I'étude
des semi-groupes et leurs relations avec les équations aux dérivées partielles d'évolution.
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Soit A: D(A) C E — F, alors
R(A) ou Im(A)) = A(D(A)) = {Ax, x € D(A)} est I'image (range) de A.

G(A) :={(x,Ax),x € D(A)} C E x F est graphe (graph) de A.

ker(A) := {x € D(A) : Ax = 0} est le noyau (kernel or the nul-space) de A.

A est dit fermé (closed) si son graph est fermé dans E x F, c'est-dire, pour toute suite (xp), C
D(A) avec x, > x € Eet Ax, >y € F,onaxeD(A)et Ax=y

Théoréme 2.1 (Théoréme Banach-Steinhaus).
Soient E et F deux espaces de Banach et soient T; € L(E, F),i € | alors

sup || Tix|| < +o0,Vx € E = sup [|Tjl| ;g ry < +o00.
i€l iel

Théoréme 2.2,
Soient E et F deux espaces de Banach et soit A un opérateur linéaire continu, i.e., A € L(E,F) et
bijectif de E dans F. Alors A~1 € L(F, E).

Théoréme 2.3. Soient E un espace de Banach et B € L(E). Si ||B]| < 1 alors (I — B) est inversible et
(1—B)™ ' e L(E).

2.2 Quelques problémes d’évolution classiques

Soit Q C RY un ouvert de frontiere I = 9Q. On pose ¥ := I'x]0, +oo[, alors ¥ est la frontiére
latérale du cylindre 2x]0, +oo[. Avant d'aller plus, on commence tout d'abord par rappeler quelques
définition et notations que I'on utilise tout au long de cette partie. On considére une fonction a plusieurs

variables
f: Q — R

x=(x1,..., Xp) = f(x)="Ff(xy, ..., Xn),

la variable x s’appelle la variable spatiale ou la variable de I'espace.
e |'opérateur gradient de f est défini par

ol, le symbol T désigne le transposé sur vecteur.
e Soit g la fonction définie sur €2 par

g: Q — RV
X=(x1,....%n) = g(x) =(91(x). g2(x). ..., gn(x)),

alors, I'opérateur divergence (ou la divergence) , noté div, est défini par

0 0 0 0
Z gl_agl g2+ + 9n

divig) = Ox; x1 Oxo 1 Oxp

e On définit également le Laplacien de f (ou I'opérateur Laplacien), noté Af comme suit

N

2
Af(x)=> ZXZ(X) = div(Vf(x)).
i=1 !

e Soitu: Q3 x=(x,..., Xn) — u(x) € R, une équation aux dérivées partielles, EDP en abrégg,



Kecis llyas Chapitre 2. Préliminaires 6

est une relation de la forme

du 8°u &%u B3u
F(X]_ ..... Xn,U,aM,M,W,MP..>—O. (21)

L'ordre d'une EDP est le plus grand degré de dérivation présent dans cette équation, i.e., I'ordre

le plus élevé des dérivées partielles qui apparaissent dans I'équation (2.1). Par exemple : I’équation
ou

. _ 0 .
Au(x) = f(x) est d'ordre 2, tandis que I’équation 287U - 387 = 0 est du premier ordre.
1 2
o Classification des EDP : les EDP linéaires de second ordre, dont la fonction inconnue est de deux
variables u(x1, x2), se décomposent en trois grandes catégories, EDP elliptiques, EDP parabolique
et EDP hyperboliques. Une telle EDP a la forme
0%u 02%u 0%u ou ou
aaxf + 6x18xQ + C8x22 +a8X1 +'68X2 T g ( )
Alors, I'EDP (2.2) est dite
() elliptique si b?> — 4ac < 0,
(0) parabolique si b°> — 4ac = 0,
(O) hyperbolique si b? — 4ac > 0.

2.2.1 Equation de la chaleur ou de diffusion (heat equation)

On considére le probléme suivant :
Probléme 1. Trouver une fonction v : (x,t) : Q x [0, +oo[— R telle que

%(x, t) — Au(x, t) = f(x, t) dans  Qx]0, +ocl; (2.323)
u(x,t)=0 sur  'x]0, +o0; (2.3b)
u(x,0) =: up(x) dans £, (2.3¢)

Le Probléeme 1 est une équation aux dérivées partielles d’ordre 2. Plus précisément, il est du premier
ordre par rapport a la variable temporelle t et du second ordre par rapport a la variable spatiale x € €2,
de plus, il appartient a la classe des équations paraboliques.

1§

f(x,t) source de chaleur

Figure 2.1 -

L"équation (2.3a) s’appelle /I'équation de la chaleur parce qu’elle modélise le distribution de la tempé-
rature u dans un domaine €2 au cours du temps t. La fonction inconnue u(x, t) représente la température
au point x € € a l'instant t > 0. Le terme Au décrit les effets de diffusion thermique, tandis que la
fonction donnée f(x, t) représente une source de la chaleur. A titre d’exemple, lorsque la dimension spa-
tiale est n = 1, le domaine Q peut représenter une barre métallique, et I'équation décrit la propagation
de la chaleur le long de cette barre sous I'effet d'une source thermique f(x, t). Il convient de souligner
que I'équation (2.3a) ne se limite pas a la modélisation des phénoménes thermiques. Elle apparait, avec
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diverses variantes, dans de nombreux problémes de diffusion, tels que la diffusion d'une concentration,
d’une densité ou encore d'une probabilité a travers un milieu. Pour cette raison, elle constitue un prototype
central dans les phénoménes de diffusion.

L'équation (2.3b) est appelée condition aux limites (ou condition au bord) : elle décrit le comporte-
ment de la solution sur la frontiére I du domaine €2. L’équation (2.3c) décrit I'état initial de la température
dans le domaine et est appelée condition initiale.

Le choix de la condition aux limites dépend du contexte physique considéré. Dans le cas de (2.3b),
on impose une condition aux limites de type Dirichlet homogéne, qui correspond, dans l'interprétation
thermique, a une température nulle sur le bord du domaine. Cette condition peut é&tre remplacée par
d'autres types de conditions aux limites. En particulier, on peut considérer une condition de Neumann
homogéne, donnée par

%(X, t)=Vu(x,t)-n(x)=0, Vxel, Vt>0,

oll n(x) désigne le vecteur normal unitaire sortant a la frontiére I'. Une telle condition exprime I'absence
de flux de chaleur a travers le bord, autrement dit un systéme thermiquement isolé (isolation parfaite).
Entre ces deux situations extrémes, on rencontre également des conditions aux limites de type Robin, qui
combinent les conditions de Dirichlet et de Neumann, et qui s'écrivent sous la forme

)
a—;l(x,t)—kau(x,t)zo, Vxerl, Vt>0,

ol a > 0 est un paramétre donné.

2.2.2 Equation des ondes (wave equation)

Les équations des ondes modélisent des phénomenes de propagation d'ondes ou de vibrations, tels que
les ondes sonores, les ondes électromagnétiques ou encore les vibrations mécaniques. Elles constituent
un autre prototype fondamental des équations aux dérivées partielles d’'évolution :

Probléme 2. Trouver une fonction v : (x,t) : Q x [0, +oo[— R telle que

gztg(x, t) — Au(x, t) =f(x,t) dans  Qx]0, +o0f; (2.4a)
u(x, t) =0 sur  x]0, +ool; (2.4b)
u(x,0) =: up(x) dans @, (2.4¢)
%(X, 0) =: u1(x) dans £, (2.4d)

Le Probléme 2 est une équation aux dérivées partielles hyperbolique du second ordre par rapport a la
variable temporelle ( et la variable spatiale). Par conséquent, sa résolution nécessite la définition de deux
conditions initiales, données par (2.4c) et (2.4d), correspondant respectivement a la position initiale et a
la vitesse initiale du systéme.

Dans le cas de la dimension spatiale n = 2, I'équation des ondes décrit le mouvement d'une membrane
élastique tendue. En dimension n = 1, le modéle se réduit a celui de la corde vibrante. Au repos,
la membrane occupe un domaine plan €2. Sous I'action d'une force extérieure normale f(x, t), elle se
déforme, et son déplacement normal est décrit par la fonction u(x, t). La condition aux limites (2.4b)
exprime que la membrane (ou la corde) est fixée sur son bord I' = 02. Les conditions initiales (2.4c) et
(2.4d) représentent respectivement le déplacement initial ug(-) et la vitesse initiale u1(+), et déterminent
complétement |'état initial du systéme.
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f(t,z)

u(t,x)

NSNS

Figure 2.2 —

2.2.3 Equation de Schrédinger

En mécanique quantique, I'état d'une particule ponctuelle, telle qu’un électron, est décrit par une
fonction d’onde u(x, t). Cette fonction d’onde est I'un des concepts clés en mécanique quantique : elle
contient toute I'information sur I'état du systéme quantique. Contrairement a la mécanique classique ol
I"évolution d'un objet est décrite par une trajectoire déterministe, les systémes quantiques sont caractérisés
par des probabilités de présence, représentées par la fonction d'onde.

L"évolution temporelle de u(x, t) est gouvernée par I'équation de Schrédinger, qui constitue I'une des
équations d'évolution les plus importantes en mécanique quantique. Cette équation peut étre formulée
sous différentes formes selon le contexte physique et les unités choisies. Dans sa forme la plus simple,
elle s’écrit

Probléme 3. Trouver une fonction v : (x,t) : R” x [0, +o00[— C telle que

Ou

/a(x, t)+ Au(x, t) = V(x)u(x,t) =0 dans  R"x]0, +o0[; (2.5a)

u(x,0) =: up(x) dans R”; (2.5b)
oll i =+/—1 et V(x) représente le potentiel extérieur agissant sur la particule. Du point de vue des EDP,
I"’équation de Schrodinger est une EDP d'ordre 1 en temps et du second ordre en espace. La fonction
d'onde u est a valeurs complexes. Son module au carré, |u(x, t)|?, s'interpréte comme la densité de

probabilité de présence de la particule au point x a I'instant t. Cette interprétation probabiliste constitue
une différence fondamentale avec les modéles issus de la mécanique classique.

2.3 Autres résultats et définitions

Définition 2.4. Soit Q un sous-ensemble ouvert de RN. L'espace de Sobolev H'(Q) est défini par

Hl(Q)z{veL2(Q) : SXVI_GE(Q), /:1,...,/\/},

ou les dérivées partielles g—)‘; sont prises au sens des distributions. L 'espace Hl(Q) est muni du produit

scalaire, noté (-, ) (q) ou simplement (-, -)1 .o, défini par

N N
(U V)1 g = /Q <u(x)v(x) + Z (,?)L(I_(X)S;(X)> dx = (u, ) 2(q) + Z <§)L: f§>\</>L o'
=1 i 1 =1 ! ! :
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2) 1/2

L'espace (H(Q): (u, v)1 o) est un espace de Hilbert. On définit également |'espace

et de la norme correspondante

ov
8X,'

N
WMoy &l = V7.7 = (nvn;(m s
i=1

HY(Q)

H Q) :=D(Q) ={ve HY(Q) :3(v,), C D(Q) : v, = v dans H}(Q)},

ot D(Q2) = C(K2) désigne I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact dans Q.

Rappelons que la convergence v, — v dans H1(Q) signifie

ovp R ov
8X,' 8x,—

Vo = v dans L?(Q) et

Lemme 2.5.
Soient a(-), b(+) : [To, T] — R deux fonction Lebesgue intégrables avec b(t) > 0 pour presque tout (p.p)
t €[To, T]. Soit ¢ : [To, T] — [0, +oco[ une fonction absolument continue telle que

(1 —a){(t) < a(t)¢(t) + b(t)C*(t), p.p. t € [To, T],

ot 0 < a< 1. Alors, pour tout t € [Tg, T]

1% (£) < (1% (Ty) exp (/Tt a(a)da> + /Tt b(s) exp (/t a(a)da> ds.

Lemme 2.6. [9] Soient a,b € R et soit f : [a, b] — X une fonction continue a valeurs dans un espace
de Banach X. Soit A un opérateur fermé dans X. Supposons que f(s) € D(A) pour tout s € [a, b] et
que l'application s — Af(s) de [a, b] dans X soit continue. Alors,

A </ab f(s) ds) = /;Af(s) ds.
Lemme 2.7. ([13])

Soient1 < p< oo et f e LP(R,X). Posons
1 t+h
Thf(t) = h/ f(s)ds, pourtoust e R, h#0.
t

Alors, Thf € LP(R, X) N Cp(R, X) et Tpf — f dans LP(R, X) pour presque tout h — 0.
Lemme 2.8. ([7, 9])
Soit f € C([0, +oc[; E), alors pour tout t € [0, +oc[ (sit =0, alors h] 0)

lim l::/tHh f(s)ds = f(t).

h—0



Chapitre 3

Opérateurs m-dissipatifs

Définition 3.1. Un opérateur linéaire A : D(A) C E — E est dit dissipatif si
|IAx — Ax|| > M|, pour tout x € D(A) et tout A > 0.

Cette terminologie trouve son origine en mécanique ou les forces dissipatives sont celles qui n'augmentent
pas I'énergie du systéme. Lorsque —A est dissipatif, on dit que A est accrétif.

Une caractérisation trés importante des opérateurs dissipatifs est donné dans la remarque suivante.
Remarque 3.2. [17] Soit E* le dual topologique de E et soit I'application de dualité
J(x) = {x* € E* 1 (x*,x) = ||x||> = |Ix*||?} # 0. pour tout x € E. (3.1)

Un opérateur linéaire A - D(A) C E — E est dit dissipatif si pour tout x € D(A), il existe x* € J(x) tel
que
Re ({x*, Ax)) < 0.

Définition 3.3. Un opérateur linéaire A : D(A) C E — E est dit m-dissipatif si
(©1) A est dissipatif;
(©2)
Vfe EVA>0,3x € D(A) : Ax — Ax =f.

La propriété (©,) est équivalente au fait que
ROM —A =E, Vx>0,

ce qui signifie que, pour tout A > 0, l'opérateur A\l — A est surjectif.

Théoréme 3.4. [6] Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire alors
A est m-dissipatif < A est dissipatif et il existe \g > 0 tel que R(Agl — A) = E.

Démonstration. Exercice. |

Exemple 3.5. (/6])
Soit E = C([0, 1]; R) I'espace de fonctions continues muni de la norme (de convergence uniforme)

IxIle = lIXlloc = sup [x(£)].
te[0,1]
Soit A: D(A) C E — E I'opérateur défini sur
D(A) = {x € ([0, 1]; R) : x(0) = 0},

10
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par Ax = —i = —%u pour tout x € D(A). Alors A est m-dissipatif.

Le théoréme suivant énonce quelques propriétés fondamentales de la résolvante d'un opérateur A,
une application qui jouera un rdéle crucial dans le résultat fondamental de Hille-Yosida.

Théoréme 3.6. Soit A : D(A) C E — E un opérateur m-dissipatif. Alors, pour tout A > 0 l'opérateur
A — A:D(A) — E est bijectif et admet une application inverse, notée R(\, A), définie par

R(MA): E — D(A)CE
x — R Ax = —-A 1x

L application R(\, A) est appelée la résolvante de A. De plus, on a

1
RN A) € L(E) et [[RONA)llzce) <

S (3.2)

Démonstration. Soient A > 0 et f € E. Comme |'opérateur A est m-dissipatif, la propriété (©,) implique
qu’il existe au moins un élément x = x¢ € D(A) tel que

AX — Ax = 7.

Autrement dit, I'équation (A/ — A)x = f admet au moins une solution dans D(A). Montrons maintenant
I'unicité de cette solution. Supposons que x, y € D(A) soient deux solutions de I'équation, c'est-a-dire

X —Ax=)dy - Ay =f.
En soustrayant, on obtient
Ax—y)—Alx—y)=0,

avec x — y € D(A), puisque D(A) est un sous-espace vectoriel de E. Comme A est dissipatif, il vient
0=[Ax —y) = Alx = y)ll 2 Allx =yl

d'ol ||[x — y|| = 0, et par conséquent x = y. L'unicité de la solution est ainsi établie. On en déduit que
I'opérateur A/ — A : D(A) — E est bijectif et on inverse R(\, A) := (A — A)~L est bien défini de £ dans
E, ou plus précisément dans D(A). Montrons que R(A, A) est linéaire. Soient f,g € E et o, f € K alors

dlx,y € D(A) : RN AfF =xet RN\ A)g=y, (3.3)
c'est-a-dire (Al —A)x=1f et (A —A)y =g. Par la linéarité de A, on a
(Al = A)(ax + By) = af + By,

alors

R, A)(af + Bg) = R(X, AN — A)(ax + By) = ax + By (23 aR(X, AFf +BR(A Ag,

donc, R(A, A) est linéaire. Enfin, montrons que R(A, A) est borné. Soit f € E, alors il existe un seul
x € D(A) tel que R(X, A)f = x, ce qu’est équivalent a dire que (A — A)x = f. Comme A est dissipatif,
il résulte que

AR AL = Allx|| < [ = A)x|| = (I,

alors ||R(X, Al < (1/X)]|f]] pour tout £ € E. Cela montre que R(\, A) est borné, de plus

1 1
R(M A =m RMNA < =m fll = =.
IR, )”L(E) IfHa§X1” (A A < b\ ax ||| X

| lIffI<1
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Proposition 3.7. Soit A: D(A) C E — E un opérateur m-dissipatif. Alors A est fermé.

Démonstration. Soit (xp), C D(A) avec x, — x € E et Ax, — y € E. On doit démontrer que x € D(A)
et Ax = y. Comme A est m-dissipatif, il résulte du Théoréme 3.6 que A\l — A : D(A) — E est bijectif
pour tout A > 0 et R(\, A) € L(E) avec R(M\, A) : E — D(E). Alors

lim x, = ﬂ)rp R AN — A)x,
n oo

n—-4oo
=x=R(A\ A)(Xx—y) € D(A)
S M -—AX=AXx—y=>Ax=y

donc, A est fermé. [ |

On dispose également du résultat suivant, que I'on peut trouver par exemple dans [3, Proposition
29.1.2].

Proposition 3.8.
Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé et soit X\ € K. Si I'opérateur A\l — A est bijectif de D(A) sur
E, alors R(A\, A) € L(E).

Remarque 3.9. La Proposition 3.8 montre que l'inclusion R(X, A) € L(E) découle simplement de la
fermeture de A (via le théoréme du graphe fermé), une condition plus faible que la m-dissipativité de A
selon la Proposition 3.7.

Remarque 3.10. Soit A: D(A) C E — E un opérateur m-dissipatif. Alors, I'espace (D(A), || - ||D(A)) est
un espace de Banach ou

I-llogay : DA) — Ry
X — Ixllocay = lIxI[ + IAX]]-

De plus, Alpcay € L(D(A), E) ot D(A) est muni de la norme || - ||pay €t Alpay est la restriction de A a
son domaine D(A).

On termine cette section par établir une relation entre la dissipativité d'un opérateur A et celle de
son opérateur adjoint A*. Tout d'abord, si A : D(A) C E — E est un opérateur non-borné a domaine
dense, c-a-d, m = E, on appelle opérateur adjoint de A I'opérateur linéaire A* : D(A*) C E* — E*
défini sur le domaine

D(A*) ={ve E*3c>0:|(v,Au)| < cllul|,Yu € D(A)}

et vérifie
(A*v,u)g» g = (v, Au)g+ g, Vv € D(A%),Vu € D(A).

Lemme 3.11. ([4] ) Soit B : D(B) C E — E un opérateur non-borné fermé tel que D(B) = E. Les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) R(B) est fermé,

(ii) R(B*) est fermé;

(i) R(B) = ker(B*)* ;

(iv) R(B*) = ker(B)' ot , pour tout sous-espace vectoriel M C E, I'ensemble

M+ :={veE*": (v.x)=0Vx € M}

est l'orthogonal de M. De plus, on a la relation (ML)L =M.
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Théoréme 3.12. Soit A: D(A) C E — E un opérateur dissipatif tel que D(A) = E. Si A est fermé et
A* est dissipatif alors A est m-dissipatif.

Démonstration. Posons B .= | — A. Alors, D(B) = D(A). De plus, comme A est fermé et a domaine
dense, il en est de méme pour B. Afin de démontrer que A est m-dissipatif, d’aprés le Théoréme 3.4, il
suffit d’établir que R(B) = E, c’est-a-dire que B est surjectif. Pour cela, nous procédons en deux étapes.
premiérement, nous montrons que I'image R(B) est fermée. D'aprés le Lemme 3.11, cela est équivalent
a
R(B) = ker(B*)*.
Deuxiémement, on montre que ker(B*)" = {0} = E, ce qui implique immédiatement que R(B) = E, et
donc que B est surjectif.. Commencons par démontrer que I'image R(B) est fermée. Soit (f,), C R(B)
une suite telle que f, — f dans E. Pour tous p, g € N, comme f,, f, € R(B), il existe x,, x4 € D(B) =
D(A) vérifiant
Bx, =1, et Bxq="Tq.

Par la linéarité de B, on obtient
B(xp = xq) = (I = A)(xp — xq) = fp — fq.
Comme l'opérateur A est dissipatif, il s'ensuit que
X = Xqll < |1B(xp = %)l = |lfp — 4.

La convergence de la suite (f,), implique qu'elle est de Cauchy dans E, et par conséquent, la suite (x5),
est également de Cauchy dans I'espace de Banach E. Ainsi, il existe x € E = D(A) tel que x, — x dans
E.Ona

Bxpy=1f = Ax,=x,—f, = |lim Ax,=x-—f.
n—-+oc

Comme A est fermé et x, — x alors
Ax =x —f et x € D(A)
= x—Ax=f =B(x) = f € R(B),
ce qui traduit le fermeture de I'image R(B) dans E. En tenant compte du Lemme 3.11, on déduit que
R(B) = (ker(B*))™ = (ker(/ — A*))*.

La dissipativité de A* implique son injectivité (voir la preuve du Théoréme 3.6) et par suite I'injectivité
de B*. Autrement dit ker(B*) = {0}. Il en résulte que R(B) = {0} = E, ce qui conclut la preuve. W

3.1 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-) : H x H — C. Dans ce cadre, il est bien
connu que I'application de dualité J, définie par (3.1), coincide avec I'application identité (voir [18]),
c’est-a-dire

J(x) =x, pourtout x € H.

Par conséquent, d'aprés la Remarque 3.2, la notion de dissipativité se simplifie via la caractérisation
suivante.

Définition 3.13. Un opérateur (linéaire) A : D(A) C H — H est dissipatif si et seulement si

Re(Ax, x) < 0 pour tout x € D(A). (3.4)
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Démonstration. Nous montrons que la condition (3.4) est équivalente a la définition de la dissipativité
donnée dans la définition 3.1. Supposons que A est dissipatif. Alors, pour tout A > 0 et tout x € D(A),
on a

[Ax — Ax||? > 2?||x]?
= A2||x||? + ||Ax||? — 2Re(Ax, Ax) > A2||x||?

1
= Re(Ax, x) < ﬁHAXHQ, pour tout A > 0.

En faisant tendre A vers 400, on obtient Re (Ax, x) < 0, pour tout x € D(A). Réciproquement, supposons
que la condition (3.4) soit satisfaite. Alors, pour tout A > 0 et tout x € D(A), I'inégalité de Cauchy-
Schwarz implique

IAx = Ax]l[Ix]| > [(hx — Ax, x)] = (Re2({Ax — Ax, X)) + Img?({(Ax — Ax, x))) "/
> Re({(Ax — Ax, x)) = Re (A[x]|? = (Ax, x))
= AIx|I” = Re(Ax, x) > XlIx|1*.
<0

Cela montre que |'opérateur A est dissipatif au sens de la définition 3.1. |

Exemple 3.14.
Soient H = L?(R;C) et A: D(A) C H — H I'opérateur défini sur D(A) par Ax = x tel que

D(A) :=C}(R;C) = {x(-) € CY(R;C) : x a support compact}.

Alors A est dissipatif. Rappelons d’abord que I'espace H = LQ(]R; C) est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire

(u, vy = / u(t)v(t)dt, pour tous u,v € H.
R

Soit u € D(A). Comme u est a support compact, il existe un compact K C R tel que u(t) = 0 pour
tout t € R\ K. En particulier, les termes de bord s'annulent, ce qui permet d utiliser une intégration par
parties comme suit

(Au,u):/RAu(t)u(t)dt:/Ru(t)u(t)dt
=- / u(t)a(t)dt
R

= —(u, Au) = —(Au, u).

Il s’ensuit que le nombre (Au, u) est purement imaginaire, c-a-d, (Au, uy € iR.En particulier Re(Au, u) =
0, ce qui montre que A est dissipatif.

Théoréme 3.15. Soit A: D(A) C H — H un opérateur m-dissipatif dans un espace de Hilbert H. Alors
le domaine D(A) est dense dans H.

Dans la démonstration on utilisera un critére classique de densité dans les espaces de Hilbert donné
dans le lemme suivant

Lemme 3.16. Soient (H, {-,-)) un espace de Hilbert et V un sous-espace vectoriel de H. Alors
V est dense dans H < V' :={ze H:(z,x)=0,Vx € V} = {0}. (3.5)

Démonstration. Comme D(A) est un sous-espace vectoriel de H, il suffit, d'aprés le Lemme 3.16, de
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montrer que
D(A)*" = {0}.

Soit z € D(A)* C E. Puisque I'opérateur A est m-dissipatif alors / —A est surjectif, c'est-a-dire R(/—A) =
H. Il existe donc un seul élément v, € D(A) tel que v, := (/ — A)"1(z) € D(A) grace au Théoréme 3.6.
[l en résulte que (z, v;) = 0, autrement dit {((/ — A)v;, v,) = 0. Donc

(Avz, vz) = ||Vz||2 € R, avec v; € D(A),
en combinant la derniére égalité avec la dissipativité de A, on obtient
0 < Re(Avy, vz) = (Avz, vz) <0,

alors ||v,||> = (Av,, v,) = 0 et par suite v, = (/| — A)~1(z) = 0. Enfin, comme (/ — A)~! est un opérateur
linéaire borné, on en déduit z = 0 pour tout z € D(A)*. D'ott D(A)* = {0}. [ |

Remarque 3.17.

Théoréeme 3.15 reste valable dans tout espace de Banach réflexif. La démonstration repose sur une
caractérisation fondamentale de la réflexivité : un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte pour la topologie faible. Cette propriété de compacité faible permet de
remplacer, dans le cadre banachique, les arguments d’orthogonalité liés aux espaces de Hilbert par des
techniques de dualité (espace dual) et de convergence faible.

On termine cette section par le résultat suivant

Théoréme 3.18. Soit A : D(A) C H — H un opérateur dissipatif a domaine dense dans un espace de
Hilbert H. Alors
A est m-dissipatif < A est fermé et A* est dissipatif.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 3.12, il suffit de démontrer la condition nécessaire. On suppose
que A est m-dissipatif. Il découle de la Proposition 3.7 que A est fermé. Reste a démontrer que A* est
dissipatif. Comme le dual topologique de I'espace de Hilbert H s'identifie a H alors A* . D(A*) C H - H
tel que pour tout z € D(A¥)

(A*z,v) =(z, Av),  pour tout v € D(A).
Montrons alors que Re{A*y, y) < 0 pour tout y € D(A*). Soit y € D(A*) alors

(A*'y MM =AY Ty) = (v, AMAR(X, A)y)

VA= XDR Ay + X2R(\ A)y)
=y, =My + X°R(X A)y)

Xy, R, A)y) = Alyll®

< NI IR A)ll gy — My IIP.

=
=

En utilisant I'inégalité (3.2) du Théoreme 3.6, il vient
1
(A'y, AR(\, A)y) < >\2||y||2X — Alyll> =0, pour tout A >0,
en passant a la limite quand A — 400 tout en utilisant la propriété

l A Ay =
HITOOR( Ay =y,
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on obtient
(A*y,y) <0, pour tout y € D(AY),

ce qui traduit la dissipativité de A*. [ |

3.2 Exercices

Exercice 1

Soit E = C([0, 1];R) I'espace de fonctions continues muni de la norme (de convergence uniforme)
lulle = llulloo = sth]IU(t)I-

Soit A: D(A) C E — E I'opérateur défini sur
D(A) = {u € C*([0,1];R) : u(0) = 0},
par Au = —u pour tout u € D(A). Montrer que A est m-dissipatif et
D(A) = {uv e ¢([0,1];R) : u(0) = 0}.
Que peut-on déduire?

Corrigée 1

On commence par établir la surjectivité de I'opérateur A/ — A : D(A) C E — E pour tout A > 0,
c’est-a-dire montrer que R(A/ — A) = E. D’aprés la définition de I'opérateur A, cela revient & prouver
que, pour toute fonction donnée f € E I'équation différentielle

a(t) +au(t) = (), teo,1], u(0)=0, (3.6)

admet une solution u € D(A). Considérons la fonction v : [0, 1] — R définie par

u(t) = /Ot e*s=f(s)ds, (3.7)

On va montrer que cette fonction est la seule solution de I'équation (3.6). Pour tout t € [0, 1]

(1) = () = xe / SN F(s)ds + e d ( / t e“f(s)d5> | (3.8)
0 0

Montrons maintenant que
d t
a4 </ eASf(s)ds> _ (). (3.9)
dt \ J

Puisque la fonction s — e*f(s) est continue sur [0, 1], il découle du théoréme de différentiation de
Lebesgue (voir Lemme 2.8) que

d t N 1 t+h N e
o S = | — S =
9 (/o e f(s)ds> fI]LnO h/t e f(s)ds = e f(t).

On peut également utiliser le fait que la fonction t — fot e f(s)ds est absolument continue car la
fonction s — e*3f(s) est intégrable sur [0,1], et cela conduit au méme résultat( pour presque tout
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t €[0,1]). En revenant a I'égalité (3.8), on obtient
t
u(t) = —>\e>‘t/ eMF(s)ds + e MeAF(t) = —Au(t) + £(t),
0

ce qui montre bien que la fonction u définie par (3.7) est une solution de (3.6). En ce qui concerne
I'unicité, elle découle directement du Théoréme de Cauchy-Lipschitz. En effet, I'équation (3.6) peut
s'écrire sous la forme

u(t) =g(t, u(t)),u(0) =0, avec g(t,x)=f(t)— Ax, pour tout (t,x) € R.

On observe que la fonction g est continue par rapport au temps et A-Lipschitzienne par rapport a I'état.
On peut également démontrer 'unicité directement en considérant deux solutions uy, u» € D(A). Alors

d d
_ — < | = _ - _
Sl = ()] <[ = (0] = M - )0,
en invoquant le lemme de Gronwall, énoncé dans le Lemme gronwall-lemma, on obtient
lup (1) — us(t)] < |ur(0) — up(0)|e*,  pour tout t € [0, 1],

Comme u1(0) = u2(0), on en déduit que u; = us.

Passons maintenant a la dissipativité de A. Soient v € D(A), A > 0 et soit f = (Al — A)u. D’aprés ce
qui précéde, pour tout t € [0, 1]
t t
Mu(t)] < A/ eS| £(s)|ds < Ae™> sup |f(r)|/ e*ds
0 refo.1] 0

= e M||f[lo(e* — 1) < (M = D)|f[le, Yt € [0,1]

= A S[Lf)pl] u(®)] = Alulle < (X = DIIflle < Iflle = IAu — Aulle,
tel0,

alors, A est dissipatif et par conséquent A est m-dissipatif. Notre objectif est a présent de montrer que
D(A) = {x € C([0, 1]; R) : x(0) = 0}. (3.10)
Soit u € D(A). Par définition de I'adhérence, il existe une suite (u,), C D(A) telle que

im lup — ulloc = lim sup |up(t) — u(t)]eo =0,
—+00 n——+00 t€[0,1]

Comme D(A) C C([0,1];R) et que u,(0) = 0 pour tout n, la convergence uniforme implique que
ueC([0,1];R) et

|u(0)] < |u(0) — up(0)| + |un(0)|, pour tout n € N
= [u(0)] < lim [u(0) — un(0)] = |u(0) — u(0)| =0
n—-+o00
alors, u(0) = 0 et par suite la premiére inclusion est établie. Réciproquement, d'aprés le théoréme de
Stone-Weierstrass [19, Théoréme 7.26], I'ensemble des polyndmes définie sur [0, 1] a valeurs dans R est

dense dans C([0, 1]; R) pour la norme de convergence uniforme. Comme cet ensemble de polyndmes est
inclus dans C1([0, 1]; R), il s’en suit que

Cl([0, 1]: R) = €([0. 1] R),
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puisque I'espace C([0, 1]; R) est complet et par suite il est fermé. 1. Par conséquent, pour toute fonction
ue{xeC(0,1];R): x(0) =0},

il existe une suite u, € C([0, 1]; R) telle que
lu — unlloo n_>—+>OO 0 avec u(0) = 0.

Comme u,(0) n'est pas nécessairement nulle, on définit la suite v,(t) .= un(t) — up(0). Alors
vp(0) =0 et v,eC([0,1];R),

par suite (vp), C D(A). D’autre part

[va(t) = u(t)] < un(t) — u(t)] + |ua(0)]

= lin ||vn—u||oo < lim (||u,,—u||oo—|—|un(0)|) =0,
n—+00 n—+00
puisque |Un(0)| — 0, en effet

|un(0)] < un(0) — u(0)| + |y_£9)| a9
=0

L'égalité (4.20) est donc démontrée.
L'analyse précédente montrent que, malgré le caractére m-dissipatif de I'opérateur A, son domaine
D(A) n'est pas dense dans |'espace E. Plus précisément, on a

D(A) = {u € C(]0,1];R) : u(0) = 0} # E = C([0, 1]; R).

Par conséquent, ni le Théoréme 3.15, qu'est valable dans les espaces de Hilbert, ni le résultat énoncé
dans la Remarque 3.17, relatif aux espaces de Banach réflexifs, ne peuvent étre appliqués ici. En effet,
I'espace C([0, 1]; R) n'est ni un espace de Hilbert ni un espace de Banach réflexif.

Exercice 2

Soient Q un ouvert de R” et £ = L2(Q;R). On définit I'opérateur linéaire A : D(A) C E — E par
Au = Au, pour tout u € D(A) = {u € Hy(Q) : Au € E}.

Montrer que A est m-dissipatif sur E.
Remarque : Si Q2 a une frontiére bornée de classe C? alors, D(A) = H2(Q)NH(Q) . (Voir [13, Remarque
2.6.3])

Corrigé 2
(o) Dissipativité de A

L'espace E = L?(Q;R) est un espace de Hilbert réel, on utilise le critére de dissipativité dans les
espaces de Hilbert donné (3.4). Soit v € D(A) alors

(ALI,U):/QALI(X)LI(X)dXZ/QALI(X)LI(X)dX,

1. Résultat : Toute sous-partie compléte d'un espace métrique est fermée. Réciproquement tout fermé d'un espace
complet est complet.
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en appliquant la formule de Green, on obtient
(Au, u) /Vu(x)Vu(x)dx—i—/ —(x)u(x)dx
Comme u € H3(Q), on a ulaq = 0, et par conséquent le terme de bord est nul. Il s’ensuit que

(Au, u) /Z((@) dx = —

alors A est dissipatif.

(X)

8X, dx =— /Q ‘Vu(x)fdx <0,
(e) Surjectivité de / — A : on montre que R(/ — A) = E, plus précisément
Vfe E,3ue D(A):u—Au=1f au sens de distributions. (3.11)

On introduit la formulation variationnelle du probleme (3.11) : trouver u € D(A) C H3() tel que
u— Au = f revient a chercher u € H3(Q) vérifiant (aprés avoir utiliser la formule de Green)

/Q u(x) v(x)dx + /Q Vu(x)-Vv(x)dx = /Q f(x)v(x)dx, VYve HiQ).
Autrement dit, il s'agit de résoudre le probléme variationnel suivant : trouver u € H§(S) tel que
a(u,v) =£(v), Vv e H}Q),
ol a: H3(Q) x HA(Q) — Ret £: H{(2) — R sont définies par
a(u,v) = /Q u(x)v(x)dx—i—/QVu(X) - Vv(x)dx, Lv) = /Q fvdx.

Application du théoréme de Lax—Milgram
I est clair que a(-, -) est une forme bilinéaire et £(-) est linéaire. D'autre part, on a pour tous u, v € H3(Q)

la(u, v)| < /Q (v () ldx + /Q Vu(x)] - [V v(x)] dx

< (/QIU(X)I2dX> H2 (/Q |V(X)|de> 1/2 . </Q|VU(X)|2dX> " (/Q |VV(X)|2dX> y

= lull L2 IVl L2¢0) + IV Ul 2¢0) + IV VI L2

< 2full gy vl ).
alors, a(-, ) est continue. De plus
a(u,0) = [ Pe0dx+ [ 1VuRx = [l gy + V6l = Nullggey

donc, a(-,-) est 1-coercive. On a aussi

[e(v)| < /Q [FCOlvOIdx < [fll 2@y IVl @) < VIR @ Vi@

alors £(-) est continue.

Toutes les hypothéses du théoréme de Lax—Milgram sontsatisfaites, il existe un unique élément u € H3(S2)

tel que
a(u,v) =£(v), Vv e H} Q).
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Cette identité signifie que u — Au = f au sens des distributions dansQ. De plus, comme f € L?(Q), on
alAu="f—uecL?Q), et par conséquent

ueD(A) = {ueHiQ) : Aue L*(Q)}.
Ainsi, pour tout f € E, il existe un unique u € D(A) tel que (I — A)u = f, ce qui démontre que

R(/ - A) = E.



Chapitre 4

Etude des semi-groupes

4.1 Deéfinitions et propriétés

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, E désigne un espace de Banach réel ou
complexe.

Définition 4.1. Une famille (G(t)),~ d'opérateurs linéaires bornés, c'est-a-dire G(t) € L(E) pour tout
t > 0, est dite un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés si elle vérifie les conditions suivantes

G(0) =1 (I'identité dans L(E)) (i)
G(t+s)=G(t)G(s),Vt,s > 0. (propriété algébrique). (i)

Si de plus
Itifa IG(t)x — x|lg = 0,Vx € E (propriété topologique), (iif)

alors on dit que (G(t)),~o est un semi-groupe fortement continu ou encore un Cp-semi-groupe. La
condition (iii) exprime la continuité a droite en t = 0 de I'application t — G(t)x, x € E. Nous verrons
dans le Corollaire 4.9 que cette propriété implique en fait la continuité de la fonction t € [0, +oo[— G(t)x
pour tout x € E, ce qui justifie la terminologie de Cy-semi-groupe.

On dit également que (G(t)),cp C L(E) est un groupe d’opérateurs linéaires continus si G(0) = |
et G(t+s) = G(t)G(s) pour tous t,s € R (s et t sont de signe quelconque). Si de plus

lim G(t)x = x,Vx € E, (4.1)
t—0

alors la famille (G(t)),sq est appelée un groupe fortement continu.
Définition 4.2. Un semi-groupe (G(t)),~q d’opérateurs linéaires bornés est dit uniformément continu si

Itifa G(t) =1 dans L(E), c'est-a-dire

lim||G(t) — 1 = Ilim su G(t)x — x|l = 0. 4.2
I 1G(t) = ey = lim sup 1G(2)x =xlle (4.2)

Il s’ensuit que chaque semi-groupe uniformément continu est un Co-semi-groupe.

Lemme 4.3 (Théoréme de Mertens pour le produit de Cauchy). ( [19])
Soient (an)n et (bp), deux suites d'un espace de Banach E (ou un algébre de Banach). Soit (cp), le
produit de Cauchy de (a,), et (bn), défini par

n
Ch = § an—kbk
k=0

21
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On suppose que

n>0 n>0
convergente absolue implique la converge simple)

) (Z an> est absolument convergente, autrement dit, la série <Z ||an||> est convergente (la

> bn | est convergente,
n>0

alors, la série (3_,~o Cn) est convergente et

Sa= (o (2o

n>0 n>0 n>0

Exemple 4.4.
Avant de présenter I'exemple, on montre que pour tout opérateur A € L(E) et toust >0 et x € E, la

série
t 4 n

est convergente dans E. Soient n,p € N et soit Un(= Un(t, x)) = Z (t

sommes partielles, alors

n—+p k n—+p n+p k
(tA) [(EA)X] (tIIAII)
1Unsp = Unll = || > >R ks (Y Il (43)
k=n+1 ) k=n+1 ' k=n+1
L . UL L
On sait bien que, pour un réel a, la suite Vi, .= %t est convergente et sa limite est e*. Alors, (Vim)m

ki
est une suite de Cauchy. Il résulte alors de 'estimation (4.3) que la suite (Um)m est une suite de Cauchy

dans I'espace de Banach E alors, elle converge dans E et

lim Uy, =
m—00

D’autre part

Z(m)n H (Z A )Hxn:ef“*'nxn. (4.4)

par conséquent, ['application :

= A,
Z

est linéaire et bornée de E dans E,c’est-a-dire, elle appartient a L(E). On note cette application etA et
on définit, pour tout t > 0, I'application G(t) € L(E) par
(tA)”
G(t):=e Z
Alors, d’aprés (4.4)
IG()x|l < x|, vx e E et ||G(1)ll ey < €A (4.5)

Montrons maintenant que (G(t)),>q est un semi-groupe uniformément continu. Il est clair que G(0) =
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A =1, de plus, pour tous t,s > 0

Gt 1 s) = 94 = i(t +n!5)"An _ i(m —;!SA)n
:Z ch(m)” K(sA)
n= O
(tA)"* (sA)
_nzonlZ I(n—k)l k!

= E Cn.
n=0

avec

n! nl

n n n
tA SA
Cph = E an—k bk, an:( ) ,bn:( ) .
k=0

D'apres I'analyse établie ci-dessus, il est clair que les deux séries g an €t Y.~ bn Vérifient les condi-
tion du Lemme 4.3 (la convergence absolue s'obtient directement de (4.4)) alors, la série ), -, Cn et
convergente et on a

G(t+9)=> =D an| [ D bn| =e"e=G(1)G(s),

n>0 n>0 n>0

il vient que (G(t)),~o est un semi-groupe. Finalement, pour tout t > 0

1G(2) = lgey = e - /HL(E) = Z(t,?!) -

n>0

L(E)

(tA)" (tlIAID"

- Z n! SZ n! (4.6)
n>1 L(E) n>1
n—1 n—1

ey o A <t||A||Z(tHAH)1)|

n>1
:tnAnZ“”,ﬁ”) |

n>0 ’

alors
IG(t) =l zeey < tlAl e ve >0

par passage a limite, on obtient
lim||G(t) — 1 =0,
tw” (t) ||z(E)

ce qui montre que (G(t)),~q est un semi-groupe uniformément continu.

Remarque 4.5. On a

A n
(46) = 16(1) 1l gy < SN g — ettt
n>0 '

lim||G(t) — [ =0.
:>t|f3” (t) = Ilzey=0

Proposition 4.6. Soit (G(t)),>o un Co—semi-groupe alors
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a) t — [|G(t)|| est borné sur tout intervalle compact de R, i.e, pour tout a > 0, il existe un réel
+
Cy > 1 tel que
1G(Ol gy < Ca. pour tout t € [0,a] .

(b) Il existe deux constants w € R (Ry) et M > 1 tels que

“G(t)HE(E) < Me¥t Vvt > 0. (4_7)

Lorsque I'inégalité (4.7) est satisfaite, on dit que (G(t))y>q est un Co—semi-groupe de type
(M, w).

Démonstration. Tout d'abord, on observe que [[G(0)|lzgy = I/ llz(gy = 1. ce qui impose nécessairement

Cq > 1.
(a) On raisonne par I'absurde. Supposons que la propriété (a) ne soit pas vérifiée, c'est-a-dire, il
existe a > 0 tel que la famille {G(t) : t € [0, a]} ne soit pas bornée dans L(E). Plus précisément

Ja > 0,¥C > 1,3t € [0, ] : |G(to)]| > C,

cela revient a dire qu'il existe une suite (t,), C [0, @] convergeant vers un point ty telle que ( on
prend C = n,n € N)
1G(tn)ll = n,

par conséquent (G(t,)), n'est pas borné. Le théoréme de Banach-Steinhaus, énoncé dans le
Théoréme 2.1, assure |'existence d’un point xg € E tel que

(JIG(ta)xoll),, n'est pas borné. (4.8)

D’autre part, puisque t, — tg, on peut supposer, sans perdre de généralité, que t, > ty alors, en
utilisant la propriété de semi-groupe (ii), on écrit

G(tn)xo = G(to + tn — to)xo = G(to)G(tn — to)Xo.
Comme t, — to | 0 et que (G(t)):>0 est fortement continu, on obtient de (iir)
1im G(t)xo = G(t0)G(tn — to)xo = G(to)x0.

Par conséquent, la suite (||G(tn)Xol|), est bornée, ce qui contredit (4.8). Cette contradiction
montre que t — ||G(t)]| est bornée sur [0, a].
(b) Soit t € [0, 1], d'aprés I'assertion (a)

IV > 1G] < MVt € [0,1],

en particulier
1G(D < M. (4.9)

Considérons maintenant un réel arbitraire t € R4. On peut I'écrire sous la forme
t=[t]l+7 ouTe[0,1[ et [t] €N estlapartie entiére de t,
En utilisant la propriété de semi-groupe (ii), on obtient

G(t)=G([t]+7) =G([t)G(T) = G(L+ 1+ ...+ 1)G(1) = (GANH G (7).

[t] fois
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En prenant les normes et en utilisant (4.9), il vient

I < IGWINHE 6 < My
< MEMy = Met"™ ™ (car [t] < t),

en posant w := In My, on obtient I'inégalité désirée.
[ |

Remarque 4.7. [20] On peut fournir une autre preuve de la proposition 4.6 en utilisant la définition de
la continuité. En effet, en vertu de la propriété topologique (iii)

Ve >,30 > 0,Vt € [0,6] : ||G(t)x — x|| < €.
Il en résulte que
NG(t)x|| < [|G(t)x — x|| + |Ix]| < e+ |[x||, pour tout t € [0, 9]
En prenant le supremum sur la boule unité de E , on obtient (en fixant € = 1 par exemple)

NG(O)| = sup |G(t)x|| <e+1:= M, pour tout t € [0,4].
lIxlI<1

Maintenant, on considére un réel t > Q alors, il existe n € N tel que
t=né+T1, TE€E][0,]

alors
GO < NGOG < NGOG < MM™,

comme n < £, on obtient

t In M
Hawsmw=Mw4ﬁ5Q,

en prenant w = %, on arrive a

IG()| < Me“t, vt > 0.

Cette derniére inégalité montre bien que la fonction t — ||G(t)|| est borné sur tout intervalle compact
de R+.

Définition 4.8. Un Co-semi-groupe (G(t))r>0 est dit un Co-semi-groupe (G(t))s>o de contraction si
NG(t)|| <1 pourtoutt > 0. (4.10)

Par exemple, on définit, pour tout t > 0, le semi-groupe uniformément continu G(t) = etA t > 0 avec
A est la matrice définie par
1
a=("2 0
0 -1

e”z 0
G(t) = , t > 0.
(t) ( 0 et> -

En utilisant la norme || - ||oo, On obtient

Comme A est diagonale alors

IG(£)]loo = max{e™2, e '} =e™2 < 1,Vt > 0.
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Le méme résultat reste valable si on utilise la norme spectrale || - ||o. En effet
IG(D)ll2 = p(G (1)) = max{|A1(G(1))]. [X2(G(1))[} = max{e 2, e T} =e 2 <1Vt > 0.

Corollaire 4.9.

(a) Soit (G(t))t>0 un Co-semi-groupe sur I'espace de Banach E. Alors, pour tout x € E, I'application
t — G(t)x est continue sur [0, +ool. (4.11)

Plus précisément, I'application (t, x) — G(t)x est continue de [0, +oo[x E dans E.
(b) Soit (G(t))t>0 un semi-groupe uniformément continu, alors

lim [IG(s) — G(t) (e = 0,¥t > 0,

et pour t = 0, la limite est prise dans le sens s | 0.

Démonstration. Nous démontrons uniquement I'assertion (a). La preuve de I'assertion (b) repose sur des
arguments analogues et est donc omise. Soient t € R4 et h > 0 alors, il existe deux réels w > 0 et
M > 1 tels que

1G(t + h)x = G()x|| = [G()G(M)x = G(O)x|| < [[GOIIG(M)x = G(E)x|
< Me¥t|G(h)x — G(t)x]|,

en passant a la limite, on obtient

I h)x — < Me"t|| h)x — =
ImIG(t + h)x = G()x]| < Me™ lim [G(h)x = G(t)x]| =0,

ce qui traduit la continuité a droite de I'application [0, +o0[> t — G(t)x.
On considére maintenant deux réels t > h > 0 alors
1G(t)x — G(t — Mx[| = |G(t — h+ h)x — G(t — h)x|| = |G(t — M(G(h) — x|
< 16(t = DG — x| < Me“* M G()x — x| —— 0,

cela implique la continuité a gauche de la fonction t — G(t)x et par suite sa continuité sur R. |

4.2 Geénérateur infinitésimal

La notion suivante joue un réle fondamental dans la théorie des semi-groupes linéaires. Elle constitue
le point de départ pour la caractérisation des opérateurs qui engendrent des semi-groupes fortement
continus. Cette caractérisation est donnée par le célébre théoréme de Hille—Yosida, que nous énoncerons
dans le Théoreme 5.5.

Définition 4.10. Soient E un espace de Banach et (G(t))y>q un Co-semi-groupe (dans quelques réfé-
rences comme [6], (G(t))>q est juste un semi-groupe). L opérateur linéaire A : D(A) C E — E défini

sur
G(t)x — G(t)x — G(0
D(A) = {x € E - lim DX =X (: lim M) existe dans E} ,
tl0 t tl0 t
par
G(t)x — dt
Ax :=lim 7( )X = x = —G(t)x pour tout x € D(A), (4.12)
10 t dt =0
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est appelé le générateur infinitésimal, G.Inf en abrégé, du semi-groupe (G(t));>q- Il est clair que D(A)
est un sous espace vectoriel de E et A est linéaire et éventuellement non borné. Dans tout ce qui suit,

on pose
_ G(t) - G(0)

At: n

€ L(E), pour toutt > 0. (4.13)
et on écrit

Ax = Itifa Ai(x),  pour tout x € D(A).

Exemple 4.11. On reprend I'"Exemple 4.4 en considérant le semi-groupe uniformément continu (G(t))s>q
défini par
G(t)y=et>0 AeL(E).

Montrons que le générateur infinitésimal de (G(t)),~, est A. Soit t > 0, alors

G(t)—1 1 1| (tA)K
14c = Allegey = | S0 = 4 = 1160 1 - eall = S-S -1 - ea
k=0
Y Gall
ot k!
k=2
Lt ALK 15 o EF A
< 72 = -t ||All ,
- | |
te~ Kl t = (k +2)!
par suite
t L(E) = k! £10
alors

limA; = A dans L(E),
t0

ce qui implique que lim¢ o At(x) = Ax pour tout x € E et par conséquent A est le générateur infinitésimal
du semi-groupe (G(t))¢>o0.

Proposition 4.12.

Soit (G(t))t>0 un semi-groupe de contraction sur E et soit A son générateur infinitésimal. Alors A est
m-dissipatif et D(A).

Démonstration. On procéde en deux étapes.

Etape 1 : montrons que A est dissipatif. Pour tous x € D(A), A >0et h> 0, on a

G(h)x — x 1 1
_ N T s it _Z
e SO (3t ) el = st
1 1
> (3t ) Il = 216l eqeyx] = Al (4.1
h pl e
<1

On en déduit le résultat en faisant tendre A | 0.

Etape 2. Montrons que
Vy € E,3x € D(A) : x — Ax =y, c'est-a-dire, R(/ — A) = E.

Soit Q : E — E l'opérateur défini par

+oo
Qy::/ e 'G(t)ydt, Vy€E.
0
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Notons que I'opérateur Q n’est que la transformée de Laplace R, (définie dans le Théoréme 5.3) avec
A =1, associée au Cg-semi-groupe de contraction (G(t))s>o (ici, M =1 et w = 0). Alors, Q € L(E) et
IQllzey < 1. Pour tousy € E et h> 0, on a

— +oo
G(h)’Qy:l/O e t(G(t + h)y — G(t)y) dt

h h
1 [t 1 [t
= / e~ =MG(t)y dt — / e tG(t)y dt
h Jh h Jo
h_q ptoo h rh
= ¢ / e 'G(t)y dt — e/ e 'G(t)ydt.
h 0 h Jo
En faisant tendre h | 0, on obtient
I’!% = =1 et Ii;ige h/o e "G(t)ydt,
—e0G(0)y=y
et par suite
. G(h)y—1
lh'fé TQy =Qy-v.

Par conséquent, Qy € D(A) et AQy = Qy — y, c’est-a-dire Qy — AQy = y. D'oll

Vy e E,3x=Qy € D(A) 1 x — Ax =y.

Remarque 4.13.
Il résulte de I'inégalité (4.14) que pour tout Co-semi-groupe de contraction, son opérateur As, t > 0,
défini dans (4.13), est dissipatif.

Théoréme 4.14 (Caractérisation des semi-groupes uniformément continus).
Un opérateur linéaire (non borné) A : D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu (G(t));>q Si, et seulement si A est borné, c'est-a-dire A € L(E).

De plus, ce semi-groupe est I'unique semi-groupe uniformément continu dont A est le générateur
infinitésimal et son expression est G(t) = etA YVt > 0. (Grace au résultat d'unicité d'engendrement établi
dans le Théoréme 4.16).

Démonstration. Pour la condition suffisante, on suppose que A est borné, c'est-a-dire A € L(E). |l
découle de I'Exemple 4.11 que la famille d'opérateurs définie par G(t) := e, pour tout t > 0, constitue
un semi-groupe uniformément continu dont le générateur infinitésimal est |'opérateur A.

Pour la condition nécessaire, on suppose que A : D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe uniformément continu (G(t)),so. Cela signifie que I'application t — G(t) est continue de
R, dans L£(E), c'est-a-dire que lims_; G(s) = G(t) dans L£(E) pour tout t > 0 (et pour t = 0, on
considére s | 0), conformément au Corollaire 4.9. En utilisant le théoréme de différentiation de Lebesgue
( Voir Lemme 2.8), on déduit que

1 t
t|¢m0 t/o G(s)ds = G(0) .

1 t
l—/ G(s)ds
t Jo

autrement dit

=0.
L(E)
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On peut donc choisir p > 0 suffisamment petit pour que

o o

En appliquant le Théoréme 2.3 avec B = | — %fOpG(s) ds, on déduit que I'opérateur [5 G(s)ds, qui
appartient a L(E), est inversible. Soit t > 0, Il résulte du Lemme 2.6 que

(G(t) )/ G(s)ds_i(G(t)/ 6)as - [ G(S)ds) :1(/OPG(t)G(s)ds—/OpG(s)ds)
1(/ G(t+s)d5—/0 G(s)d5>
% </p+tG(s)d5 — /OpG(s)ds> : (4.15)

ol la derniere égalité est obtenue par le changement de variable r = t 4+ s. Par conséquent

G(t)t_l = <1 /ppHG(s)ds —1/0tG(s)ds> </Op G(s)ds)l.

(Pour justifier cette derniére égalité, on utilise les identités

A A A T T T AT A S A A

). En faisant tendre t | O et en utilisant de nouveau le théoréme de différentiation de Lebesgue, on

obtient c , =
lim L — (G(p) — )(/O G(s)d5> .

tl0

< 1.

L(E)

Cela montre que le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu (G(t));>q. que I'on

note A, est .
— (G(o) - 1) (/OpG(s)ds> |

Comme (G(p) — 1) € L(E) et (f§ G(s) ds)f1 € L(E), il s'ensuit que A € L(E). [ |

Théoréme 4.15 (Propriétés fondamentales d'un Co—semi-groupe).
Soit (G(t)) >0 C L(E) un Co—semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal, alors
(a1) Pour tout x € D(A) :
(a11) G(t)x € D(A) et AG(t)x = G(t)Ax pour tout t > 0.
(a12) L'application t — G(t)x est dérivable sur [0, +oo[ (dérivable a droite au point 0) et

d
EG(t)X = AG(t)x = G(t)Ax.

(a2)
1 t+h
>0:lim-— = )
Vx e E,vVt>0 lf!igh/t G(s)xds = G(t)x

(az) Pour tout x € E et pour tout t > 0,

/OtG(S)xds €D(A) et A (/OtG(s)xds> = G(t)x — x.
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(a4) Pour tout x € D(A) et pour tous t,s >0

G(t)x — G(s)x = /t G(T)AxdT = /t AG(T)xdT.

S

(as) D(A) est dense dans E.
(as) A est un opérateur fermé.

Démonstration. Soit (G(t)),>o un Co-semi-groupe et soit A : D(A) C E — E son générateur infinitési-
mal.

(a1)

(a1,1) Soit x € D(A) alors, lim¢|o L existe dans E et

Ax = lim CUDX =X
hl0
Soit h > 0, alors
i G(h/)7 - /G(t)x i G(h)G(t); —G(t)x _ i G(t+ h): — G(t)x
= IimG(?) (G(h)hx_x> — G(t)Ax ( car x € D(A)),

ce qui traduit I'inclusion G(t)x € D(A). D’autre part

G(MG()x = G(t)x _ . G(t+h)x—G(t)x
i h = hio h

(G(h); - X> — G(t)Ax.

A(G(t)x) = |

IA% G(t)

(a12) Soit t > 0 et soit h > 0, alors

(aél)

H G(t + h)x — G(t)x

. - AG(t)x'

ot (75— |

<GB gy ‘G(h)x ”

par passage a la limite quand h | 0, on obtient

d+
EG(t)x = AG(t)x = G(t)Ax, Vx € D(A).

Maintenant, soient t > 0 et h < 0 tels que t + h > 0, donc

HG(Hh)/Xv_ G(t)x —G(t)AxH _ HG(tJrh)x— f(t+h— h)x G(t + h— h)Ax

G(—h)x — x

<G+ Ml e -

— G(—=h)Ax||,

en passant a la limite lorsque h 1 0 et en utilisant la continuité de t — G(t), on déduit que
d-
Par conséquent, t — G(t) est dérivable et

diltG(t)X = AG(t)x = G(t)Ax.
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(a) La propriété (ap) est une conséquence directe de la continuité de t — G(t) et le théoréme de
différentiation de Lebesgue.

(az) Soient x € E et t > 0. Pour tout h >0

lhiw G(h) </ G(s)xds) = I|m f17 </tt+h G(s)xds — /OtG(s)xds> (voir (4.15)) et (4.16))

en utilisant (az), on obtient

MOGM) </<x9xm> G(t)x — x.

(ag) Soit x € D(A), alors

%G(T)X = AG(T)x = G(T)Ax, VYT 2>0,

par intégration

t t
G(t)x — G(s)x = / AG(T)xdT = / G(T)AxdT, pour tous t,s > 0.
S

s

(as) On considére un élément x € E et un réel € > 0. On doit démontrer I'existence d'un élément
v =v(x,¢€) € D(A) tel que

Ix — v|| < €. (4.17)

Tout d'abord, comme D(A) est un s.e.v alors, il résulte de (as) et (az) que
1 [ 1 [¢
/ G(t)xdt € D(A) et Iim/ G(t)xdt = G(0)x = x.
€ Jo el0€ Jo

Par conséquent, pour € > 0 suffisamment petit, on a bien (4.17) avec v :=¢ ! fg G(t)xdt.
(as) Soit (x5), C D(A) telle que x, = x € E et Ax, = y € E. Fixons un réel t > 0. Il résulte de
(a4) que

G(t)x, — G(0)xy = /t G(T)AxpdT. (4.18)
0

Posons g,(7) := G(T)Ax,, pour tout 7 € [0, t]. Alors :
e il existe une constante C > 0 telle que ||gn(7)|| < Ce¥™ < Ce¥?t, grace a la propriété (4.7) et
la bornitude de la suite (Ax,), ((puisqu'elle est convergente) ;
e |a suite de fonction (g,(+))n converge uniformément sur [0, t] vers G(-)y. En effet

li ) —G(- : li G(T)A G
I l9n() = GO leqoaye = Iim_ max IG(T)Ax, ~ G(r)y

< i G A
< lim  max [G(7)lcce) 1A%,

< Ce¥t lim ||Ax, —y| = 0.
n——+o00

En revenant a (4.18) et en appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
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obtient

t t
G(t)x —x = lim / G(T)AxpdT = / G(T)ydt
n—-+00 0 0

_ 1 t
;»G(t)xxz/ G(T)ydT, ¥t>0

t t Jo
éAXZIimM

=G —vy.
im Oy =y

Ainsi, A est fermé.
[ |

D'aprés la définition du générateur infinitésimal d'un semi-groupe, celui-ci est unique lorsqu'il existe.
La question naturelle qui se pose est la suivante : un opérateur linéaire A peut-il étre le générateur
infinitésimal de plusieurs semi-groupes distincts ? Autrement dit, existe-t-il deux semi-groupes (G(t));>q
et (S(t)),> tels que -

. S(t)y—1
Ho ¢ — i : 1 '
et

G(t) # S(t), pour au moins un t > 07

Le théoréeme suivant apporte une réponse négative a cette question.

Théoréme 4.16 (Unicité d’engendrement). Soient (G(t));>q et (S(t))>o deux Co-semi-groupes ayant
le méme générateur infinitésimal A. Alors

G(t) = S(t), Vt>0.

Démonstration. Fixons x € D(A) et t > 0. D’aprés la propriété (a1) du Théoréme 4.15, on a, pour tout
T €0, 1],
S(T)x € D(A). (4.19)

Considérons la fonction n définie par
nN="nx¢:[0t]>T—n(1)=G(t —T1)S(T)x € E.
Soient T € [0, t] et h € R tels que 0 < 7+ h < t. Alors

n(r+ h/)7 —n(r) _ % (G(t — T — h)S(T + h)x — G(t — T)S(T)x)

_G(t—T—h) <S(T+h)>;—5(’r)x> _G(t—-1-h) {S(T)x_}h— G(t—T){S(T)X}.

En faisant tendre h — 0 et en utilisant (4.11), (4.19) ainsi que la propriété (a;) du Théoréme 4.15, on
en déduit que m est dérivable sur [0, t] et

dn,__ o n(r+h) —n(r) _
E(’T) _/l@o p = G(t —1)AS(T)x — AG(t — T7)5(T)x

= G(t — T)AS(T)x — G(t — T)AS(T)x = 0.
Ainsi, la fonction 1 est constante sur [0, t] pour tout t > 0. En particulier, n(0) = n(t), d'ou

G(t)x = S(t)x,¥x € D(A). (4.20)

Pour conclure, montrons que cette égalité reste valable pour tout x € E. Soit donc x € £. Comme D(A)
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est dense dans E, il existe une suite (x,), C D(A) telle que x, — x dans E. On a alors
1G(t)x = S(t)x]| = 1G(t)x = G(t)xn + G(t)xn — S(E)x + S(t)xp — S(t)xall

S NG(t)x = G(t)xall + |G (£)xn — S()Xnl| + [[S(£)x = S(t)Xnll -

=0 par (4.20)

En faisant tendre n — 400, on obtient
G(t)x = S(t)x,Vx € E,

et par conséquent
G(t) = S(t),Vt > 0 dans L(E).

Remarque 4.17. Une autre démonstration de I'unicité d’engendrement pour les semi-groupes uniformé-
ment continus et donnée dans [6, Théoréme 1.3]. Elle repose sur la e-définition de la continuité de la
fonction t — ||G(t)]|.

4.3 Exercices
Exercice 4.18. Soient (G(t))r>0 et (5(t))r>0 deux Co-semi-groupes qui commutent, c'est-a-dire

G(t)S(t) = S(t)G(t) pour tout t > 0.
Montrer que la famille d’opérateurs (U(t))s>o0 définie par

U(t) == G(t)S(t), t>0,
est un Co-semi-groupe, appelé semi-groupe produit associé a (G(t))¢>o0 et (S(t))>0.
Exercice 4.19. On considére I'espace de Banach des suites p-sommables
o0
E=¢, = {x = (Xn) nen+ Z |xn|P < +oo} , pE[L+ oo,

n=1

muni de la norme )
oo b
Ix1le, = [[(xn)nlle, = (Z Ixnl”> . ¥x=(xa)n €E.
n=1

Soit (an)n une suite de réels strictement positifs. Pour tout t > 0, on définit I'opérateur G(t) : E — E
par
G(t)x = G(t)((Xn)n) = (€7 Xp)p>1, Vx = (xp)n € E.
1. Montrer que (G(t))s>0 est un Co-semi-groupe de contractions sur E.
2. Déterminer le générateur infinitésimal de (G(t))¢>o.
3. Montrer que le Co-semi-groupe (G(t))¢>0 est uniformément continu si et seulement si la suite

(an)n est bornée.

Exercice 4.20. Soit E = Cy(Ry;R) /'espace de Banach des fonctions continues sur Ry qui s’annulent a
I'infini, c’est-a-dire

E={f e C(Ry;R): Ve >0, 3 uncompact K. C Ry tel que |f(s)] <e, Vse€ Ry \ K}
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Soit (G(t))t>0 une famille d'applications sur E définie, pour tout t > 0, par
G(t)f(s) = e *tf(s),  Vs>0 VfeE

Montrer que (G(t))r>0 est un Co-semi-groupe de contractions sur E qui n’est pas uniformément
continu.

Exercice 4.21. Soit E = [P(R;R), avec 1 < p < +oo. Pour tout t > 0, on considére |I'opérateur
G(t) : E — E défini, pour tout f € E, par

G(t)f(s) = f(t+5s), Vs € R.

1. Montrer que la famille (G(t))¢>o est un Co-semi-groupe de contractions sur E.
2. Déterminer son générateur infinitésimal A.

3. Que se passe-t-il si I'on suppose p = +oo, c'est-a-dire lorsque E = L>*(R) ?

Exercice 4.22. Soit E I'espace de Banach des fonctions continues sur [0, +oo| @ valeurs complexes qui
admettent une limite finie a l'infini, c’est-a-dire

E.={fe€l(J0,4+[;C): lim f(s)=a e C}.
s—+oo
Pour tout t > 0, on considére I'opérateur G(t) : E — E défini, pour tout f € E, par
G(t)f(s) =f(t+5s), Vs € [0, +ool.

Montrer que (G(t))t>0 est un Co-semi-groupe de contractions sur E.

Exercice 4.23.
Soit A: D(A) C E — E le Générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe (G(t)):>o Satisfaisant

IG(t)]| <M, Vt>0.

Montrer que
IAX|I> < 4M?[| A2 |lIx]l,  ¥x € D(A?).

Exercice 4.24,
Soient E un espace de Banach et (G(t))t>0 C L(E) un Co-semi-groupe de type (M, w),w > 0. Soit

S(t):=G(t)e ¥, t>0.

1. Montrer que (S(t))¢>o0 est un Co-semi-groupe de type (M, 0) (Tout d'abord, écrivez les conditions
que vous devez montrer).

2. Soit A le générateur infinitésimal de (G(t))¢>0. Montrer que (A—wl) est le générateur infinitésimal
de (8(t))t>o0-

Exercice 4.25. 12pts
Soit E I'espace de Banach donné par

E:CO(R):{f:R%R:festcontinueet lim f(s)zo},

[s|—=—+0c0

muni de la norme
Iflle = sup |f(s)].
sER
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Pour tout t > 0, considérons la famille d'opérateur G(t) : E — E tel que pour tout f € E
G(t)f(s)=f(t+s), VseR

1. Montrer que G(t) € L(E) pour tout t > 0.
2. Montrer que (G(t))¢>0 est un Co-semi-groupe de contraction sur E.

3. Montrer que (G(t))¢>0 n'est pas uniformément continu.

Solution

On considére I'espace E = Co(R) = {f : R — R | f continue et lim|s 1 f(s) = 0}, muni de la
norme ||f]le = supseg ().
Pour tout t > 0, I'opérateur G(t) : E — E est défini par :

G(t)f(s)=f(t+s), Vs€eR, Vf €E.

1. G(t) € L(E) pour tout t > 0

Soientf ¢ E, t>0etseR. Ona:

lim G(t)f(s)= lim f(t+s)= lim f(r)=0,
[s|—=—+o0 |s|]—=—+o0

[r|=—+o0

donc G(t)f € E, ce qui montre que G(t) : E — E.
Linéarité : Soient f,g € Eet o, 8 € R. Pour tout s € R :

G(t)(af +Bg)(s) = (af + Bg)(t+5) = af(t+5) + Bg(t +5) = a G(t)F(s) + BG(t)g(s).

Donc G(t) est linéaire.

Continuité : Pour tout f € E :
IG(t)flle = sup[G(t)f(s)| = sup|f(t+ s)| =sup|f(r)|=[flle.
seR seR reR
Donc G(t) est borné et ||G(t)[|z(e) = 1. On conclut que G(t) € L(E). (*)

2. (G(t))¢>0 est un Co-semi-groupe de contractions sur E
On vérifie les trois propriétés :
(i) G(O)=1/ :Pourtout f eEetseR:

G(0)f(s) =f(0+s)="f(s),

donc G(0) = 1.
(ii) Propriété de semi-groupe : Pour tout t,r >0, f e Eet s€e R :

G(t+rf(s)=f(t+r+s)=1f(t+(r+s))=G(t)f(r+s)=G(t)(G(r)f)(s),

donc G(t+r) = G(t)G(r).
(iii) Continuité : On montre que lim. o ||G(t)f — f||g = 0 pour tout f € E.

Etape 1 : Pour f € C.(R).
Soit f € C(R) tel que supp(f) C [—a. a] pour un réel a € R% . Soient t € [-1,1] et s € R.
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e Si|s| >a+1,alorss ¢ [—a—1,a+1], donc |s+t| > a, donc s+t ¢ [—a, a], donc s+t & supp(f),
ce qui implique f(s+t) =0.
Ainsi . G(t)f(s) =f(s+t) =0 pour tout s € R avec |s| > a+ 1.
Par conséquent :

|G(t)f —flle =sup|f(t+s)—1f(s)|= sup |[f(t+s)—1f(s)].
seR [s|<a+1

Comme f est uniformément continue sur le compact [-a—1,a+ 1], on a:

lim ||G(t)f — fllge = lim sup |f(t+5s)—7f(s)=|f(so)—f(so)| =0,
t—0 t‘>0‘5|§a+1

oll sg € [-a—1,a+ 1] est un point ou le supremum est atteint. Donc :

Im [|G()f = flle =0, VF € C(R). (*)

Etape 2 : Pour f € E quelconque.
Soit f € E et € > 0. Puisque C(R) est dense dans E, il existe g. € C.(R) tel que :

If = gelle < (2)

W[ ™

Par I'inégalité triangulaire et puisque ||G()|lzg) <1

IG(O)f = flle < IGO(F = ge)lle +1G(t)ge — Gelle +1Ige — flle
<2Uf = Gelle +11G(2)ge — gelle

£
<2 3 +1G(t)ge — gelle.

D’aprés (x), puisque ge € Cc(R), il existe § > 0 tel que pour tout t €]0,9] :

€
|G(t)ge — gelle < 3
On conclut que pour tout f € E, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout t €]0, [ :

IG(O)f —flle <2 -+ €.

€ _
S =

Wl ™

Donc lime o ||G(t)f — f|le = 0, pour tout f € E.

D'autre part, comme ||G(t)|| gy = 1, le semi-groupe (G(t))r>0 est un Co-semi-groupe de contrac-
tions sur E.
3. (G(t))+>0 n’est pas uniformément continu

Rappelons qu’un Co-semi-groupe est uniformément continu si et seulement si limy o |G(t) =/l z(g) =

Soit f, € Cc(R) définie par f,(n) =1, 0 < f,(s) < 1 pour tout s € R, et supp(f,) C Jn— 1, n+ 1],
pour n € N*,
On a |falle = supser |fa(s)| = fa(n) = 1.
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Pour n € N*, on a :
IG(2) = legey= sup IG(3)F —flle
feE, |Iflle=1
> [6(5)f = full
:sup‘fn(5+%) - fn(5)|
seR
> ‘fn(n‘f' %) - fn(n)‘ .
Orn+2¢]ln—2L n+1[>supp(f), donc fr(n+1) =0 et f(n) = 1.
Ainsi :
HG(%) - /HL(E) >10-1]=1.
On en déduit que :
im 16(2) ~ ey > 1

n—-4o00

ce qui implique lim¢ o [|G(t) — /|| z(g) # 0. Par conséquent, (G(t))r>0 n’est pas uniformément continu.



Chapitre 5

Theoreme de Hille-Yosida

5.1 Présentation du théoréme

Le théoréme de Hille=Yosida constitue un résultat fondamental dans la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires définis sur un espace de Banach E. Il fournit des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'un opérateur linéaire (éventuellement non borné) A : D(A) C E — E soit le générateur
infinitésimal d'un Cp-semi-groupe.

En d’'autres termes, ce théoréme donne une caractérisation précise des opérateurs qui engendrent des
Co-semi-groupes. Ce résultat joue un réle central dans I'étude des équations d’évolution, puisqu’il permet
de relier les propriétés analytiques d'un opérateur a I'existence d'un semi-groupe décrivant I'évolution du
systéme considéré. Avant d’'énoncer ce théoréme et d'en présenter la preuve, nous introduisons quelques
notions préliminaires et outils techniques qui seront utilisés dans la suite, tels que I'ensemble résolvant
d'un opérateur linéaire ainsi que I'approximation de Yosida. Ces notions jouent un réle fondamental dans
I’énoncé et la compréhension du théoréme de Hille—Yosida.

Définition 5.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire (éventuellement non borné).

1. On appelle ensemble résolvant de A I'ensemble (voir [8, 6])
o(A) = {A € C: (M —A):D(A) C E — E est bijectifet (\ —A) ' e L‘(E)} _

Rappelons que dans ce cas, I'opérateur (A — A) ™! n'est que la résolvante R(X, A) de A, introduite
dans le Théoréme 3.6. De plus, si A est fermé, ce qu’est équivalent a dire que A € L(E) (grace au
théoréme du graphe fermé) alors, d’aprés le Théoréme 2.2, |'ensemble résolvant peut également
s'écrire (voir [4, 20])

p(A)={AeC: (M —A):D(A) C E — E est bijectif } .

Il est clair que R(X, A) € L(E) pour tout X € p(A).

2. Le spectre de A, noté o(A), est défini comme le complémentaire de p(A) dans C, c’est-a-dire
o(A) =C\ p(A).
3. Soit (G(t)) >0 un Co— semi-groupe sur E pour lequel, il existe w > 0 et M > 1 tel que
IG(D)| < Me¥t, vVt > 0.
Pour simplifier les notations, on introduit I'ensemble

ES = {AeC:Re(N) > w}. (5.1)

33
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Dans le cas particulier oo w = 0, on note simplement &5 .

Lemme 5.2. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire. Pour tous X\, u € p(A)
R(AA) = R(u, A) = (b = MR A)R(1, A), (5.2)

RN AR, A) =R(u, ARA A). (5.3)
La relation (5.2) est appelée identité de la résolvante.

Démonstration. Observons que pour tout x € E
=1
R A)x =R\ A)(ul — AR(u, A)x
=R A) (B =N+ (M = A)) R(u, A)x
=(u—NRN\ AR(u, A)x + R(u, A)x.

En soustrayant R(u, A)x de chaque cbté, on obtient précisément (5.2). Concernant I'égalité (5.3), il
suffit d’échanger les roles de A et w dans I'identité de la résolvante (5.2). [ |

Théoréme 5.3.
Soit (G(t))t20 un Cq— semi-groupe sur E pour lequel, il existe w > 0 et M > 1 tel que

IG(D| < Me“t, vt > 0.

On suppose que A soit le Générateur infinitésimal de (G(t))s>q. Alors, pour tout \ € 51
(i) L'opérateur
Rn: E - E

x — Ralx)= /O+OO e MG(t)xdt, (5-4)

est défini sur E et appartient a L(E) (I'intégrale est définie au sens de Riemann, voir [6, 21]). De

plus
IRl ) < IR’eO\A)A—w’ (5.5)
Ra(x) € D(A) et A(Rxx) = ARa(x) — x, pour tout x € E. (5.6)
(i)
A€Ep(A) et R(AA) =R, (5.7)
(iii)

RO A) N 2y < pour tout n € N. (5.8)

M
(Re(A) —w)™
L 'opérateur Ry, s'appelle la transformée de Laplace de I'application t — G(t)x, ou la représentation
intégrale de la résolvante R(X, A) ([12]).

Démonstration.

Fixons un nombre complexe A € £5.

(i) Pour montrer que D(Ry) = E, il suffit de vérifier que I'intégrale impropre (généralisée) (5.4) est
convergente pour tout x € E. On remarque tout d'abord que I'application t — e‘“G(t)x est continue

1. Notons que ces propriétés sont valables pour A € A € £S et non nécessairement pour A € o(A)
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sur Ry . Soient maintenant a, b € R tels que a < b. Pour tout x € £, on a

b b b
/ e”G(wxdtHg [l 6@l ixar = [ = 6o it
a a a

b
SMHXH/ e(w—Re(A))tdt
a

< a% elw =Re(A))o _ o(w = Re(A))a . (5.9)
N e’
<0
<0

En utilisant le critére de Cauchy, on déduit la convergence de I'intégrale impropre (5.4). D'autre part, il
résulte de (5.9) que pour tout x € E

1RGOl = H / e—“GmxdtH - Hb im [ b “G(t)xdtH o Al

Cela montre que Ry € L(E) et
M

D —
HR)\HL(E) = Re(>\) —w
Montrons a présent que Ry (x) € D(A) pour tout x € E, i.e,

G(h) — 1

p (Rx(x)) existe dans E.

lim
hl0

Soient h > 0 et x € E. Alors

% (Ra(x)) = fG(h)RA(X) - *RA(X)

— EG(h) (/;Oo e“G(t)xdt) - }7/0%0 e MG(t)xdt

1 [T 1 1o
= h/ e MG(t + h)xdt — h/ e MG(t)xdt
0 0
1 [T 1 [T
= h/ e MEMG(H)xdt — h/ e MG(t)xdt,
h 0

par suite

h )\h +o0 \h h 1 +o0
el -1 ) L Ra(x) = / e MG (t)xdt — eT e MG (t)xdt — h/ e MG (t)xdt
0 0 0

h )\h -1 +0o0 Xh h
& (Ra(x)) = A / e MG()xdt — S— [ e MG (1)xdt.
£ S hJo

Ra(x)

En faisant A | O, on obtient
lim 76(’7)

im (Rr(3)) = XRa(X) - X.

Par conséquent
Ra(x) e D(A) et A(Ryx) =ARx(x) — x,Vx € E.

(i) Il s’ensuit de (5.6) que
(M —=A)Ryx =x,Vx € E. (5.10)
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D’'autre part, en vertu du [Théréme 4.15, (a1)] pour tout x € D(A)

+oo

+o00 d
RA(AX):/ e_“G(t)Axdt:/ e‘“aG(t)xdt
0 0

+0 +o00
= [eMG(1)x], —I—A/ e MG (t)xdt.
0

Comme
<0

—_——N—
lim [le ™ G()x| < lim M]x|lel —Re())e = g
t——+o0 t—+o00
alors Ry (Ax) = —x + AR (x) et par suite
Ra(Al — A)x = x,¥x € D(A) (5.11)
De (5.10) et (5.11), on déduit que
(M—A)'=Ry Cclest-a-dire RMNA)=Rn et Xcp(A.

(i) 1l résulte de cette derniére égalité et I'inégalité (5.5) que
M
||R(>\vA)||£(E) = ||R>\ ||/;(E) < m

D’autre part, a partir de I'identité de la résolvante (5.2), il s’ensuit que pour tous A, 4 € £S5 2,

im RAA) Rk A)

palty N—p Jim R(A ARk, A) = —R(A, A)%, (5.12)

oll la la derniére formula est obtenue en utilisant I'égalité (5.7) et I'exprésion de Ry pour démontrer que
+o0
lim R(u, A)y = lim / e MG (t)ydt = R(\ A)y, pour tout y € E. (5.13)
U= u—=A Jo

Alors, I'application S 3 A+ R (), A) est differentiable (holomorphe) et

d
—R(\A) = -R(\ A?. (5.21)
dX
En procédant par récurrence, on trouve
a R(\A) = (=1)"nl R (X, A (5.14)
dan ' ’
D’autre part, d'aprés I'égalité (5.7)
IR x= L [T erG(o)xdt = — /OO te MG (£)x dt.
da ’ dh Jg 0

En procédant a nouveau par récurrence, on obtient

dn
dan

RO\ A) x = (—1)"/000 e MG(£)x dt. (5.15)

2. X et u sont dans ES plutdt que dans p(A), car la limite (5.12) est obtenue grace a la propriété (5.13) qu’est valable
sur £5. Néanmoins, R(\, A) est différentiable sur p(A) ( A est fermé)
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La comparaison de (5.14) et (5.14) donne

1 0
RNA ' x= ——+ t""Le= MG (t)x dt, pour tout A € EC, (5.16)
(n—1)! ¢
— 1) Jo

d'ou, pour tout x € F

n MIXI (% a1 w=Re)E 45— MIxI (0 —1)!
IR (. A) XHS(n—l)!/O et = N Re () — w)

ce qui justifie I'inégalité (5.8) et achéve la démonstration. [ |

Corollaire 5.4.
Soit A le Générateur infinitésimal d’un Co—semi-groupe de contraction. Alors, pour tout A € EOG :

1

Ry € LIE), Rxa(x) € D(A) et A(Rxax) = ARx(x) — x, pour tout x € E

1
<
[RAllzeey < Re(V)

X € p(A) et RO\ A) =Ry

[IR(X, A)”||£(E) . pour tout n € N.

< L
= (Re(¥))”

D’autre part, si le paramétre A est un nombre réel alors

1
10, +oo[C p(A) et RN A)llzg) < V’VA > 0, pour tout n € N. (5.17)

Démonstration. Conséquence directe du théoréme 5.3 en prenant w =0et M = 1. |
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théoréme de Hille-Yosida pour les Co-semi-groupes.

Théoréme 5.5 (Théoréeme de Hille-Yosida).
Soient E un espace de Banach et A: D(A) C E — E un opérateur linéaire (éventuellement non borné).
Alors, A est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe de contraction (G(t)),sq .t > 0 (Vérifiant
IG(t)]] < Me¥t avec M =1, w = 0) si et seulement si -

(Hyp;) A est fermé et D(A) = E ;

(Hypy) €2 :=]0, +o0[C p(A) et pour tout A >0

1
IR Alleqe) < -

La démonstration de ce grand théoréme se fait a I'aide d'un ensemble des résultats auxiliaires que
I’on énonce successivement.

Lemme 5.6. Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant les conditions (Hyp;) et (Hyp,).
Alors
lim AR(X A)x =x,Vx € E.
A—+00

Démonstration. Fixons un nombre réel A €]0, +-00| et observons que

AR A) =R A) (M — A+ A) = R(A A) (M — A) + R(X, A)A
=1+ R AA,
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alors, pour tout x € D(A)
1
[AR(A, A)x = x|| = IR(A, A)Ax]| < [[R(A Al 2y [IAX]] < XIIAXII,
en faisant XA tendre vers +oo, on obtient

lim AR(X, A)x = x,Vx € D(A). (5.18)
A— 400

Maintenant, comme D(A) est dense dans E alors, pour tout x € E, il existe une suite (xp), C E telle
que (x,) converge vers x. |l est clair que

IAR(X, A)x = x|| < [IAR(X, A)x = AR(X, A)Xnll + [[AR(X, A)xa = Xall + [IXn — x|
< 2|Ix = Xall + IAR(A, A)xn = Xall - (5.19)

Comme (x,) converge vers x alors, pour tout € > 0, il existe n(e) € N tel que
% = Xo(e)|| < =
n(e) 2
[l résulte de (5.19) que
IAR(A, A)Xa(e) — Xae) | < € + IIAR(A, A)Xn(e) — Xn(e)ll, pour tout A > 0.
D’autre part, il s’ensuit de (5.18) et I'inclusion x,(.) € D(A) que
)\E}TOO ||>\R(>\, A)Xn(e) - Xn(e)” =0.

Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que||AR(X, A)x — x|| — 0 lorsque A — +o00. La convergence
est ainsi établie sur E tout entier et par conséquent AR(\, A) converge vers | dans L(E) lorsque A —
+00. u

Nous introduisons maintenant une classe importante d'opérateurs linéaires bornés qui se rapprochent
d’un opérateur A au sens du lemme 5.7 ci-dessous. Pour un réel X > 0, on pose

Ay = MR A) = X2R(A A) — ALLS3
Ay s'appelle ['approximation de Yosida de A.

Lemme 5.7.
Sous les conditions (Hyp;) et (Hyp,) :

Ax € L(E),  pour tout X > Q. (5.20)

lim Axx = Ax, pour tout x € D(A). (5.21)

A—+00

Démonstration. La propriété (5.20) est une conséquence directe de I'inclusion ]0, +oo[C p(A) et I'égalité
Ay = X2R(X, A) — Al
On a

(M = AR(A A) = AR(A, A) — AR(N A) = 1,
RO\ AV — A) = AR(A A) — RO\ AA = 1,

3. MR A) = AN — (A — AR, A) = A2R(A, A) — Al
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alors A et R(X, A) commutent sur D(A), i.e., AR(M\, A) = R(A, A)A. Fixons x € D(A), il résulte du
Lemme 5.6 que

lim Axx = _lim AR Ax= Ilim AR(X A)(Ax) = Ax.
A—+oc A—+oo

A—+00

Sous les hypothéses (Hyp;) et (Hyp,), le Lemme 5.7 assure que Ay € L(E). D'aprées I'Exemple 4.4
ou le Théoréme 4.14, I'opérateur Ay est alors le générateur infinitésimal d’un unique semi-groupe unifor-
mément continu, noté (Gx(t)),>q, défini par

Gx(t) == et pour tout t > 0.

De plus (Ga(t));>0 est de contraction. En effet

IG\®I = [l = |

etAQR(A,A)—tA/H < He—wH _ )

2
SNPR(NA) H

—tAM — o=t alors |le”™M|| = e~ ™. Par ailleurs,

Comme e
||G>\(t)|| < eft>\ et>\2\|R(>\,A)H < eftk et>\ =1,
ol I'on a utilisé I'estimation ||R(A, A)|| < % Enfin, grace a (5.3) :
les opérateurs Ay, Ay, e et e commutent pour tous A, u > 0. (5.22)
Lemme 5.8. Supposons que les conditions (Hyp,) et (Hyp,) soient satisfaites. Alors
|GA(t)x — Gu(t)x]| < t||Axx — Aux||.  pour tous t >0, X\, u>0,x € E. (5.23)
Démonstration. Soient A, > 0,t>0etx € E. On a
9 G (st)Gu((1—5) )x = L (eSfo - e<1—5>fAux)
ds H ds

= tA\GA(S1)GL((1 — 5) )x — tALGA(5)GL((1 — 5) t)x
= tGx(51)GL((1 = 5) 1) (Axx — Aux) | (5.24)

ol I'on a utilisé la propriété (5.22). D’autre part,

s=1

1
/ %Gx(st)Gu((l — §) t)xds = Ga(sE)Gu((1 — 5) t)x]
0 s=0

= GA(1)GL(0)x — GA(0)G,(t)x = G (t)x — Gu(b)x.

En combinant avec (5.24), on obtient

Ga(t)x — Gu(t)x = t/ol Ga(5t)GL((1 — ) t) (Axx — Aux) ds.
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Par conséquent,

1
1GA(t)x = Gu(t)x|| < t/o 1GA(st)Gp((1 = 5) ) (Axx — Aux)|lds

1
< t]lAxx — Auxll/ G (st)[|]|Gu((1 — s) t)||ds
—_———o  —
0 <1 <1
< t||Axx — Aux|| -

5.2 Deémonstration du théoréeme

Condition nécessaire

Supposons que |'opérateur A : D(A) C E — E soit le générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe
de contractions (G(t)),~q sur E. La propriété (Hyp;) découle directement des propriétés (as) et (as)
énoncées dans le Théoréme 4.15. Quant a la propriété (Hyp,), elle est une conséquence immédiate du
Corollaire 5.4.

Condition suffisante

Supposons que I'opérateur A : D(A) C E — E satisfasse les conditions (Hyp;) et (Hyp,). Soient A > 0
et Ay I'approximation de Yosida de A. Par Lemme 5.7, on a Ax € L(E) et limy 1o Axx = Ax pour
tout x € D(A). De plus, I'opérateur A, génére un semi-groupe uniformément continu de contraction
Gx(t) := et pour tout t > 0. Par le Lemme 5.8, on a

|GA(t)x — Gu(t)x]| < t]|Axx — Aux]|.  pourtous t >0,A, u>0,x€E.
Soit J := [a, b] un intervalle compact de R.. Alors

sup [|Ga(t)x — G (t)x|| < b(||Axx — Ax|| + ||Aux — Ax]|), pour tout x € D(A).
ted

Par conséquent, pour tout t € J et tout x € D(A), la famille (Gy(t)x)x>0 est une suite de Cauchy
dans 'espace complet E. Elle converge donc dans E lorsque A — +oco. De plus, cette convergence est
uniforme sur tout intervalle compact J de R..

On définit alors I'application Go(t) : D(A) — E, pour tout t € 7, par

Go(t)x := lim Gx(t)x, pour tout x € D(A). (5.25)
A—r+o0

Alors
lim sup ||Ga(t)x — Go(t)x|]| =0, pour tout x € D(A). (5.26)
A—+00 tcy

Il est clair que Go(t), pour t € J, est un opérateur linéaire sur le sous-espace vectoriel D(A). De plus,
comme chaque Gy(t) est une contraction, on obtient

[Go(t)x]| = _lim |IGx(t)x]| < lim [GA(O)||Ix]| < [Ix][,  pour tout x € D(A). (5.27)
A—+00 A—+00

Ainsi, Gp(t) est un opérateur linéaire borné sur D(A) pour tout t € J. La densité de D(A) dans E
assure alors I'existence d'une unique extension linéaire bornée de Gp(t) a tout I'espace E, que I'on note
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G(t) € L(E), telle que pour tout t € 7,

G(t) = Go(1), IG(D ey < MIxll NGBy < 1. (5.28)
D(A)

De plus, d'aprés (5.25), on a pour tout x € D(A)
G(t)x = lim Gx(t)x, pour tout x € D(A). (5.29)
A—+00

Comme cette procédure peut &tre répétée sur tout intervalle compact de R, on obtient finalement
I'existence d'un unique opérateur linéaire continu G(t) vérifiant les propriétés (5.28) et (5.29) pour tout
t € [0, +oo[. Plus précisément, pour tout x € E et tout t > 0, grace a la densité de D(A) dans E, on
définit
G(t)x .= lim Gg(t)x
( ) n—-+oo O( ) m

oll (x,)n est une suite de D(A) convergeant vers x. |l est clair que cette limite est indépendante de la
suite choisie. En effet, soient (x,)n €t (vn)n deux suites de D(A) convergeant vers x. Alors

n—-+oo

_ _ (5.27)
im_[1Go(£)xn — Go(&)all = Tim [1Go(6)0xn =yl < lim (b = xI| + llx = yall) = 0.

De plus, G(t) est une contraction pour tout t > 0. En effet, par continuité de la norme
_ (5.27)
IG(O)x]l = lim [[Go(t)xall < lim |Ixqp]l = Ix][.
n—-+o00 n—+00

Montrons maintenant que (G(t))¢>0 est un Co-semi-groupe.
(o) G(0)x = x pour tout x € E.
Il résulte de (5.25) et du fait que (Gx(t))¢>0 est un semi-groupe uniformément continu que, pour
tout x € D(A),
G(0)x = Gp(0)x = lim Gx(0)x = x.
A——+00

Soit maintenant x € E et (x,), C D(A) une suite telle que x, — x. Alors
G(0)x = lim Gp(0)x, = Ilim x, = x.
n—-+00 n—-+00

(o) G(t+ s)x = G(t)G(s)x pour tout x € E et tous t,s > 0.
Soient t,s > 0 et x € D(A). Alors

G(t+s)x =Go(t+ s)x = AETOO Gr(t+s)x = AETOO G (t)Ga(s)x. (5.30)
Mais, par commutativité
[GA(£)Ga(s)x = G(£)G(s)x]| = [|GA(t)Ga(s)x — GA(E)G(s)x + GaA(t)G(s)x — G(E)G(s)x]]

- ' Ga(t) (GA(S)X —~ G(s)x) + <G>\(t) - G(t)>G(s)x

< 16 (B)llee) Ga(s)x = G(s)x]| + G ()l ) Ga(t)x — G(E)x]
N——— N—_———

<1 <1

< [1Ga(s)x = G(s)x|[ + [[Ga(t)x = G(£)x]|.
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En passant a la limite quand A — +oc et en utilisant (5.29) et (5.30), on déduit que
G(t+ s)x = G(t)G(s)x, pour tout x € D(A).

Par la continuité de I'application G(t) et la densité de D(A) dans E, on obtient la derniére égalité
sur tout l'espace E.

(o) Iifa IIG(t)x — x|| = 0 pour tout x € E.
t

Soient x € E et y € D(A), alors

1G(t)x — x| < NG(t)x = G(O)yl +[1G(t)y — Ga()yll + IGa(t)y — ¥l + [Ix = ¥l
< [1G(t)y = Ga(t)yll + [[Ga()y — ¥l + 2[lx = yl.

Soient T > 0 et € > 0. Par la densité de D(A) dans E, on peut choisir y = x. € D(A) tel que

£
I = xell < 5.

De plus, pour X suffisamment grand, c'est-a-dire A > Ao pour un certain Ag > 0, grace a (5.26)
et (5.28), on peut supposer que

1G(8)% — Ga(t)xel < Z, pour tout t € [0, T] et tout A > Ao,

Par conséquent
3
Ve > 0,¥T > 0,3x € D(A), 3o > 0: V£ € [0, T],VA > Ao : |G(t)x — x| < ZE+||G>\(t)XE—X5||

D’autre part, comme (Gx(t))s>0 est un semi-groupe uniformément continu, on a limg o Ga(f)xe =
Xe, C'est-a-dire

Ve > 0,30 >0Vt € [0,6]: IGr(t)x — x|l < %

On en déduit alors que
3¢ ¢
Ve >0,36 >0:Vte€[0,6]: ||G(t)x —x|| < I—FZ:&

Ainsi,

lim[|G(t)x — x|| =0 pour tout x € E.

t10
Cela montre que (G(t))s>0 est bien un Co-semi-groupe de contractions.

Il reste @ montrer que A est le générateur du semi-groupe (G(t)):>0. Notons B le générateur infini-

tésimal de (G(t))s>0 et montrons que A = B.
Soit x € D(A). D'aprés la propriété (a4) du Théoréme 4.15, on a

G(t)x —x = kETOO(GA(?)X - x) = kETOO(GAU‘)X — GA(0)x)

ot
— im /GA(S)AXde. (5.31)
A—+o00 0

Pour tout x € D(A) et tout s € [0, t] (qu'est compact), on obtient
1Ga(s)Axx — G(s)Ax|| < [[Ga(s)Axx — Ga(s)AX]| + [[Ga(s)AX — G(s)Ax||
< J[ANx = Ax|| 4 [[Ga(s)Ax — G(s) Ax||

< JJAxx — Ax|| + [|Ga(s) — G(s)||I|Ax|| xjoo 0 uniformément sur le compact [0, t]
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On peut donc passer a la limite sous le signe intégral dans (5.31), ce qui donne
t
G(t)x —x = / G(s)Axds,  pour tout x € D(A).
0
En faisant tendre ¢ vers 0T et en utilisant la propriété (a) du Théoréme 4.15, on obtient
1 t
= lim / G(s)Axds = G(0)Ax = Ax.
tlo t 0

Ainsi x € D(B) et Bx = Ax pour tout x € D(A). On en déduit que

D(A) Cc D(B) et Bx = Ax pour tout x € D(A).
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